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Глава 1. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1.1. Понятие и вычисление повторного интеграла 
 

Повторным интегралом называется выражение вида  
 

   
2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

d , d , d .
g x g xb b

a g x a g x

x f x y y f x y y
 
 
 
 

                      (1.1) 

 
Правая часть равенства (1.1) дает порядок вычисления повторно-

го интеграла: вычисление производят справа налево, т. е. сначала  

находят    
2

1

( )

( )

, d ,
g x

g x

f x y y F x  в котором переменную х считают 

постоянной, затем вычисляют  d
b

a

F x x . 

 
Аналогично вычисляют интеграл 

 

 
 

 
 

 

 2 2

1 1

d , d , d :
y yd d

c y c y

y f x y x f x y x
 

 

 
 
 
 

     

 

сначала находят интеграл   
 

 
 

2

1

, d ,
y

y

f x y x G y



  в котором перемен-

ную у считают постоянной,  затем находят  d
d

c

G y y . 

 

Пример 1. Вычислить повторный интеграл  
2

1 1

d d .
x

x x y y   

 
Решение. Сначала вычислим внутренний интеграл  
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1

2 2
2

1

1
d const

2 2 2у

у хх y x
х у y x xy x x



                           
  

 

 
2 1

.
2 2

x
x F x     

 

Тогда исходный двойной интеграл равен 
 

   
22 2 2

1 1 1 1

1
d d d d

2 2

x x
x x y y F x x x x

 
       

 
     

 

1

3 2 21 8 4 1 1 1 1 1 1
1 .

6 2 2 6 2 6 2 2 3 6 6х

хx x
x



                           
 

Ответ: 
1

6
. 

Замечание. Если в повторном интеграле пределы интегрирова-
ния по обеим переменным постоянные, а подынтегральную функ-
цию  ,f x y  можно представить в виде произведения  ,f x y   

   x y    (т. е. удается разделить переменные), то результат вы-

числения повторного интеграла можно найти как произведение 
двух определенных интегралов: 

 

         d , d d d d d .
b d b d b d

a c a c a c

x f x y y x x y y x x y y            

 

Пример 1. Вычислить повторный интеграл 
2 1

1 0

d d
xe

y x
y  . 

 

Решение.    
1 0

2 1 2 1 2 1

1 0 1 0

d
d d d ln

x
x xe y

y x e x y e
y y

        

 

     1 0ln 2 ln1 ln 2 1 .e e e        

Ответ: ln 2 ( 1)e  . 
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Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 1. Вычислить повторные интегралы:  

1)  
1 1

0

d 2 4 d ;
х

x x y y                               2)  
20

1

d 2 1 d ;
х

х

x x y


   

 

3)  
2

1 1

d 4 2 d ;
у

у xу х


                              4)  
4

1

d 2 d ;
у

у

у x y х   

 

5)
cos2

0 0

d 2 sin d ;
x

x y x y



                             6)
0

2

d cos d ;
x

x x y



   

 

7)
1 1

d ln d ;
уе

у y х                                        8)  
2 1

0 1

d d ;
х

x y х y


   

 

9)

2
1

11

0 0

d
d ;

arctg

у x
у

y



                               10)
2

2
1 0

d d .
1

х у
х у

х 
   

 
 

1.2. Вычисление двойного интеграла  
в декартовых координатах 

 
Пусть область D на плоскости (рис. 1.1) ограничена слева  

и справа вертикальными прямыми x a  и x b , а снизу и сверху – 
графиками непрерывных на отрезке  ;a b  функций  1  у g x  

 2и  у g x  (    1 2 g x g x ) соответственно, где функция  ,f x y  

непрерывна в области D. Тогда двойной интеграл от функции 

 ,f x y  по области D вычисляется как повторный интеграл. 
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 2

1

, d d d , d .
g xb

D a g x

f x y x y x f x y y    

 

 
 

Замечание 1. В некоторых случаях одна или обе вертикальные 
прямые x a  или x b  могут вырождаться в точку (рис. 1.2, 1.3). 
Другими словами, область D заключена в пределах вертикальной 
полосы от x a  до .x b  

 

Описанная выше область D называется правильной в направле-
нии оси Оу. Так как при движении «сквозь» область D параллельно 
оси Оу снизу вверх мы на входе в эту область пересекаем кривую 

 1  у g x , а на выходе из области – кривую  2у g x , график 

x 

y 

a b 

 xgy 1  

 2y g x
 

 

D 

 

Рис. 1.3

О 

y 

a b 

 1y g x  

D 

 

Рис. 1.2

 2y g x
 

x 

О 

Рис. 1.1 

x 

y 

a b 

 2y g x  

D 

 1y g x  

О 

Рис. 1.1
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функции  1у g x  называется линией входа, а график функции 

 2у g x  – линией выхода. 

Если область D на плоскости (рис. 1.4) ограничена снизу и свер-
ху горизонтальными прямыми у с  и у d , а слева и справа – 

графиками непрерывных на отрезке  ;c d  функций  1 x y   

 2и  x y   (    1 2 y y   ) соответственно, где функция  ,f x y  

непрерывна в области D, то двойной интеграл от функции  ,f x y  

по области D вычисляется как повторный интеграл: 
 

   
 

 2

1

, d d d , d .
yd

D c y

f x y x y y f x y x



                         (1.2) 

 

 
 
Замечание 2. В некоторых случаях одна или обе горизонтальные 

прямые у с  или у d  могут вырождаться в точку (рис. 1.5, 1.6). 
Другими словами, область D заключена в пределах горизонтальной 
полосы от у с  до у d . 

 
 
 
 
 
 

y 

x 
с 

d 

 ух 1  
 ух 2  

Рис.1.4 

D 

О 
 
      Рис. 1.4 
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Описанная выше область D называется правильной в направле-
нии оси Оx. Так как при движении «сквозь» область D параллельно 
оси Ох слева направо мы на входе в эту область пересекаем кривую 

 1 ,x y   а на выходе из области – кривую  2 ,x y   график 

функции  1  x y   называется линией входа, а график функции 

 2x y   – линией выхода. 

Замечание 3. Если область интегрирования D не является пра-
вильной относительно ни одной из осей координат, то ее разбивают 
на две или несколько частей D1, D2, …, Dп, каждая из которых является 
правильной относительно какой-нибудь из осей. Тогда двойной ин-
теграл по области D вычисляют как сумму интегралов по каждой из 
областей D1, D2, …, Dп. 

Замечание 4. Если при вычислении двойного интеграла как по-
вторного по формуле вида (1.1) переходят к вычислению того же 
двойного интеграла как повторного по формуле вида (1.2) или 
наоборот, то говорят, что в двойном интеграле изменился порядок 
интегрирования.  

Перечислим некоторые свойства двойного интеграла, используе-
мые при его вычислении (при условии, что подынтегральные функ-
ции интегрируемы): 
 

1)    , d d , d d ,
D D

с f x y x y с f x y x y    где с – const; 

 

2)         1 2 1 2, , d d , d d , d d ;
D D D

f x y f x y x y f x y x y f x y x y      

y 

x 
с 

d 

 ух 1   ух 2  

Рис.1.5

D 

О 

y 

x
с 

d 

 ух 1

Рис.1.6

D  ух 2

О 
 

Рис. 1.5
 

Рис. 1.6
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3) если область D состоит из п непересекающихся частей  
 

1 2, , ..., ,nD D D  то  
 

       
1 2

, d d , d d , d d ... , d d ;
nD D D D

f x y x y f x y x y f x y x y f x y x y        

 
4) интеграл по области D от единицы равен площади области D: 

 

d d
D

S x y  . 

 
Пример 1. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле  
 

 
2

1 2

0 2

d , d
x

x

x f x y y  . 

 
Решение. По условию область интегрирования ограничена слева 

и справа прямыми 0х   и 1х   соответственно, снизу – графиком 

функции 22у х – параболой с вершиной в точке  0; 0 , ветви ко-

торой направлены вверх (линия входа), сверху – графиком функции 
2у х  – прямой, проходящей через точки  0; 0  и  1; 2  (линия вы-

хода) (рис. 1.7). Найдем точки пересечения графиков данных функций: 

решим уравнение 22 2х х , 2 0х х  ,  1 0х х   , 1 0,х    

2 1х   – абсциссы точек пересечения.  
 

 

4

3

2

1

О x 

y 

1 2 

ху 2
22ху 

Рис. 1.7  

      Рис. 1.7 
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Ординаты этих точек: 1 2 0 0у    , 2 2 1 2у    . Таким образом, 

точки пересечения графиков –  0; 0  и  1; 2 .  

Для изменения порядка интегрирования необходимо указать,  
в пределах какой горизонтальной полосы расположена область ин-
тегрирования. В данном случае пределы по переменной у: 0у    

и 2у   (пределы снизу и сверху соответственно). Для нахождения 
пределов по переменной х выразим переменную х из уравнений 

2у х  и 22у х , получим 
2

у
х   и 

2

у
х   (корень взяли со знаком +, 

так как в области интегрирования 0х  ) – пределы слева (линия вхо-
да) и справа (линия выхода) соответственно (рис. 1.8). Таким образом, 

 

   
2

1 2 2 2

0 02
2

d , d d , d .

y
x

yx

x f x y y y f x y x     

 

 
 
Заметим, что область интегрирования является правильной отно-

сительно обеих координатных осей. 
 
 
 
 
 

4 

3

2

1

О x -2 -1 

y 

1 2 

2

у
х   2

у
х   

Рис. 1.8  

     Рис. 1.8. 
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Задачи для самостоятельного решения  
 

№ 2. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле:  
 

1)  
3

1 1

0

d , d
x

x f x y y  ;                                   2)  
21 2

0 1

d , d
х

x f x y y


  ;  

 

3)  
2

2 1

0 1

d , d
x

x f x y y


  ;                              4)  
2

1 3

0 3

d , d
х

x

x f x y y  ;  

 

5)  
21 4

0 3

d , d
х

x f x y y


  ;                                6)  
2

2 2

1

2

d , d
х

x f x y y  ;  

 

7)  
4

0 0

d , d
х

x f x y y  ;                                   8)  
3

2 4

0

d , d
х

x

x f x y y  ;  

 

9)  
22 4

1 0

d , d
х

x f x y y


  ;                                10)  
38

0 0

d , d
х

x f x y y  . 

 
Пример 2. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле 
 

 
1 4 2

0 2

d , d .
x

х

x f x y y


   

 
Решение. По условию область интегрирования ограничена слева 

прямой 0х  , справа – прямой 1х  , снизу – графиком функции 

2у х – верхней частью параболы 
2

4

у
х   с вершиной в точке 

 0; 0 , ветви которой направлены вправо (линия входа), сверху – 

графиком функции 4 2у х   – прямой, проходящей через точки 
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 0; 4  и  2; 0  (линия выхода). Найдем точки пересечения  

графиков данных функций: решим уравнение 2 4 2х х  , 
24 16 16 4 ,

4 2 0,

х х х

х

   


 
 1х   – абсцисса точки пересечения. Ее  

ордината равна 2 1 2 . 
Изобразим область интегрирования (рис. 1.9). Она является пра-

вильной относительно оси Оу. 
 

 
 

Для изменения порядка интегрирования необходимо разбить об-
ласть горизонтальной прямой 2у   на две части, каждая из кото-
рых является правильной относительно оси Ох (рис. 1.10): 

а) одна из частей расположена в пределах горизонтальной полосы 
от 0у   до 2у   (пределы по переменной у снизу и сверху соответ-
ственно). Для нахождения пределов по переменной х выразим ее из 

уравнения 2у х , получим: 
2

4

у
х  . Тогда 0х   и 

2

4

у
х   – ниж-

ний (линия входа) и верхний (линия выхода) пределы по переменной 
х соответственно; 

 
 
 

4

3

2

1

О x 

y 

1 2 

ху 2  

ху 24 

Рис. 1.9 
  
           Рис. 1.9
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б) другая часть области расположена в пределах горизонтальной 

полосы от 2у   до 4у   (пределы по переменной у снизу и сверху 
соответственно). Для нахождения пределов по переменной х выра-

зим ее из уравнения 4 2у х  , получим 
4

2

у
х


 . Тогда 0х   и 

4

2

у
х


  – нижний (линия входа) и верхний (линия выхода) преде-

лы по переменной х соответственно.  
Таким образом, получим  
 

     

2
2

1 4 2 2 44 2

0 0 0 2 02

d , d d , d d , d .

у у
x

х

x f x y y y f x y x y f x y x


        

 
 

Задачи для самостоятельного решения  
 

№ 3. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле:  
 

1)  
21 2

0

d , d
х

x

x f x y y


  ;                                2)  
3 8 2

0 1

d , d
x

х

x f x y y



  ;  

Рис. 1.10 

4

3

2

1

О
x

y

1    2 

4

2у
х   

2
2

у
х   

  
             Рис. 1.10



15 

3)  
2

1 3 3

0 1

d , d
х

x

x f x y y



  ;                                 4)  

21 4

0 3

d , d
х

x

x f x y y


  ;  

 

5)  
20 3

2 1

d , d
х

x

x f x y y


 
  ;                               6)  

1 2

0

d , d
х

х

x f x y y


  ;  

 

7)  
2

1 4 2

0 1

d , d
х

x

x f x y y



  ;                                 8)  

3

1 2

0

d , d
х

x

x f x y y


  ;  

 

9)  
2

0 3

1 2

d , d
х

x

x f x y y



  ;                                 10)  

1 5 2

0 3

d , d .
х

х

x f x y y


   

 
Пример 3. Изменить порядок интегрирования в двойном инте-

грале 
 

   
31 2 2

0 1 1 1
d , d d , d .

у у
у f x y х у f x y х


     

 
Решение. По условию область интегрирования состоит из двух 

частей. Одна из них ограничена снизу и сверху прямыми 0у    

и 1у  , слева – прямой 1х  , справа – графиком функции 2ух  . 

Вторая часть ограничена снизу и сверху прямыми 1у   и 2у  , 

слева и справа – прямыми 1х   и 3х у   соответственно. Изобра-
зим их в одной координатной плоскости (рис. 1.11). Получим фигуру, 
ограниченную слева и справа прямыми 1х   и 2х   соответственно, 
снизу – графиком функции 2logy x  (выразили у из уравнения 

2ух  ), сверху – прямой 3y x   (из уравнения 3х у   вырази-
ли у). Область является правильной относительно оси Оу (рис. 1.12).  
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Получим следующий результат 
 

     
2

31 2 2 2 3

0 1 1 1 1 log

d , d d , d d , d .
у у x

x

у f x y х у f x y х x f x y y
 

        

 
Пример 4. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле  

 

 
2

1
12

0

d , d .
х

х

x f x y y


   

 
Решение. По условию область интегрирования ограничена слева 

прямой 0х  , справа – прямой 1 2х  , снизу – прямой у х (ли-

ния входа), сверху – кривой 21у х   – верхней половиной 

окружности 2 2 1х у   (линия выхода). Найдем точки пересечения 

графиков данных функций: решим уравнение 21х х  , 
2 21 ,

0,

х х

х

  



 

1

2
х   – абсцисса точки пересечения. Ее ордината 

равна 
1

2
у   (рис. 1.13). 

Область интегрирования является правильной относительно оси 
Оу. Для изменения порядка интегрирования необходимо разбить 

Рис. 1.11

y 

x
0 

1 
2 

1 2 

1х
ух 2

ух  3x
0 

1 
2 

1 2 

y 

ху  3

xу 2log

Рис. 1.12
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область горизонтальной прямой 
1

2
у   на две части, каждая из 

которых является правильной относительно оси Ох (рис. 1.14).  
 

 
 

В результате получим 
 

     
22

1 1
11 12 2

10 0 0 0
2

d , d d , d d , d .
уух

х

x f x y y y f x y x y f x y x


        

 

Задачи для самостоятельного решения  
 

№ 4. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле: 
 

1)  
20 1

1

2

d , d ;
х

х

х f x y у




                       2)  
2

1

2

0 1

d , d ;
х

х

x f x y y


 

   

 

3)  
2

0

1
1

2

d , d ;
х

х

х f x y у
 

                     4)  
20 4

2

d , d ;
х

х

х f x y у



   

 

5)  
2

2

0 4

d , d .
х

х

x f x y y


 

   

2 

1 

О 
x 

y 

1 2 

2

1

ух 

21 ух 

 
Рис. 1.14

2 

1 

О 
x 

y 

1 2 

2

1

ху 

21 ху 

 

Рис. 1.13 
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Пример 5. Вычислить двойной интеграл  
 

 1 d d
D

х x y  

 

по области D, ограниченной линиями: 31, 8, ,х х у х    32у х . 
Выполнить чертеж. 

Решение. Перейдем от двойного интеграла к повторному: 
 

     
3 3

3 3

8 2 8 2

1 1

1 d d 1 d d 1 d
х

x х

D x

х x y х x y x x у           

 

    
1

7 4
4 18 8 8 83 3

3 3 3 3 3 3

1 1 1

3 3
1 2 d d

7 4

x x
x x x x x x x x x x

 
   
               

 

    

7 4 7 4
3 3 3 38 8 1 1 128 16 1 1 19

3 3 65 .
7 4 7 4 7 4 7 4 28

  
                

   
  

 

 
Область интегрирования изображена на рис. 1.15.  

 

 
 

Ответ: 
19

65
28

. 

4

3

2

1

О x

y

1 2 3 4 5 6 7 8

3 ху 

32 ху 

Рис. 1.15
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Задачи для самостоятельного решения 
 

№ 5. Вычислить двойной интеграл по области D. Выполнить 
чертеж. 

 

1) d d ,
D

xy x y  D: 1, 2, , 5х х у х у х    ;  

 

2) 2d d ,
D

х x y  D: 2,х   33, ,х у х у х   ;  

 

3) d d ,
D

у
x y

х
  D: 1,  3,  ,  

2

х
х х у х у    ;  

 

4)  d d ,
D

х у x y  3: 1,  3,  ,  3D х х у х у х    ;  

 

5) 2 d d ,
D

х у x y  5: 2,  3,  ,  2D х х у х у х    ;  

 

6)  1 d d ,
D

х x y  : 1,  2,D х х   2 ,  4у х у х  ;  

 

7) 
2

d d ,
D

у
x y

х
  2 23: 1,  3,  ,  2D х х у х у х    ;  

 

8)  2 d d ,
D

х у x y  : 1,  4,  ,  2D х х у х у х    . 

 
 

1.3. Вычисление площади плоской фигуры 
 
При нахождении площади плоской фигуры будем использовать 

свойство двойного интеграла: двойной интеграл по области D от 
единицы равен площади области D: d d .

D

S x y   
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Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

, 2, 2.х у х у у     

Решение. Фигура, ограниченная линиями ,х у  2х у   

и  2у  , является правильной относительно оси Ох. Найдем орди-
наты точек пересечения указанных линий (т. е. пределы интегриро-

вания), для этого решим уравнение 2 у у  , корень которого 

1у   (рис. 1.16). 
 

 
 

Тогда площадь фигуры равна 
 

 
2 1

3
22 2 2 22

1 2 1 1

2
d d d 2 d 2

3 2у

уу

у

у у
S у х у х у у x у



 
 

          
 
 

     

 

4 2 2 1 8 2 7
4 2 2 .

3 3 2 6

                
 

 

Ответ: 
8 2 7

.
6


 

 

3 

2 

1 

О x 

y 

1 2 3 

2у

ух  2

ух 

 
Рис. 1.16
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Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

22 ,у х у х   . 

Решение. Фигура, ограниченная линиями 22у х   и у х , яв-
ляется правильной относительно оси Оу (рис. 1.17). Найдем абсциссы 
точек пересечения указанных линий (т. е. пределы интегрирования), 

для этого решим уравнение 22 х х  , корни которого: 

1 22,   1х х   . Тогда площадь фигуры равна 
 

 
2 2

2

3 21 2 1 12 1
2

2 2 2

d d d 2 d 2
3 2

x х

x х

x x
S x y x у x x x x



 

  

 
           

 
     

 

1 1 8
2 4 2 4,5.

3 2 3
             
   

 

 

Ответ: 4,5. 
 

Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 6. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 

1) , 2, 0;х у у х у                          2) 
1

, , 2;х у у у
х

    

2

1

0 x

–1

–2

–3 –2 –1

y

1 2 3

Рис. 1.17  
   Рис. 1.17 
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3) ,х у 2, 0;х у у                         4) 3 ,  2, 0;у х х у у     
 

5) 
2

1
, , 2;у у х у

х
                               6) , 2, 0;х у у х у      

 

7) 26 , ;у х у х                                    8) 28 , 2 ;у х у х    
 

9) 23 , 2 ;у х у х                                   10) 
1

, , 2.х у у х
х

    

 
Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

32 , , 0у х у х у    . 

Решение. Фигура, ограниченная линиями 32 ,   у х у х     
и осью Ох, является правильной относительно оси Ох (рис. 1.18). 
Координаты точек пересечения графиков функций 2у х    

и 3у х  находим графически (т. к. корни уравнения 32 х х   не-

просто найти аналитически): 1,   1.х у   Проверим найденное зна-

чение 1х   подстановкой в уравнение 32 х х  . Таким образом, 
пределы интегрирования по переменной у: 0у   (из условия). Пре-

делы по х: 3х у  (линия входа) и 2х у   (линия выхода). Тогда 

искомая площадь равна 
 

3 3

4
12 221 1 1 13
3

0 0 0 0

d d d 2 d 2
42
3

у

уу

у

у у
S у х у х у у у у


 

   
               

 

     

 

1 3 3
2 0 .

2 4 4
      
 

 

 
Ответ: 0,75. 
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1.4. Геометрический и механический  
смысл двойного интеграла 

 
Геометрический смысл двойного интеграла: объем цилиндриче-

ского тела, ограниченного снизу непрерывной поверхностью 

 1z f x , сверху – непрерывной поверхностью  2z f x , а с боков – 

цилиндрической поверхностью, направляющей поверхностью кото-
рой является граница области D, а образующие параллельны оси Оz 
(рис. 1.19), равен  

 

    2 1, , d d .
D

V f x y f x y x y                            (1.3) 

 

 

x 

y 

О 1 2 

1 

ух  3  

3 ух   

 
     Рис. 1.18 

Рис. 1.19 
x

y 

z 

D

V

O 

 yxfz ,1

 yxfz ,2

 
  Рис. 1.19
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Механический смысл двойного интеграла: если область D – 
плоская пластинка, расположенная в плоскости Оху и имеющая по-
верхностную плотность  γ γ ,x у , то масса пластинки  

 

 , d d .
D

т x y x y                                         (1.4) 

 

Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-

ми 2, 4,  2 8,  1.у х у z y z      
Решение. Данное тело ограничено сбоку поверхностью парабо-

лического цилиндра 2у х  и плоскостью 4у  , снизу – плоско-

стью 1z  , сверху – плоскостью 4
2

y
z    (рис. 1.20). 

 
 

 

 

Его проекцией на плоскость Оху является область, ограниченная 

параболой 2у х  и прямой 4у   (рис. 1.21). Объем данного тела: 
 

2 2

22 4 2 4

2 2

d 4 1 d 3 d
2 4

хx

y y
V x y y x

 

              
    

 


2

4 52 2
2 3

2

12 4 3 8 19,2.
4 20

x x
x dx x x



  
           

  
  

 

Ответ: 19,2. 

4 

О 

x 

-2 

y 

2 

  х 

у 
1

4 
z

Рис. 1.20 Рис. 1.21
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1.5. Вычисление двойного интеграла  
в полярных координатах 

 
Распространенная система координат на плоскости – это поляр-

ные координаты r и  , которые связаны с декартовыми координа-
тами х и у точки М соотношениями 

 
cos ,

sin ,

x r

у r

 
  

                                             (1.5) 

 
где r  – расстояние от точки М до начала координат;  

  – угол между радиус-вектором точки М и осью Ох (отсчиты-
вается против часовой стрелки) (рис. 1.22). При этом 0,r   
0 2     (или      ).  

Пусть в полярных координатах область D ограничена лучами 
    и     и графиками непрерывных на отрезке  ;   функций 

 1r r   и  2r r  ,    1 2r r    (рис. 1.23). Такая область назы-

вается правильной.  
 

 

 
Тогда двойной интеграл от функции  ,f x y  по области D вы-

числяется как повторный интеграл 
 

x 

y 

 

 

 1rr 

 2rr 

 
Рис. 1.23

О 

 
Рис. 1.22 

x 

y 

  

r  

М  

х  

у

О 
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 2

1

, d d d cos , sin d .
r

D r

f x y x y f r r r r


 
                     (1.6) 

 
Замечание 1. Следует обратить внимание на множитель r  

в формуле (1.6). Это модуль определителя матрицы перехода (яко-
биана), который всегда (!) появляется при переходе от декартовых 
координат к полярным в двойном интеграле. 

Замечание 2. Переход от декартовых координат к полярным це-
лесообразно выполнять в случаях, когда областью D является 
окружность или ее часть. Так, уравнение окружности с центром  
в начале координат и радиусом R в декартовой системе координат 

имеет вид 2 2 2x y R  , а в полярной (с учетом того, что cos ,x r   

siny r  ), получим 2 2 2 2 2cos sinr r R   , или r R . 
 

Пример 1. Вычислить двойной интеграл 

3
22

0

d cos  d .r r




    Изоб-

разить область интегрирования. 
Решение.  
 

 
0

3 3 3
322 22 2 2
2

0

d cos  d cos d 2 cos  d 2 sin
2

r
r r



  


  

 
            

 
     

 

 3
2 sin sin 2 1 0 2.

2

         
 

 

 
Область интегрирования – часть круга с центром в начале  

координат радиуса 2, расположенная в 3-й координатной четверти 
(рис. 1.24). 
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Ответ: 2 . 
 

Пример 2. Вычислить двойной интеграл 
 

2cos2

0
4

d  d .r r





   

 

Изобразить область интегрирования. 
Решение. 

 

 
0

2 2cos 22cos2 2 2 2

0
4 4 4 4

4cos
d  d d d 1 cos 2 d

2 2

r
r r

   


   

  
           

 
    

4

21 1 1 2
sin 2 sin sin .

2 2 2 4 2 2 4


                      

     
 

 

 

r 
 

2

3   

2r

О 

2

2

 

        Рис. 1.24 

. 1.25

r 

4
 

cos2r

O 2 1 

 

Рис. 1.25 
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Уравнение 2cosr    в декартовых координатах имеет вид 

2 2

2 2

2x
x y

x y
 


 или после упрощения: 2 2 2 0x y x   . Это 

уравнение окружности с центром в точке (1; 0) и радиусом 1. Урав-

нение 
4


   в декартовых координатах есть уравнение прямой 

y х . Таким образом, область интегрирования есть часть круга  
с центром в точке (1; 0) и радиусом 1, расположенная выше прямой 
y х  (рис. 1.25). 

Ответ: 
2

4

 
. 

 
Пример 3. Перейти к полярным координатам и расставить пре-

делы интегрирования в двойном интеграле  
 

 , d d ,
D

f x y x y  

 

если область D ограничена линиями 2 2 2 0,   ,x y y y x     y x  . 
Решение. Приведем первое уравнение к каноническому виду: 

 22 1 1x y   . Это уравнение окружности с центром в точке  0;1  

и радиусом 1R  . В полярных координатах (с учетом того, что 
2 2 2,  sinx y r y r    ) уравнение имеет вид: 2sin .r    

Уравнения прямых 1,   tg 1,  
4

у

х


        и 1,  

у

х
     

 

3
tg 1,  

4


          

3
2sin4

0
4

, d d d cos , sin d .
D

f x y x y f r r r r
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Область интегрирования изображена на рис. 1.26. 
 

 
 
Пример 4. Перейти к полярным координатам и расставить пре-

делы интегрирования в двойном интеграле  
 

 , d d ,
D

f x y x y  

 

если область D ограничена линиями 2 2 2 22 0,   1x y х x y     . 
Решение. Приведем первое уравнение к каноническому виду: 

 2 21 1.х у    Это уравнение окружности с центром в точке 

 1; 0  и радиусом 1R  . В полярных координатах (с учетом того, 

что 2 2 2,  cosx y r y r    ) уравнение имеет вид 2cos .r     

 

О 

1 

2 

r 

4

 
4

3   

sin2r

Рис. 1.26 

О 1 
r 

2

3   

2

   
cos2r

1r

Рис. 1.27 

 

Рис. 1.26 

Рис. 1.27 
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Уравнение 2 2 1x y   – это уравнение окружности с центром  
в начале координат и радиусом 1R  . В полярных координатах оно 
имеет вид 1r  . 

Заштрихованная фигура (рис. 1.27) расположена в пределах от 

2


   до 

3

2


  , т. е. эти значения являются нижним и верхним 

пределами интегрирования соответственно по координате  .  
Так как любой луч, выходящий из начала координат, в направле-

нии заштрихованной фигуры, сначала пересекает кривую 
2cosr    , а затем кривую 1r  , то они являются нижним и верх-

ним пределами интегрирования соответственно по координате r. 
Таким образом, получим 

 

   
3

12

2cos
2

, d d d cos , sin d .
D

f x y x y f r r r r



  
       

 
Пример 5. Вычислить двойной интеграл  
 

2 2

2 2
d d

х у

D

е
x y

х у




  

 

по области D: 2 2 16,  0 ,  0x y x y    , используя полярные коор-
динаты. 

Решение. Уравнение 2 2 16x y   – это уравнение окружности  
с центром в начале координат и радиусом 4. Неравенство 

2 2 16x y   задает круг, ограниченный данной окружностью.  

С учетом неравенств 0 ,  0x y   получим, что область D – часть 
этого круга, расположенная во второй координатной четверти  
(рис. 1.28). 
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Перейдем к полярным координатам по формуле  
 

   , d d cos , sin d d .
D D

f x y x y f r r r r       

Уравнение окружности 2 2 16x y   в полярной системе коор-
динат имеет вид 4r  , поэтому область D в полярной системе ко-

ординат определяется неравенствами 
2


    , 0 4r  . Тогда 

исходный интеграл будет равен 
 

 
2 2 24 4 4

4

2 2 2 00 0
2 2 2 2

d d d d d d d 1 d
х у r

r r

D

е e
x y r r e r e e

х у r

    

   
          


      

 

   4
4

2

1
1 .

2

e
e





 
     

 

Ответ: 
 4 1

2

е 
. 

 
 

х 

2

   
4r  

О

 

4 

у

Рис. 1.28 
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Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 7. Вычислить двойной интеграл по области D, используя по-

лярные координаты.  
 

1) d d ,
D

х x y 2 2: 16,D у х  0, 0;х y   

 

2) d d ,
D

у x y 2 2: 4,D у х  0,х  0;y   

 

3)
2 2

d d ,
D

у
x y

х у
 2 2: 16,D у х  0, 0;х y   

 

4)
2 2

d d ,
D

х
x y

х у
  2 2: 9,D у х   0, 0;х y   

 

5) d d ,
D

ху x y 2 2: 25,D у х  0, 0;х y   

 

6)  2 2 d d ,
D

х у x y 2 2: 25,D у х  0, 0;х y   

 

7)
2 2

d d ,
D

ху
x y

х у
  2 2: 4 ,D у х х  0;y   

 

8)
2 2

2 d d ,х у

D

е x y 2 2: 1,D у х  2 2 9,у х  0,  0;х y   

 

9)
2 2

d d ,
D

у
x y

х у
 2 2: 4 ,D у х х  2 2 4, 0,х у y   0;х   

 

10) d d ,
D

ху x y 2 2: 9,D у х  , 3 .у х y х   
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Глава 2. ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

2.1. Вычисление тройного интеграла  
в декартовых координатах 

 
Вычисление тройного интеграла, так же как и двойного, осу-

ществляется путем последовательного интегрирования. 
Пусть область V в пространстве, ограниченная поверхностью S, 

удовлетворяет следующим условиям: 
1) любая прямая, параллельная оси Oz, проведенная через внут-

ренние точки области V, пересекает поверхность S ровно в двух 
точках; 

2) вся область V проектируется на плоскость Оху в правильную 
область D. 

Описанная выше область V называется правильной в направле-
нии оси Оz. Пусть пространственная область V ограничена снизу 
поверхностью  1 ,z z x y , сверху – поверхностью  2 ,z z x y  и 

является правильной (рис. 2.1). Тогда тройной интеграл от функции 

 , ,f x y z  по области V вычисляется по формуле 
 

   
 

 2

1

,

,

, , d d d d d , , d
z x y

V D z x y

f x y z x y z x y f x y z z                  (2.1) 

 
Порядок вычисления тройного интеграла: вычисление произво-

дят справа налево, т. е. сначала находят  
 

 
 

2

1

,

,

, , d ,
z x y

z x y

f x y z z F x y , 

в котором переменные х и у считают постоянными, затем вычисля-
ют двойной интеграл  , d d .

D

F x y x y  

Если область D ограничена линиями x a , x b ,  1 ,у f x  

 2 ,у f x  (    1 2 f x f x ), то, перейдя от двойного интеграла  

к повторному в формуле (2.1), получим формулу для вычисления 
тройного интеграла 
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 2 2

1 1

,

,

, , d d d , , d d d .
f x z x yb

V a f x z x y

f x y z x y z f x y z z y x
  
  

    
           (2.2) 

 
Эту формулу чаще записывают в виде 
 

 
 

 
 

 

 2 2

1 1

,

,

, , d d d d d , , d .
f x z x yb

V a f x z x y

f x y z x y z x y f x y z z             (2.3) 

Интеграл в правой части формулы (2.3) называют трехкратным. 
 
Пример 1. Вычислить тройной интеграл  
 

 2 d d d ,
V

x y z x y z   

 

где область V определена неравенствами: 0 1х  , 2 ,х у х   
1 2z  . 

 
 

x 

y 

z 

D 

V 

а 

b 

O 

 yxzz ,1

 yxzz ,2

 xfy 1  xfy 2

 
 

        Рис. 2.1
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Решение.  
 

   
2

1 2

0 1

2 d d d d d 2 d
x

V x

x y z x y z x y x y z z          

 

2 1

21 2

0

d 2 d
2 z

x z

x

z
x xz yz y



 
     

 
 

2

1

0

1
d 2 4 2 2 d

2

x

x

x x y x y y       
 

   

 

2 2

1 1
2

0 0

3 3
d 2 d d

2 2
y x

y xx

x

x x y y xy y y x


            
   

    

 
1 1

2 2 3 4 2 3 4 2

0 0

3 3 3 3
d d

2 2 2 2
x x x x x x x x x x x x                

   
   

 

0

2 4 5 3 13

4 4 5 2

x x x x 
      
 

1 1 1 1 3

4 4 5 2 10
     . 

 
Ответ: –0,3. 
 
Пример 2. Вычислить тройной интеграл  
 

d d d ,
V

xz x y z  

 
где область V ограничена поверхностями: 2 ,   1,   3,y x y x y z      

0,   0x z  . 
Решение. Область интегрирования V ограничена снизу коорди-

натной плоскостью Оху, сверху – плоскостью 3x y z   , по бо-

кам – плоскостями 2y x  и 1,y   параллельными оси Оz (рис. 2.2). 
Проекция этой области на плоскость Оху – треугольник, ограничен-
ный прямыми 2y x , 1y   и 3x y   (рис. 2.3). Эта фигура явля-
ется правильной относительно оси Ох.  
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Перейдем от тройного интеграла к трехкратному: 
 

 
0

33 3 32 2

1 0 1
2 2

d d d d d d d d
z

z x yy x y y

y yV

xy x y z xy z x y xyz x y


     
   

    
       

    
   

       

 

2

32 2 2 232 2
2

1 1
2

3 3
3 d d d

2 2 4 y
x

x yy

y

xy x y x y
xy xy x y y



 
 

    
            

    
 

    

 

   
3 42

2 22

1

3 2
2 3 3 d

4 4 4

y y
y y y y y

 
        

 
  

 
4 32

2

1

3 3 15
21 18 d

4 4 2

y y
y y y


       

  

 

1

5 4 2
3 23 3 15 177

7 9 .
4 20 8 160

y y
y y

 
       

 
 

Ответ: 
177

160
. 

Рис. 2.3

yx  3

2

y
x   

3 

2 

1 

О 

x

y 

1 2 3 
Рис. 2.2 х 

у 

z 

О 

 
Рис. 2.2

 

Рис. 2.3
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Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 8. Вычислить тройной интеграл по области V, ограниченной 

заданными поверхностями: 
 
1)  d d d , :  2, 0,  2, 0, 0;

V

у х x y z V y z x х y z        

 

2)   21 d d d , :  , 2,  1, 0, 0, 0, 0,
V

z x y z V z x x y y z х у         

0;z   
 

3) 2d d d , :  4 , 3,  0, 0, 0, 0, 0;
V

ху x y z V z x у х y z х у         

 

4) 2d d d , :  , 0, 1 2, 0;
V

х x y z V z у х х , y z      

 
5) d d d , :  4, 0, 0, 0;

V

х x y z V х у z х y z       

 

6) 2 2d d d , :  , 0, 1 0, 1, 0;
V

у x y z V z х у х х , y у z        

 
7) d d d , :  3, 0, 2 0, 0;

V

z x y z V х z х у , y z       

 

8) 2d d d , :  2 , 0, 2 0, 0;
V

ху x y z V z у х х , y z       

 
9) d d d , :  6 3 2 6, 0,  0, 0;

V

x x y z V x y z x y z       

 
10) d d d , :  2 2, 0, 0, 0.

V

у x y z V х у z х y z       
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2.2. Свойства тройного интеграла 
 
Свойства тройного интеграла аналогичны свойствам двойного 

интеграла: 
 

1)    , , d d d , , d d d ,
V V

cf x y z x y z c f x y z x y z   где с – const; 

 

2)       1 2 1, , , , d d d , , d d d
V V

f x y z f x y z x y z f x y z x y z      

 2 , , d d d ;
V

f x y z x y z  

 

3) если область V состоит из п непересекающихся частей 

1 2, ,..., nV V V , то  
 

     
1 2

, , d d d , , d d d , , d d d ...
V V V

f x y z x y z f x y z x y z f x y z x y z       

 

 , , d d d ;
nV

f x y z x y z  

 

4) тройной интеграл по области V от единицы равен объему об-
ласти V: 

 

d d d .
V

V x y z   

 
Пример. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 

24 ,   ,   0,z y y x x     0,  0,   0z x y   . 
Решение. Найдем объем тела V , ограниченного данными по-

верхностями, по формуле  
 

d d d .
V

V x y z   

 
Область V ограничена сверху параболическим цилиндром 

24z y   с образующими, параллельными оси Ох, снизу – плоско-
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стью 0z  , по бокам – плоскостями y x  и 0x   (рис. 2.4). Проек-
цией области V на плоскость Оху является треугольник, ограничен-
ный прямыми y x , 2y   и осью Оу (рис. 2.5). 

 

 

 

 

 
2 342 2 2 2 2 2

2

0 0 0 0

d d d d d d 4 d d 4
3 x

у

V х x

y
V x y z z y x y y x y

                         
        

 

32

0

8
8 4

3 3

x
x dx

 
      

 


0

4 2
216 32 4

2 8 4.
3 12 3 3

x x
x

 
       

 
 

 

Ответ: 4. 
 

Задачи для самостоятельного решения  
 

№ 9. Вычислить объем тела, ограниченного данными поверхно-
стями:  

 

1) 2, 2 4,  0, 0;у x у z z z      
 

2) 2, ,   3, 0,  0;z x у x y z z      
 
3) 2 2, 2 3 6,  0,  0,  0;у x z х у z х у         

Рис. 2.5 

ху 

2у
2 

1 

О x 

y 

1 2 

Рис. 2.4 

х 

у

z 
4 

2
О 

Рис.2.4 Рис.2.5 
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4) 29 , ,  0, 0, 0,  0;z у у x y z х у        
 

5) 2 2 4, , 0, 0,  0;z x у x z y z       
 

6) 2, 2,  3, 0;z у у х z     
 

7) 22 , 0,  0,  2;у x у z z      
 
8) 2,  3,  0, 0,  0;у x z х у х у z         
 

9) 2 2, ,  2, 0,  0;z у x у x x z y       
 

10) 2 24 ,  2, 0, 0,  0.z у x у x x z y          

 
2.3. Вычисление тройного интеграла 

в цилиндрических координатах 
 
Положение точки в пространстве можно задать не только в де-

картовых, но и в других системах координат. Одной из наиболее 
часто употребляемых систем координат являются цилиндрические 
координаты. Положение точки М в такой системе определяется по-
лярными координатами r и   ее проекции – точки М – на коорди-
натную плоскость Оху и аппликатой (координатой z) (рис. 2.6.). Та-
ким образом, точка М имеет координаты  , ,М r z . 

 

 
x 

y 

z 

z 
O 

М

М 

 r 

 

Рис. 2.6
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Формулы, связывающие цилиндрические координаты точки с 
декартовыми, имеют вид 

 
cos ,

sin ,

.

x r

y r

z z

 
  
 

                                               (2.4) 

 
Переход от декартовых координат к цилиндрическим в тройном 

интеграле осуществляют по формуле 
 

   , , d d d cos , sin ,  d d d .
V V

f x y z x y z f r r z r r z                (2.5) 

 
Замечание. Следует обратить внимание на множитель r в фор-

муле (2.5). Это модуль определителя матрицы перехода (якобиана), 
который всегда (!) появляется при переходе от декартовых коорди-
нат к цилиндрическим в тройном интеграле. 

Как правило, переход от декартовых координат к цилиндриче-
ским целесообразно выполнять в случаях, когда проекцией области 
V на координатную плоскость Оху является окружность или ее 
часть. 

 
Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями:  
 

2 2 9,  2 3 12,  0.х y х y z z       
 
Решение. Тело ограничено цилиндрической поверхностью 

2 2 9х y  , образующие которой параллельны оси Oz, плоскостями 
2 3 12х y z    и 0z  (координатной плоскостью Оху). Тело изоб-
ражено на рис. 2.7. Его проекцией на плоскость Оху является круг, 

ограниченный окружностью 2 2 9,х y   с радиусом 3 и центром в 
начале координат (рис. 2.8).  
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Так как уравнение этой окружности в цилиндрических коорди-

натах имеет вид 3r  , то пределы в тройном интеграле по  : 

0 2    , а по r : 0 3r  . Уравнение плоскости 2 3 12х y z    
соответственно имеет вид 12 2 cos 3 sinz r r    .  

Объем тела равен d d d
V

V x y z  , а в цилиндрических координа-

тах эта формула запишется d d d .
V

V r r z   

Таким образом, получим следующий результат:  
 

 
12 2 cos 3 sin2 3 2 3

0 0 0 0 0

d d d d 12 2 cos 3 sin d
r r

V r r z r r r r
   

             

 

 
0

32 23
2 3

0 0

2
6 cos sin d 54 18cos 27sin d

3 r

rr
r r



  
            

 
   

 

 
0

2
54 18sin 27cos 108 .


       

 
Ответ: 108 . 
 

Рис. 2.8 

r3r
 2

3r  

О 

3 

3 

Рис. 2.7 
х 

у 

z 

3 
3 

О 

 

        Рис. 2.7

 

        Рис. 2.8
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Пример 2. Вычислить тройной интеграл  
 

 d d d
V

у х x y z  

 

по области V, ограниченной поверхностями: 2 21 ,z х y    
, 0, 0.х y z y    

Решение. Область интегрирования V ограничена сверху поверх-

ностью параболоида 2 21z х y   , сбоку – плоскостями х y  и 
0y  , снизу – плоскостью 0z   (рис. 2.9). 

Проекцией области V на плоскость Оху является часть круга 
2 2 1х y  , расположенная между прямой х y  и осью Ох (рис. 2.10). 

Уравнение окружности 2 2 1х y   в цилиндрических координатах 

имеет вид 1r  , а прямой х y  имеет вид 
4


  . Уравнение пара-

болоида 2 21z х y    запишем в виде 21z r  . Тогда в новой си-
стеме координат получим 

 

   
2

π
1 14

0 0 0

d d d d d sin cos d
r

V

у х x y z r r r r z


           

 

     
0

π π
3 51 14 4

2 2

0 0 0

d sin cos 1 d sin cos d
3 5

r r
r r r

 
            

 
    

 

 
 

0

π

4
2 1 22 2 2 2

cos sin 1 .
15 15 2 2 15

 
          

 
 

 

Ответ: 
 2 1 2

15


. 
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Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 10. Вычислить тройной интеграл по области V в цилиндриче-

ских координатах:  
 

1)  2 2 2 2d d d ,  : 4, 1, 2;
V

х у x y z V х у z z      

 

2) 2 2d d d ,  : 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0;
V

x x y z V х у z z x y x y         

 

3) 2 2d d d ,  : , 1;
V

y x y z V z х у z    

 

4) 2 2 2 2d d d ,  : , 1, 0, 0;
V

х y x y z V z х у z у у      

 

5) 2 2 2 2d d d ,  : 2 , 2;
V

х у x y z V z х у z     

 

6) 2 2d d d ,  : 1 , 0;
V

хy x y z V z х у z     

 

 

O 

y 

0

4

   

1r

 

Рис. 2.9
х 

у

z

1 

1 

О 

Рис. 2.10
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7) 2 2 2 29 d d d ,  : 9, 0, 2, , 0,
V

х у x y z V х у z z х у у         

0, 0;у х   
 

8)  2 2 2 2 21 d d d ,  : , 2, 0, 0;
V

х у x y z V х у z z x x        

 

9) 2 2d d d ,  : 4 0, 0, 2, 0, 0;
V

хy x y z V х у у z z x x        

 

10) 2 2 2 24 4 d d d ,  : 2 0, 0, 2.
V

х у x y z V х х у z х z        

 
 

2.4. Вычисление тройного интеграла 
в сферических координатах 

 

 
 
В сферических координатах положение точки М в пространстве 

определяется тремя числами:  ,   и r, где   – угол между проек-
цией радиус-вектора точки на плоскость Оху и осью Ох (отсчитыва-
ется против часовой стрелки),   – угол между радиус-вектором 
точки и осью Оz, r – расстояние от точки М до начала координат 
(длина радиус-вектора точки) (рис. 2.11). 

Для любой точки М в пространстве имеем: 0 r   , 
0 2    , 0     . 

Рис. 2.11
x 

y 

z 

O 

М

М 



r 

Рис. 2.11
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Связь прямоугольных декартовых координат точки с ее сфериче-
скими координатами выражается формулами: 

 

sin cos ,

sin sin ,

cos .

x r

y r

z r

  
   
  

                                          (2.6) 

 
Формула перехода в тройном интеграле от прямоугольных коор-

динат к сферическим имеет вид 
 

 

  2

, , d d d

sin cos , sin sin , cos sin d d d .

V

V

f x y z x y z

f r r r r r



         




          (2.7) 

 

Замечание 1. Множитель 2 sinr   в формуле (2.6) (!) появляется 
при переходе от декартовых координат к сферическим.  

Замечание 2. Переход к сферическим координатам удобен в 
случае, когда область интегрирования V есть шар (либо его часть), а 

также, если подынтегральная функция имеет вид  2 2 2f x y z  . 

Это объясняется тем, что выражение 2 2 2x y z   в сферических 
координатах преобразуется в r. Так, уравнение сферы с центром в 
начале координат и радиусом R  в декартовых координа-

тах: 2 2 2 2x y z R   , а в сферических: r R .  
Пример. Вычислить тройной интеграл  
 

2 2 2d d d
V

х у z x y z   

 

по области V , ограниченной поверхностями 2 2 2 4,х у z    
0, 0, 0 ( 0, 0, 0).x y z x y z       

Решение. Область интегрирования есть часть шара, ограничен-

ного сферой 2 2 2 4х у z    с центром в начале координат и радиу-
сом 2, расположенная в первом октанте (рис. 2.12).  
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Перейдем к сферическим координатам по формулам (2.6). Урав-
нение сферы в этих координатах имеет вид 2r  . Проекция области 
V на плоскость Оху – часть круга радиуса 2 с центром в точке  

О(0; 0) (рис. 2.13), значит пределы по  : 0
2


   . Пределы по  : 

0
2


    (так как в область V расположена от оси Оz до плоскости 

Оху). Пределы по r : 0 2r  , так как точки области V расположе-
ны от начала координат до поверхности с уравнением 2r  . 

 

      
 

Перейдем в исходном тройном интеграле к сферическим координа-
там с учетом полученных пределов интегрирования и формулы (2.7):  

 

22 2
2 2 2 2 2

0 0 0

d d d d d sin d
V

х у z x y z r r r

 

            

 

0

42 22 2 2 2 2 2
3

0 0 0 0 0 0 0

d d sin d d sin d 4 d sin d
4

r
r r

     
 

              
 

        

 

 
0

2 2
2

0 0

4 cos d 4 d 2 .

 


          

 

Ответ: 2 .  

Рис. 2.13

2

   

О 

2

2
0

r 

Рис. 2.12х 

у 

2 

2 

2 

z 

О 

 
   Рис. 2.12

 
   Рис. 2.13
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Задачи для самостоятельного решения  
 
№ 11. Вычислить тройной интеграл в сферических координатах: 
 

1)  32 2 2 2 2 2d d d , : 4, 0;
V

х у z x y z V х у z y       

 

2) 

 
2 2 2

3
2 2 2 2

d d d
, : 1;

1
V

x y z
V х у z

х у z

  

  
  

 

3) 2 2 2 2 2d d d , : ;
V

х x y z V х у z R    

 

4)  2 2 2 2 2 2d d d , : , 0;
V

х у x y z V х у z r z      

 

5) 2 2 2d d d , : 1, 0, 0, 0;
V

хyz x y z V х у z х y z       

 

6) 2 2 2

2 2 2

d d d
, : 1 4, 0, , 0, 0;

V

х x y z
V х у z х у х y z

х у z
       

 
  

 

7) 2 2 2 2d d d , : 8 , , 0;
V

у x y z V z x y z х у y       

 

8) 
2

2 2 2

2 2 2

d d d
, : 16, 0;

V

х x y z
V х у z z

х у z
   

 
  

 

9) 2 2 2 2 2 2d d d , : 36, 0, 0, ;
V

х у z x y z V х у z y z y x          

 

10) 
2

2 2 2
2 2 2

d d d
, : 4 36, 0, 3 , 0.

V

у x y z
V х у z х y х z

х у z
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Глава 3. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ  
ПЕРВОГО РОДА (КРИ-1) 

 
3.1. Свойства КРИ-1 

 
Основные свойства криволинейного интеграла первого рода: 
1) КРИ-1 не зависит от направления пути интегрирования:  

   , , d , , d ;
АВ BA

f x y z l f x y z l   

 

2)         , , , , d , , d , , d ;
L L L

f x y z g x y z l f x y z l g x y z l      

 

3)    , , d , , d
L L

cf x y z l c f x y z l  , где с – const; 

 
4) если 1 2L L L  ,  

то      
1 2

, , d , , d , , d
L L L

f x y z l f x y z l f x y z l     (свойство аддитив-

ности); 
 

5) 1d
L

L l   – длина дуги кривой; 

 
6) механический смысл КРИ-1: если считать линию L  матери-

альной, а линейная плотность кривой L  выражается функцией 

 , ,x y z , то масса кривой равна  , , d .
L

m x y z l   

 
3.2. Вычисление КРИ-1 

 

1. Рассмотрим плоскую непрерывную кривую L, в каждой точке 
которой задана непрерывная функция  ,f x y . Вычисление криво-

линейного интеграла первого рода от функции  ,f x y  по кривой L: 

 , d
L

f x y l  (dl – дифференциал длины дуги кривой) – сводится  

к вычислению определенного интеграла по следующим правилам: 
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а) если кривая L задана явно уравнением  у х  , где  

 х  – непрерывно дифференцируемая функция, a х b  , то 

 2d 1 dxl y x   и криволинейный интеграл примет вид  

 

      2, d , 1 d .
b

x
L a

f x y l f x x y x                      (3.1) 

 
Замечание. При вычислении криволинейного интеграла первого 

рода нижний предел в интеграле всегда должен быть меньше верх-
него. Таким образом, при переходе от криволинейного интеграла  
к определенному переменная, выбранная в качестве основной, 
должна пробегать свои значения в сторону возрастания. В данном 
случае условие a х b   является обязательным! При этом не важ-
но, в каком направлении пробегается кривая; 

б) если кривая L задана явно уравнением  х у  , где  

 у  – непрерывно дифференцируемая функция, c y d  , то 

 2d 1 dyl x y   и криволинейный интеграл примет вид  

 

      2, d , 1 d ;
d

у
L с

f x y l f у у х у                      (3.2) 

 

в) если кривая L задана параметрически уравнениями 
 
 

,

,

x x t

y y t

 



 

где  x t  и  y t  – непрерывно дифференцируемые функции пара-

метра t , t    , то    2 2
d dt tl x y t    и в результате перехода к 

определенному интегралу получим  
 

          2 2
, d , d ;t t

L

f x y l f х t у t х y t




                 (3.3) 
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г) если кривая L задана в полярных координатах уравнением 

 r r  , где  r   – непрерывно дифференцируемая функция, 

α βr  , то  22d d ,l r r    криволинейный интеграл примет вид  

 

     22, d cos , sin d .
L

f x y l f r t r t r r





                 (3.4) 

 
2. Рассмотрим непрерывную кривую L в пространстве, в каждой 

точке которой задана непрерывная функция  , ,f x y z . Если кривая 

L задана параметрически уравнениями 

 
 
 

,

,

,

x x t

y y t

z z t

 



 

 где    ,x t y t   

и  z t  – непрерывно дифференцируемые функции параметра t , 

α βt  , то      2 2 2
d dt t tl x y z t      и в результате перехода  

к определенному интегралу получим  
 

              2 2 2
, , d , , d .t t t

L

f x y z l f х t у t z t х y z t




          (3.5) 

 
Пример 1. Вычислить  2 d

L

х у l , где L – контур  АВС  

c вершинами    2;1 , 0;1 ,A B   0; 4C . 

Решение. В данном случае кривая интегрирования 
L АВ ВС СА    (рис. 3.1), тогда, используя свойство аддитивности, 
получим      2 d 2 d 2 d

L АВ ВС

x у l x y l x y l         2 d .
СА

x y l  
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Вычислим каждый из интегралов суммы. Уравнение стороны 

АВ: 1у  , где 2 0х   . Тогда  
 

 2d 1 d 1 0d dxl y x x x     , 

 

       
2

0 0
2

2

1
2 d 2 1 d 0 4 2 6.

d dАВ

у
x y l x x x x

l x 


          

   

 
Уравнение стороны ВС: 0х  , где 1 4у  . Тогда  
 

 2d 1 d 1 0d d ,уl х у у у      

 

   
1

24 4

1

0 1
2 d 0 d 8 7,5.

d d 2 2ВС

х у
x y l у у

l у

 
              

   

 

 

              Рис. 3.1 

0 

y 

х 

1 

-2 

4 

А В 

С 
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Уравнение стороны СА составим по двум точкам: 
2 1

0 2 4 1

х у 


 
, 

получим 
3

4
2

у х  , 2 0х   . Тогда 

 
2

2 3 13
d 1 d 1 d d ,

2 2xl y x x x      
 

 

 

 
0 0

2 2

3
4

3 13 132
2 d 2 4 d 4 d

2 2 2 213
d d

2
СА

у х
х

x y l x х x x

l x  

 
             
   

    

 

  
2

2 013 13 9 13
4 0 1 8

2 4 2 2

х
x



 
        

 
. 

 
Тогда  
 

  9 13
2 d 6 7,5 13,5 4,5 13.

2L

х у l         

 

Ответ: 13,5 4,5 13  . 
 

Пример 2. Вычислить 2 2d
L

х у l , где L – окружность 

2 2 2x y у  .  
 

Решение. Каноническое уравнение окружности 2 2 2x y у   

имеет вид  22 1 1x у   , т. е. это окружность с центром в точке 

(0; 1) радиуса 1 (рис. 3.2). Перейдем к полярным координатам по 
формуле (1.5). Тогда уравнение окружности в новых координатах 
будет иметь вид 2sin ,r    где 0     . 
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Для вычисления интеграла используем формулу (3.4):  
 

 22 2 2d d 4sin 4cos d 2d .l r r          

 
Тогда исходный интеграл равен  
 

2 2 2 2 2 2

0 0

d cos sin 2d 2 d
L

х у l r r r
 

            

 

 
00

2 2sin d 4 cos 8
 

       . 

 
Пример 3. Вычислить  

 

 2 2 2 d ,
L

х у z l   

 

где L – первый виток винтовой линии, cos ,  sin ,x t y t z t   . 
Решение. Кривая L задана в пространстве параметрически, тогда  

 

     2 2 2 2 2d d sin cos 1d 2d .t t tl x y z t t t t t          
 

Первому витку винтовой линии соответствуют значения пара-
метра 0 2t   , по формуле (2.4) получим  

Рис. 3.2 

О

y 

х 

1 

2 

 
              Рис.3.2
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2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0

d cos sin 2d 2 cos 2 d
L

х у z l t t t t t t t
 

           

 

0

3 3 321 8 8 2
2 sin 2 2 0 .

2 3 3 3

t
t

    
          

   
 

 

Ответ: 
38 2

.
3


 

 
Задачи для самостоятельного решения  

 
№ 12. Вычислить криволинейные интегралы первого рода по 

кривой L: 
 

1)  2 d ,
L

x y l  L – отрезок прямой 3 1у х   от точки  1; 2A  до 

точки  3; 8 ;B  
 

2) 2 d ,
L

x l  L – дуга параболы 22у х  от точки  0; 0A  до точки 

1
; 1 ;

2
B
 
 
 

 

 

3)  2 d ,
L

x y l  L – контур  АВС c вершинами    1; 0 , 3; 0 ,A B  

 3; 2 ;C  
 

4)  1 d ,
L

xy l  L – контур квадрата АВСD,    1; 0 , 1; 0 ,A B  

   1; 2 , 1; 2 ;C D   
 

5) 
d

,
L

l

y x  L – отрезок прямой 3 1у х   от точки  0;1A  до точ-

ки  2; 7 ;B  
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6)  1 d ,
L

у l  L – дуга кривой 32

3
х у от точки 

2
; 1

3
A 
 
 

 до 

точки 
16

; 4 ;
3

B 
 
 

 

 

7) 8 d ,
L

x l  L – дуга параболы 2у х , отсекаемая прямой 2;у х   

 

8) 1d ,
L

х l  L – дуга кривой lnу x  от точки  1; 0A  до точки 

 ;1 ;B е  
 

9) sin 2 d ,
L

y l  L – дуга кривой 2cosх y  от точки  0; 2A  до точ-

ки ; 0 ;
2

B
 

 
 

 

 

10) 
21

d ,
х

L

е
l

у


  L – дуга кривой ху е  от точки  0;1A  до точ-

ки  1; .B е  

 
№ 13. Вычислить криволинейные интегралы первого рода по 

кривой L: 
 

1)  2 d ,
L

x y l  L – дуга окружности 2cos ,  2sinx t y t  , 

;
4 2

t
 
   

 

2) 2d ,
L

xy l  L – дуга окружности 2 2 9x y   от точки  3; 0A  до 

точки  0; 3 ;B  
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3)  22 d ,
АВ

z y x l   L – отрезок АВ,    2; 1; 0 , 1; 3; 1 ;A B   

 

4) ,
2АВ

dl

х у z   L – отрезок АВ,    1; 2; 3 , 1; 3;1 ;A B   

 

5) d
L

y l , L – дуга астроиды 3 34cos ,  4sinx t y t  , лежащей  

в первом квадранте;  
 

6) d ,
L

xyz l  L – дуга винтовой линии cos ,  sin , 2x R t y R t z t   , 

0 ;
4

t


   

 

7) d ,
L

xy l  L – дуга окружности 2 2 2 0x y х    от точки  2; 0A  

до точки  0; 0 ;B  
 

8) d ,
L

x l  L – окружность 2 2 2 0;x y у    

 

9) 2 24 d ,
L

х у l  L – дуга кардиоиды  2 1 cos ,r     0 ;t    

 

10) d ,
L

x l  виток лемнискаты 2 cos 2 ,r    0 .
2

t
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Ответы к задачам для самостоятельного решения. 
 

№ 1.   1) 
5

3
;     2) –2;     3) –5;     4) 20,2;     5) 

1

3
;     6) 1

2


  ; 

7) 
2 3

4

e 
;     8) 

2

3
;     9)  ;     10) 

1 5
ln

4 2
.  

 

№ 2.   1)  
31

0 0

d , d
у

у f x y х  ;                     2)  
22

1 0

d , d
у

у f x y х


  ;  

3)  
11

1 0

d , d
у

у f x y х



  ;                4)  

3 3

0
3

d , d

у

у
у f x y х  ; 

5)  
44

03

d , d
у

у f x y х


  ;               6)  
22

1 1

d , d
у

у f x y х  ; 

7)  
2

2 4

0

d , d
у

у f x y х  ;                     8)  
38

0
4

d , d
у

у
у f x y х  ; 

9)  
43

0 1

d , d
у

у f x y х


  ;                 10)  
3

2 8

0

d , d
у

у f x y х  .  

 

№ 3.   1)    
21 2

0 0 1 0

d , d d , d ;
yу

у f x y х y f x y x


     

2)    
2 4

12 8 2

1 0 2 0

d , d d , d ;

у
у

у f x y х y f x y x


     

3)    
110 3 3

1 0 0 0

d , d d , d ;

у
у

у f x y х y f x y x
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4)    
43 43

0 0 3 0

d , d d , d ;

у
y

у f x y х y f x y x


     

5)    
3 32 3

1 0 2 3

d , d d , d ;
у y

у

у f x y х y f x y x
  

  
     

6)    
221 2

0 0 1 0

d , d d , d ;
у у

у f x y х y f x y x


     

7)    
211 4 2

0 0 1 0

d , d d , d ;

у
у

у f x y х y f x y x



     

8)    
3 21 2

0 0 1 0

d , d d , d ;
у у

у f x y х y f x y x


     

9)    
2 0 3 0

0 2 3

2

d , d d , d ;
уу

у f x y х y f x y x




     

10)    
 

3
5

3 5 2

0 0 3 0

d , d d , d .

у
у

у f x y х y f x y x



     

 

№ 4.   1)    
2

1
0 1 02

10 1
2

d , d d , d ;
y y

y f x y x y f x y x
  

     

2)    
2

1
1 02

11 0 0
2

d , d d , d ;
у у

y f x y x y f x y x

  

 

     

3)    
2

1
0 0 02

11 1
2

d , d d , d ;
уу

y f x y x y f x y x
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4)    
2

2 0 2 0

0 2 4

d , d d , d ;
y y

y f x y x y f x y x
  

     

5)    
242 0

2 0 02

d , d d , d ;
у у

y f x y x y f x y x
 

 
     

 

№ 5.   1) 7,5;  2) 
5

;
12

  3) 3;  4) 
4

;
3

    5) 23,7;   6) 2;   7) 1;   8) 34,9.  

 

№ 6.   1) 
5

;
6

   2) 1,5 ln 2 ;   3) 
5

;
6

   4) 
5

;
4

   5) 3,5 2 2 ;   6) 
5

;
6

 

7) 
5

20
6

;   8) 36;   9) 
2

10
3

;   10) 1,5 ln 2 .  

 

№ 7.   1) 
64

3
 ;   2) 

8

3
 ;   3) 8;   4) 4,5;   5) 

625

8
;   6) 0;   7) 0; 

8)  8 1
2

е
е


 ;   9) 

4

3
;   10) 

81

32
.  

 

№ 8.   1) 
4

;
3

    2) 
88

;
15

   3) 18;   4) 
4

;
3

   5) 
13

;
24

   6) 
32

;
3

   7) 9;  

8) 2;   9) –0,5;   10) 
1

.
6

  

 

№ 9.   1) 
64 2

15
;   2) 

27

4
;   3) 

11

3
;   4) 

1
20

4
;   5) 

8

3
;   6) 8;    

7) 
16 2

3
;8) 

26

3
;   9) 

16

3
;   10) 

16

3
.  

 

№ 10.   1) 8 ;   2) 
1

3
;   3) 0;   4) 

1

45
;   5) 

224

15


 ;   6) 0;   7) 

3

2


 ; 

8) 
22

15


;   9) 

64

3
;   10) 

128

15
 .  
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№ 11.   1) 
64

3


;   2) 

4 ln 2

3


;   3) 

54

15

R
;   4) 

54

15

r
;   5) 

1

48
; 

6) 
7 2

24


;   7) 4 8  ;   8) 

16

3


;   9) 81 ;   10) 

 52 2 3 3

27

 
.  

 

№ 12.   1) 60 10 ;   2) 
13

12
;   3) 14 8 2 ;   4) 8;   5) 

10 ln 5

2
;  

6) 
8 2

10 5
5

 ;   7) 
 2 17 17 5 5

3


;   8) е;   9) 

 5 5 1

6


;  

10) 1е е .  
 

№ 13.   1)  2 4 2 ;   2) 27;   3) 
19 14

6
;   4) 

3ln 2

2
;   5) 9,6; 

6) 
2 5

4

R
;   7) 1;   8) 0;   9) 4 ;   10) 1.  
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