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Введение 

Общий курс математики является фундаментом математического 
образования инженера, имеющим важное значение для успешного 
изучения общетеоретических и специальных дисциплин, предусмотрен-
ных учебными планами. 

Основной формой обучения студента-заочника является само-
стоятельная работа над учебным материалом, которая состоит го 
следующих элементов: изучение материала но учебной литературе, 
решения задач, выполнение контрольных работ. 

Контрольную работу следует выполнять в тетради (отдельной для 
каждой работы) чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля 
для замечаний рецензента. Решение задач располагать в порядке 
номеров, указанных в заданиях, сохраняя номера задач. Перед 
решением каждой задачи надо выписать полностью ее условие. 

Решение задач Я примеров нужно излагать подробно, вычисления 
должны располагаться в строгом порядке. Чертежи Нужно выполнять 
аккуратно и 8 соответствии с данными условиями. Решение каждой 
задачи должно доводиться до ответа, требуемого условием и, по 
возможности, в общем виде. В промежуточных вычислениях не следует 
вводить приближенные значения корней, чисел п,е и Т.д. 

Если при проверке решения задач преподавателем будут 
обнаружены ошибки, работа высылается студенту для Исправления 
ошибок. Все исправления надо сделать в той же тетради в конце работы 
и представить на повторную проверку. 

В помощь студентам-заочникам на кафедре в течение семестра по 
субботам (с 10.00 до 13.00) проводятся консультации и собеседования по 
контрольным работам, принимаются переэкзаменовки 

Допуском к экзамену является зачет по контрольным работам, 
предусмотренным учебным планом в текущем семестре. 

Количество контрольных работ в каждом семестре и их содер-
жание зависит от специальности и приведено ft таблицах. Содержание 
контрольных работ в случае необходимости может быть изменено и 
объявлено преподавателем на установочных лекциях. 

При выполнении контрольных работ студент выбирает свой 
вариант, номер которого совпадает с Последней цифрой его учебного 
шифра. Преподаватель может изменить правило выбора варианта. 
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Тема 1: Линейная алгебра. Аналитическая геометрия 

Вопросы 
1. Матрицы,основные понятия. Линейные операции над матрицами. 

Умножение матриц. 
2. Определители, их свойства, вычисление. 
3. Обратная матрица. Ранг матрицы. 
4. Системы линейных алгебраических уравнений, основные методы 

их решения (формулы Крамера, метод обратной матрицы, метод 
Гаусса). 

5. Решение произвольных систем. Теорема Кронекера-Капепли. 
6. Однородные системы. 
7. Векторы. Линейные операции над векторами. Скалярное, 

векторное и смешанное произведения векторов, их свойства, 
вычисление и применение. 

8. Деление отрезка в данном отношении. 
9. Плоскость. Различные виды уравнения плоскости. 
10. Прямая на плоскости и в пространстве. 
11. Кривые второго порядка. 
12. Поверхности второго порядка. 

Контрольные гадания 

Задание 1.1. Доказать совместность данных систем и решить их дву-
мя способами: а) по формулам Крамера; б) методом об-
ратной матрицы. 

Варианты 

l.flx,- Зх2 + х3 = -4; 2. Гх, + Зхг - 4хэ = 6; 
{Зх, + х3 + Зх3 = -3; (3x1 - х2 + Зхэ = 1; 
1х, - хг + х3 = -3. U x , - 4хг+7хэ = -1. 

З.ГЗх, +4Х2 + 2х3 = -8; 4. (3Х) + 4х, + 2х3 = 8; 
\2х, - Акг- Зхэ = 1; <2х,- 4х3 - Зх, = -1; . , —. - * » — -1 " Ч " ' V 

V X i + 2 x j - 2 х з = 6 . { X i + З х , + 4 х 3 = 1 ! . 

/5х,+8х!- хэ = 7; 6. fax, - х, + 5х3 = 4; 
Ьх,-3X2 + 2X, = 9; j5x,+2x,+I3x3 = 2; 
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7. j 3x, - x3 • x3 = 2; 
{ X] + x3 + x3 = 0; 

V2x, + 2x-t + 3X3 - 7. 

9. (5x, + 2xj + 2xs - 0; 

{ Xi - 3x, + 2xj - -4; 

V2xi + Xj - 3xg = 16. 

8. ( xi + x2 - x9 = 0; 

2x, +3X2 - 2x3 2; 

V 3x, - 2x2 4- 3X3 = 12, 

10. fx, + 2X2 + x3 = -3; 

I3XI + X? - 2X3 = 7; 

Vx, • 3x2- 3x3 = 10. 

iaAaHHe J.2. PenoiTb CHCTSMy jnaiefiHHx ajTre6pamecKnx ypaBHeimtt 

MeTOROM fayeca. 

B apuanntu 

Xi - 2xi + 4x3 -3x4 = U 

2xi - 3xj + 3xs - 2x4 = 2; 

4x, - 9x2 + x3 - 8K» = -3; 

XI + 6K3 - 4X3 + 8X4 = 4. 

Xi+ x3+ x3+ k»= 10 
2x! - x2 + 2x, - X4 = 2 

3x, +2x, + x3 - 3x4 - -2 

V.2x, + 4xj - X4- 6 

5. F X, + 7XJ + X3 R X4 - 2 

2x, - htt + 2x3 + 3x4 = 6 

23x2 - 9x3 - 7it4 = 4 

V 3XJ + 8X2 - 6X3 - 2X4 = 3 

7.1 X|+3k»+ xa +4X4=1; 

2x! +ex» + 4xj + gx» = -l; 

4Xi + 9xj + 2x3 + 12x4 = 1; 

x, - 5X3 = 3. 

9.( xj - 4X2 - 5x3 + 6X4 = 0; 

{ 3x, - 2xj + x3 - 4x4 = 0; 

2Xi - 3x2 - 2X3 + X4 = 0; 

l 4xi - x2 + 4x3 - 9x4 =• 0. 

2. F x, - 2X2 - 3X3 - X4 = 2; 
Xi + Xj + 6x3 + 3xj = -3; 

2X] - 2X2 + 2X3 +X4 = 1; 
x2 + x3 + x4 = 3. 

4. /XI + 4K2 - 3X3 + 6X4 = 0, 
2x, f 5X2 + XJ • 2X4 = 0, 

x, -T 7x2 - 10x3 12QX-, = 0; 
, Xi +10x2- 17x3+34x4 = 0. 

6. ( 2xi - 4x2 + x3 t- X4 3; 

x, + 2X2 + 5X3 + 2x4 5; 

j 5x, + 3x2 - x3 + 8x4 = 2; 

6x, - x2- 6x3 +9x4 - 1. 

8. ( x, + 3X2 + x3 t 4x4 = 1; 

2x, + 6X2 t 4X3 1 8x4 - -1, 
XI - 3X2 - 3x, - 4.K4 4; 

. 3x, + 3X2 + 3X3 +4x4 - 0, 

Xi + x2 + x3 +• x4 = 2; 

!

x, - x2 + x3- X4 ~ 14; 
XI + 2X2 + 3X3 - 5X4 -4; 

. 2x, + x2 - x3 - 2x4 = -7-
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Задание 1.3 Д а ш координаты вершин пирамиды AIAJAJA, . Найти: 
1) угол между ребрами A,AS и А,А3; 2) площадь грани AiA?A3; 
3) уравнение прямой Ai Аг; 4) уравнение плоскости, в которой 
Лежит грань A,AjA3; 5) уравнение высоты, опущенной из вер-
шины Ад на грань А,А2АЭ; 6) объем пирамиды; 7) сделать 
чертеж. 

Варианты: 1.А,(1; 1; 1), Аа(-1;2;4), Аэ<2;0;б), А<(-2;5,-1). 
2. А,(0; 3;0), А/2;3;-4), А,(0;0;-6), А,(-3;Ц-1). 
3. А((3; 1;4), А2(-1;6;1), А3(-1;1;6), А„(0;4;-1). 
4.А,(6; 6;2), А2(5; 4; 7), А3(2;4;7), А<(7; 3; 0). 
5. Ai(9; 3; 3), А2(-3;7;1), А3(3; 7; 8), А<(6, % 2). 
6. А,(1,-1; 5), А2(4; 4;-1), А3(-1; 2; 0), А,(5; 1; 3). 
7. Ai(4; 2; 5), A,(0; 7; 2), Аэ(0; 2,5), A,(l;4;0). 
8.А,(1;1;3), А,(3; 3; 4), А3(3;2;4), А̂ СО; 4; 1). 
9.А,(1;1;3), Аг(2;3;1), Аз{1;4;3), А,(3; 3; 2), 

10. Ai(i; 4; 2), А2(3; 1; 2), А3(3;2;4), А.(2; 3; 4). 
Задание 1.4 

Варианты 
1. Написать уравнение прямой, проходящей через центр кривой 

х2 + 2уг - 2х + 12у + 13 = 0 и образующей с осью Ох угол 43°. Назвать 
кривую, сделать чертеж. 

2. Написать уравнение прямой, проходящей через верхний фокус 
кривой 9х2 +-3у2 + Збх - 10у - 4 = 0 и отсекающей на оси Ох отрезок 
а = 5. Назвать кривую, сделать чертеж. 

3. Написать уравнение прямой, проходящей через левый фокус 
кривой 2х' - у2 - 4х - 4у - 6 = 0 и отсекающей на оси Оу отрезок b = 51.'2 

Назвать кривую, сделать чертеж. 
4. Написать уравнение прямой, проходящей через фокус кривой 

xJ + бх - у + 5 = 0 и точку А(0, -2). Сделать чертеж. 
5. Написать уравнение прямой, проходящей через точки Пересе -

чения кривой хг + у2 + 10х - 25у + 23 = 0 с осями координат. Назвать 
кривую, сделать чертеж. 

6. Написать уравнение прямой, проходящей через нижний фокус 
кривой 1бх2 - 9у2 + 64х + 18у + 199 = 0 и пересекающей ось Ох под yt -
лом 130°. Назвать кривую, сделать чертеж. 

7. Написать уравнение прямой,проходящей через правую и верх-
нюю вершины кривой 9х2 + 4у2 + Збх - 24у - 36 = 0. Назвать кривую, 
сделать чертеж. 

8. Написать уравнение прямой, проходящей через фокус кривой 
х2 - 8х + бу - 20 = 0 и точку ее пересечения с осью Оу. Назвать кривую, 
сделать чертеж. 
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9. Написать уравнение прямой, проходящей через центр кривой 
х2 + у3 - 2х = 0 и образующей угол 30° с осью Ох. Назвать кривую, 
сделать чертеж. 

10. Написать уравнение асимптот кривой 4х3 -9у2 +24х -54у -81 =0. 
Назвать кривую, сделать чертеж. 
Задание 1.5. Построить тело V, ограниченное поверхностями, и его 

проекцию D На плоскость хОу. 
Варианты 

\.г = ф ? + у 1 ,x* + y J +z-8 = 0. 2.xJ + yJ = l , z = 0,х + у+ z = 3. 
3. х2 + у2 = z, х=0, у=0, z=0, х-у =1. 4. х2 + у2 - z2 =0, х2 +у2 +z .3, z=0. 
5 х3 + z3 - у2 = 0, у = 3, у = -3. 6.г = ^ х % + у г , х2 + у2 =R\ z=0. 
7. z = х2 + у3, х3 + у3 =* R3, z = Q. 8. г = ^ / Л * - * 3 - / = y j ^ T p . 

9. (х -1)2 + (у + 2)3 = z, z = 0, z = 3. 10.x2 + y3 = 4 , z = ^ + / , z = 4. 

Методические указания к решению задач 
по теме "Линейная алгебра. Аналитическая геометрия" 

Пример 1.1, Исследовать на совместность и решить систему 
( Эх, + 4Xj + 2х3 = 8; 
i 2х, - 4х, -Зх3 = -1; 
V Xi + 3xj + х3 = 0. 

Решены*. Вычислим определитель системы: 
3 4 2 

Л = 2-4 -3 =41. 
1 3 1 

Так как определитель системы отличен от нуля, то система сов-
местна и имеет единственное решение. 

1).Решим систему по формулам Крамера: 
Д, Д, 
Д 1 Д Д ' 

где Л, - определитель, получающийся из определителя системы Л за -
меной i - го столбца столбцом свободных членов. 

Вычислим определители At(S = 1,2 3): 

At 
8 4 2 
-1 -4 -3 
0 5 1 

= 82; Л} = 

Тогда -2, 

3 8 2 
2 -1 -3 
-1 0 1 

2 л 

-41; Л 5 

д. 

4 8 
-4 -I 
5 0 

123. 

I I -= з 



2) Решим систему методом обратной матрицы. Найдем алгебраичес 
кие дополнения: 

i+i 

42 (-1) 1+2 

А3, = 

1+3 

4 2 
- 4 - 3 

= 11/ 

= - 5 ; 

= 14; 

- 4; Ап = -

5 

2 - 3 | 

1 1 

2 • - 4 | 
1 5 

Ап -

А гг 

Агз 

4 2 

3 1 

3 2 

1 1 

3 4 

1 5 

= б; 

- 1; 

—13; An — 

- 1 1 ; 

3 4 
2 - 4 

= - 2 0 . 

А'1 = 

Следовательно, 

1 

41 

_L 
41 

А 

И 

<4,, Л31 

Ап Ап Ап 

•̂ 13 А* Ап 

6 - 4 " 8 
1 13 -1 

11 - 2 0 0 

J 
41 

11 
-5 
14 

б 
1 

11 

- 4 

•20 
.Х=А-1В= 

J_ 
41 

1Ь8 + 6 ( - и + М > 0 
- 5 - 8 + If— +13 • 0 
14 -8 + f -11 )(-\) + (-20) 0 

82 2 
-41 
123 3 

Отсюда х( = 2, хг = -1,х3 = 3. 

Пример 1.2. Методом Гаусса решить систему линейных алгебраи-
ческих уравнений ( 2xv + 6xj + 2х3 + 8хд = 2; 

Зх\ + Зх3 - х3 + 4х< =• -3; 
4х, +9xj + 2x3 +12х< - 1; 

V + бх2 + х3 + 8x4 = 0. 
Решение. Разделив первое уравнение системы на 2 (на коэффициент 

при X)), получим уравнение 
х, + Зх} +Х} + 4Х4 = 1. 

Если коэффициент npuxi в первом уравнении равен нулю, то на пер-
вое место можно поставить уравнение, коэффициент при х, в кото-
ром отличен от нуля. Ес.Ш же в системе имеется уравнение, коэффи-

9 



циент при xi в котором равен 1, то лучше на hepeoe место поста-
вить это уравнение. 

Далее, используя уравнение (*), с помощью элементарных пре -
образований нужно обратить в нуль коэффициенты при переменной 
Xi во всех уравнениях, начиная со второго. Для этого уравнение ( * ) 
умножим на 3 и вычтем из второго, умножим это уравнение на 4 и вы-
чтем штретьезо и, наконец, умножим уравнение ( *)на 3 и вычтем из 
четвертого уравнения исходной системы. В результате получим сис-
тему С лfj + Зх2 + X) + 4х4 - 1; 

"1 - 6x2 - 4х3 •- 8х4 = -6; 
! - 1т, - 2xs - -/л, = -3; ( * * ) 
V -3i> - 2х, •• 4х4 - - 3, 

равносильную исходной. 
На втором маге метода Гаусса первое уравнение системы ( **) 

оставляют без изменения, а с помощью второго уравнения обращают 
в нуль коэффициенты при неизвестном Xt во всех уравнениях, начиная 
с третьего и т.д. 

Описанные выше преобразования упрощения записи проводятся 
не над уравнениями системы, а над строками ее расширенной матрицы . 
Для исходной системы эти преобразования примут вид 

2 < 2 * 1" 1 3 1 4 1" 
3 1 4 - J 0 - в -4 - в -б 
4 9 г 12 1 — > 0 - 3 - 1 -4 - ) 

3 в t 1 В 9 - 3 - 1 - 4 - 3 

О 1 

1 3 1 4 
2 4 
1 3 

О О О О 
0 0 0 0 

Лосж трех тагов метода Гаусса два последних уравнения систе-
мы имеют вид 0 - 0. Если бы среди этих уравнений было уравнение 
вида 0 = Ь и Ь.0 0, то система была бы несовместной. 

Последнее матрице соответствует система 
я, + 3*, + х, + 4jc4 = 1; 

2 
• 3 

4 
1. 

--1-2/3 х,-4/3 х4, х х , . 
С), X) = Сг, получаем общее решение 

Решая ее, находим х3 
Введя обозначения х3 

системы: 
х, = -2 + С,, х2 = / - 2/3 (С, +• 2Сг), xj = С,, х4 = Сг, 

где Ci и Сг могут принимать любые действительные значения. 
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Пример 1.3. Вершины треугольной пирамиды находятся в тон -
кахА,(1, 3, 5), А}(3, 4, 1), А,(2, 5, 5), А,(1, 4, 3). Найти: 1) угол между 
ребрами А,Л3 и Л jA 2) площадь грани A/Aytj; 3) уравнение прямой 
А/А;; 4) уравнение плоскости, в которой лежит грань A/Ayt^; 
5) уравнение высоты, опущенной из вершины At на грань AiAyt j; 
6) объем пирамиды. 

Решение. Найдем векторы 
— * — » — » • — » 

А ^ , А}А3, А^4. А ^ ^ (2,1,-4), А{Ау-(1, 2,0), 

• AlA4 = (0,l,-2J. 

1). Угол ф между ребрами А:А2 и А/А.г это угол между векторами 

А^А^ , АуА^. Поэтому 

cos ф = 
(АХА%,АХАЪ) 2-1 +1-2 + (-4)-О 

Л\Л2 Л1А3 
^4 + 1 + 16-^1^4. v f 0 5 

4 4 
, ф = arccos 

л/105' 

2).Ппащадь грани AiAjA3 равна половине площади параллелограмма, 
—* 

построенного на векторах . "to есть 

S - 1/2 /[A^Aj , AxAy]f. Найдем [ А ^ , А^Ау]: 

i J k 
I — 4 —г / A '—г * | 

* = 2 1 

1 2 

1 - 4 — > 2 4 2 1 
— i - j + 

2 0 1 0 1 2 
Al^2-AVA3 

— » — > 

= 8 i - 4 j + 3 k. 

Поэтому S = 4+16 + 9 = (ed.7). 

3)3a направляющий вектор 5 прямой A,Aj примем вектор дл, 
Тогда канонические уравнения этой прямой примут вид 

х-1 у-1_г-5 
_ г = _ _ _ _ _ _ _ 

4)За нормальный вектор искомой плоскости можно принять вектор -

ное произведение векторов , - 4 j + 3 k. 
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Тогда уравнение искомой плоскости можно записать в виде 
8(х -1) - 4(у - 3) + 3(ж - 3) = 0 или 8х -4у + Зх -11 = 0. 

5) Так как нормальный вектор п (8, -4, 3) плоскости AtA f43 является 
направляющим вектором высоты, опущенной из точки А, на грань 
А1А А3, то уравнение этой высоты будет иметь вид 

х—1 у — 4 г~ 3 
8 - 4 ~ 3 ' 

6). Объем пирамиды равен 1/6 объема параллелепипеда, построенного 

на векторах АЛ Аг, А\ А3, Ах АЛ , объем которого равен модулю 
смешанного произведения зтйх векторов. Вычислим это произве-
дение: 

( А,А21 А,А3, А,А4) 
2 1 - 4 2 1 _ 2 

1 2 0 ' - 1 2 4 
0 1 - 2 0 1 0 

- ( 8 + 2)? 

Следовательно, V = 10/6 = 5/3 (ед.3). 

10. 

Пример 1.4. Написать уравнение прямой, проходящей через 
центр кривой &х3 + 4у2 + 2jx -20у + И - 0 и образующей угол 6<f 
с осью Ох. Назвать кривую, сделать чертеж. 

Решение. Приведем уравнение кривой к каноническому виду: 
8(Х* +3х +9/4)+ 4(/ -5у +25/4) +11-18 - 25 = 0; 

8(х + 3/2) + 4(у - 5/2f = 32; 
(У Г 1. 

4 8 
Это эмипс с центром в точке 0i(-3/2, 5/2). 
Подставляя значение координат точки Oj и углового коэффици-

ента k = tg 3(f = VT~в уравнение прямой, проходящей через заданную 
точку в заданном направление получаем уравнение 

у -5/2 = VT(x + 3/2) или 2 VT-2у + 5 + 3 v'J~= 0. 
Введем новые переменные X = * + 3/2, Y = у - 5/2, получим кано-

ническое уравнение эллипса Х*/4 + Г/8 = 1 с полуосями а-2, 
Построив старую и новую систему координат (началом новой 

системы координат является точка ОЦ получим требуемый рисунок 
(рис. 1). 
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X 

Пример l.S. Построить тело V, ограниченное поверхностями 
у = х2 + f , х = 0, у = 0, z ~ О, и его проекцию на плоскость хОу. 

Решение. В декартовой системе координат строим поверхности 
(рис.2), ограничивающие тело: у'=Х* + У - параболоид вращения с 
осью Оу и вершиной в начале координат; х = 0-плоскость yOt; z = 0-
плоскость хОу; у = 1 - плоскость, параллельную плоскости хОг. 

Рис.2 

На плоскость хОу оно проектируется в область, ограниченную 
параболой у = X2 и прямыми х - 0 иу~ 1 (рис.3). 

/ 

Рис. 3 
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Тема 2: Введение ь математический анализ. 
Дифференцирование функции одной переменной 

Вопросы 
Введение в математический, анализ 

/. Понятие множества. Основные операции над множествами. 
Множество действительных чисел и его подмножества. 

2. Ограниченные множества. Верхняя и нижняя грани множества 
3. Комплексные числа. 
4. Полярная система координат. 
5. Функция. Способы задания функции. Гиперболические функции. 
6. Обратные функции, их свойства. 
7. Числовая последовательности, ее предел. Число е . Натуральные 

логарифмы. 
8. Предел функции в точке. Предел функции в бесконечности. 

Односторонние пределы. 
9. Основные теоремы о пределах функции. 

10. Бесконечно малые функции и их свойства. 
11. Бесконечно большие функции. Связь между бесконечно малыми и 

бесконечно большими функциями. 
12. Сравнение бесконечно маЛых функций. Символы "о" и "О". 
13. Замечательные пределы. 
14. Непрерывность функции в точке. Свойства непрерывных в точке 

функций. Непрерывность основных элементарных функций. 
15. Точки разрыва функции, их классификация, 
16. Функции, непрерывность на отрезке и их свойства. 

Дифференцирование функции одной переменной 
1. Производная функции. Ее геометрический и механический смысл. 
2. Дифференцируемостъ функции. 
3. Дифференциал функции, его геометрический смысл. Инвариант-

ность формы. Применение дифференциала в приближенных вы -
числениях. 

4. Правила дифференцирования функций. 
5. Дифференцирование сложной и обратной функций. 
6. Производные элементарных функций. 
7. Логарифмическое дифференцирование. 
8. Дифференцирование функций, заданных неявно и параметрически. 
9. Производные и дифференциалы высших порядков. 
10. Теоремы о среднем значении: Ролля, Лагранжа, Коми. 
11. Правило Лопиталя. 
12. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 
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13. Разложение по формуле Тейлора элементарных функций: е', 
Cosх, sinx, ln(l + х), (1 + х)а 

14. Условия возрастания и убывания функции. 
15. Точки локального экстремума. Необходимое и достаточные 

условия. 
16. Наибольшее и наименьшее значения непрерывной на отрезке 

функции. 
17. Исследование фушщий на выпуклость и вогнутость. Точки пере-

гиба. 
18. Асимптоты кривых. 
19. Общая схема исследования функций и построения их графиков. 
Векторные и комплексные функции действительного переменного 
1. Векторная функция скалярного аргумента. Годограф вектора. 

Производная вектор-функции.-Геометрический и механический 
смысл производной. 

2. Параметрические уравнения кривой в пространстве. 
3. Многочлен в комплексной области.Теорема Везу. 
4. Корни многочлена. Основная теорема алгебры. Разложение много-

члена на линейные и квадратичные множители. 
Контрольные задания 

Задание 2.1. Дано комплексное число г. Требуется: I) записать число 
z в алгебраической и тригонометрической формах;2)найти все корни 
уравнения w3 - z = 0. Варианты 

1 -> 4 ' - 4 -2V2 1, х = ; 2. ж = у=; Ъ. ж - = ; 4. г = 
1 + / 1 + i V 3 I - Л / З i -t 

. -2 у/2 , 2V2 , 4 ' , - 4 3. г = - — 6 . * = ; 7. ж ~ 8. ж = —; 
1 +« 1 - « 1-»>/3 - 1 

4 1 
9. г 10. * = — i — . 

yJ3 +i л/3 
Задание 2.2. Найти указанные пределы (не пользуясь правилом Ло-
гаггаля). Варианты 
, . . . 2х3 + Тх1 - 2 ' Х Г + JC- 12 . . . Л/5*-Ж 1. а) 1т ; Ь) От— „• с) 1т- ; 

6х-4х+3 *->*х1-5х + 6 х-5 

• I х 
srn — 

d)lim—e)lim(3-2x)^-*. 
х-М) х 1 ' x-̂ t 
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„ l f . l + 4x-x* хг i-x - 12 . V * 2 + 4 ~ 2 
2. a) hm ; r; b) km — , c)hm -;==.-—; 

*-M> jc+ 3x + 2jc * - » " « * 2 + 2 x - 8 + 1 6 - 4 

i; / i w , ej lim (Ix + 3)(ln(x + 2)-Inx). 
x->0 X *-»+«> 

„ . 3X2+4JC - 5 . . . . ДГ2 - 3x + 2 . . . 3* 3. a) hm ; ; b) tint —-— / c) hm 
*->® 6jt2 - 2 x + l ' -5 jc+2 ' *-O v'5™ x - V 5 - л 

2* 
,, ,. 1 - COS* . , .. ,.— d) hm ; e) hm (2 - xr'x. 

*-»o xsinx 

l f 4x3 - 3 x 2 +8 , l f 3 * г - - 4 х + 1 . > / 2 7 + 7 - 5 4. Im : ; ~b) hm , с) hm -p.—; 
*-»« 2* + 2* -1 -Здг + 2 х-*9 3~s/x 

d) lim'"'0®3*; ч) lim (3x-2)(lu/2x- \) ln(2x+}». 
»o 5* i-tw 

, 3 * 4 - 7 . * 2 + 4 , , 2хг ~9x-A . Л7+1-3 
5 .a) lim ; b) lim—;— , c) hm —g ; 

' 3x + 5x~ 2 x + x - 20 Jx - 1 - л/3 

d) lim —; г; l,m(2x 1 . 
x~>0 xtglx *-»' 

, , 8дг3 -4 jc 2 +11 , , ,. х 2 ~ 2 * 15 . 2-л/х 
6. a) hm ; b) hm — ; с) hm . 

' 2x3 +2x-5 *^2хг -Ix 15 *-*>/6х + 1 - 5 

d) lim —CJ?LJL; e ) hm (x + 2 )фц2х + 3) - h ц2х ~ 4). 
xsin 2x *-•»•-« 

„ , , 3x3 + &t - 2 , i ( . 2хг+5x-l w. x - 3 7. a)hm—z ; hm , с i hm s— , 
' * - • « * - 2 * г +1 3 * ' l - x - 2 \/3x - x 

d > lim x • ctg3x; e) lim( Ъх-2) 
5x 

х
г

- 1 

0 , ,. 7 л:4 - 4хг + 3 , s .. За2 .t 2 ... м'П'Зх - v''l - 27 
8. a) hm — ; b) hm — ; cilim --— - , 

'*-><•> x +1 *-»i3jc - 4 * + 1 *-•<> * + 

d) l i m ^ ^ ; e) lim (3-x)(ln(\-x)-ln(2 - x)). 
. r-»o 1 — eosAx *->-"> 

16 



9. a) lim 3x-5x + l 
*-+°6хг + 3* - 4' 

b) lim 
x2 +x-2 
X-X-6 

ix 
d) lim.Tsin2xctgг3x: e) lim(2x ~3)х~г. 

x-+0 x-tl 

10. a) lim 
4x-x3 + 2x 

2x - I 
; b) lim 

xi + x-6 
Пхг ~x-2l 

. . . s/x + l - 2 
с ) hm , — ; 

« W j r - 2 - 1 

l f . J l + i x 2 

c) lutt - r—, 

d) lim arcsirt 5x e) lim fx - 4)(ln(2 -3x)~ InfS - 3x)). х—у-ю Зл 
Задание 2.3. Функция у = /(х) задается различными аналитическими 
выражениями для различных областей изменения независимой пере -
менной. Требуется найти точки разрыва функции, если они существу-
ют. Сделать чертеж. 

Варианты 

1. f -х , если х<;0; 
у = { х2, если 0 < х 5 2; 

1х+1,если х > 2 . 

3. f x - 3, если х < 0 ; 
у И х + 1 , е с л и 0 < х ^ 4 ; 

КЗ + х"г, если х > 4. 

5. (2x J , если х £ 0; 
у Н х, если0 < х < 1; 

I 2, если х > 1. 

6, 

(V+1, если х > 3 ; 
у = { 2х, если 1 < х й 3; 

^ х + 2, если х > 3. 

Г(1-х)м , если х £ 0; 
у = { 0 , если 0< х й 2; 

I х - 2, если х > 2. 

fain х, если х :£ 0; 
у = •! х, если 0<х < 2; 

V 0, если х > 2. 

( cos х, если х < л/2; 
у = I 0, если л/2 < х < п ; 

I п/2, если х > п. 

8. fx -1, если х < 0; 
у = •! хг, если 0< х < 2; 

12х, если х > 2 . 

9. ГЗх+1, если х < 0 ; 10. ( 0, если х й 0; 
у Н х г + 1, е с л и 0 < х < 1; у = i tgx, если0<х<л/2; 

I 0, если х г 1. l x + 2, если х г л / 2 . 
Задание 2.4. Найти производные следующих функций: 

Варианты 

I. а)у^Мхг + З л - " Л?; Ь)у= —-
1 - е 1 

с)у= arctgyfx - -fx; 

1 



d)y=xx; «)xsiny - ycosx - 0, 

2x 

ZiTl 

d)y - x"*; -x* + y1 = 0 . 

2. a)y = - 4-JiTx; b)y-sin1 3x; c)y = jr aresinx +\[l - x1; 

1+x2 

3.a)y = 3 ^; b}y=yi\ + ln x; c)y~arccos — ; 
yi-jt * 

d)y= xarctgx; e) y sin x cos(x - y) - cosy. 

4. a)y = Jx + \fx; b ) y = ~ c ) y = arctg\lx2 -1; 
l-lnx 

d) y — (cosx)C0SX; e)xsiny - ycosx + y1 - 0. 

5. a)y=Jx* + l + \fx3 +1; b)y = \tg*x-tgx + x; c)y = arccig 
3 V x - 2 

d) y = (tnx)x; ' e)x - y + eyaretgx-0, 

6. a)y=x-yjl + x3; b)y =ln .ß—^-'-x; c)y - arcig(smx); 
V1 -

d)y= 2*-e~x; e) In y = aresin —. 
y 

7. a)y = &l4x + 3—. ^ ——-; b)y = lnj-—c) y =arccos(tgx); 
ylx3+x+l V1 +• cosx 

d)y = x1ecolx; e)x + y + ev=2. 

8. ajy = yjx>+ Sx'-l- b) y =In(e* + Jü^); = 

d)y = fco«/'; «J2*2 + xy - yl = 0. 

„ 1 . . l n x , x 
9. aj.y = :, ; b)y = c)y = arccose ; 

x + yll + x2 Jx2-\ 

d)y = xaralnx; e) Iny = arctg — , y 

10. a ; > = * + b) y = /g2(V + ly; c) y = arc/g^jy~; 
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d) y = Xе** ; e) xy + arcsin(x + y)= 0. 

Задание 2.5. Найти , — ф у н к ц и и . 
dx clx 

Варианты 
t 2 1. x - atcost] 2. x - cos—; 3. x - t-sint; 4. x = / ; 5. x = cosat, 2< 

1 з у = atsint, у - t - sint, у = 1 - cost. _v = ~ / - y-sinatj 

6. * = m - ; 1.х=ел\ 8. x = tgt + ctgt; 9.x~tz +1; 10. * = 3cos t 

,3 3 

y = costj y=cost} y-Hnctgt, y=e , ' v = 2sin t. 
Задание 2.6. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 

Варианты з . _ 
1, fl)Ит smх

:ь) lim .2.а)lim-—; Ь) lim tgx**. 
X х-КЖ> ' " " l - J i H — 

2 г , • - — 
3: a ) l i m l i m х5тх. 4. a j limtgX~SmX; b) lim(coslx)^ 

*-*o 1 - со J Л Х-+0+0 к-*0 х - .гш дг JC—»о 

5. a) lim - - - - i — — i i m x ctg3x. 6. a) lim -; Ь) limхl x. 
x-»ffl -JC + д; + 2 jc-40+0 cigx 

7. в; —; b) lim (ctgpc)smx .8. a) lim (I- cosx )ctgx; b) lim (ctgx )ln*. 
JC-w x x—+0+0 x-*0 x->+0+0 

9. a) limWilli. b) hm (tgx)cos, lQa) lim*_zM±.b) lim (l)tSc 
x-n)e

x-e
 X X~>0 x-tgc JC-XHO x 

г 
Задание 2.7. Исследовать функции методами дифференциального 

исчисления. На основании результатов исследования построить 
графики этих функций. 

Варианты 
1 д'2 + 1 о 1 ^ л -*2 « 1 1. v = . 2.у = - . 3. у = — . 4. у =. х е х . 5. у = 

X 1 •+ ЛГ X I — JCZ 

6.у = 1п(\ - 2х).7.у = х1>1х,8,у = -1~.9,у = 1п(хг - 9).Ю. v = — . 
3-х v ' х 
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Задание 2.8 

1. Из бревна, имеющего форму усеченного конуса» надо вырезать 
башу в форме параллелепипеда, поперечное сечение которого 
представляет собой квадрат, а ось совпадает с осью бревна. Найти 
размеры балки, при которых объем ее будет наибольшим, если диаметр 
большего основания бревна равен 5 дм, диаметр меньшего основания 
равен 4 дм, длина бревна (считая по оси) равна 6 м. 

2. Сосуд, состоящий из цилиндра, заканчивающеюся снизу 
полусферой, должен вмещать 18 л воды. Найти размеры сосуда, при 
которых на его изготовление пойдет наименьшее количество материала. 

3. Требуется изготовить го жести ведро данного объема V 
цилиндрической формы без крышки. Найти высоту цилиндра и радиус 
его основания, при которых на ведро уйдет наименьшее количество 
жести. 

4. Требуется поставить палатку данного объема V , имеющую 
форму прямого кругового конуса. Найти отношение высоты конуса к 
радиусу его основания, при котором на палатку уйдет наименьшее 
количество материала, 

5. Через точку А(2, 1) провести прямую с отрицательным угловым 
коэффициентом так, чтобы сумма длин отрезков, отсекаемых на осях 
координат, была наименьшей. 

6. На странице книги печатный текст (вместе с промежутками 
между строками) должен закимать 216 см 2. Верхнее и нижнее поля 
должны быть по 3 см, правое и левое - по 2 см. Каковы должны быть 
размеры страницы для того, чтобы ее площадь была наименьшей? 

7.0кно имеет форму прямоугольника,завершенного полукругом. 
Периметр окна равен 300 см. При каких размерах сторон 
прямоугольника окно будет пропускать наибольшее количество света? 

8. В прямоугольный треугольник с гипотенузой 10 см и углом 30° 
вписан прямоугольник, основание которого расположено на гипотенузе. 
Каковы должны быть размеры прямоугольника, чтобы площадь его 
была Наибольшей? 

9. Найти высоту прямого круглого конуса наименьшего объема, 
описанного около шара радиуса R. 

10. Найти основания и высоту равнобочной трапеции, которая при 
данной ллощади. S Имеет наименьший периметр; угол при большем 
основании трапеции равен а. 
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Методические указания к решению задач по теме 
"Введение в математический анализ. Дифференцирование функции 

одной неременной" 
Таблица производных основных элементарных функций 

\.у~с; У~ 0, l.y = ua,aeR; 

3. v = а"; у'-а" -1паи'. 4 ,v= = 

5.y-Ioga и;у'= ——. 6.у=1пи;у'---и'. 
ulna и 

7.y=sinu; у' = cosu-U. 8. у ~ cos и; у'- -sinu-u'. 
и' и' 9 ,y=tgu;y' = — I 0 . y = c t g u ; у'== г - . cos и sin и 

и' и' 
11. y-arcsihu; у' = —==. l2;y-arccosu;у'='-

и и' 
13. у-arctgu; у'- - . 14 .x-arcc tgu;у ' -— 2 —т. 

1 + и2 1 + иг 

\5,у= shu; у' ~chu-u'. I6.y=chti; y' = shu• и'. 
и' и' 

П.у= (Ни; у' =—— . \%.y=cthu; у'- г—. 
ch и sh и 

Пример 2.1. Комплексное число z = l/(l-i) записать в алгеброй • 
ческой и тригонометрической формах. Найти все корни уравнения 

Решение. Запишем число z в алгебраической форме z = х + iy. 
1 = . 1(1 + ' ) = 1 + * = 1 1. 

l - l ( l - i 'Xl + ') 2 ~ 2 + 2* 
Чтобы записать комплексное число г в тригонометрической 

форме, надо найти его модуль и аргумент: 

Д Л . ' 

Ы 4 у/2 

Значение <р, удовлетворяющее системе х у п cos<p = ... -=г, sin <р - • • и условию 0 <2ж, 
J x г + у г J х г + у г 

и будет главным значением аргумента комплексного числа z. 
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I 

и 2 V2 . Л .. о нашем случае costpj— = —, 5m jp - —, в поэтому <р = я/4. 

7 2 
Следовательно, тригонометрическая форма комплексного числа 

1 [ 7Г̂  
имеет вид z = —j=\^cos~ + isin—J. Найдем корни уравнения \v-z = О 

или w = Уz . Для этого воспользуемся формулой 
„г г,—г( ю + 2кл tp + 2кл\ „ , „ 
Vz= <2/Ы cos" + ism- , к~ 0, 1, 2,..., п-1. 

V п п J 

Подставляя в эту формулу \ z |= -, ф - ~,п ~ Ъ, получаем 

vk = Vz - 77= 
• V2 

^ Л 11 * 71 "W ^ 
— +lkn —+ 2k я 
4 . 4 COJ- f f Sill 3 3 

откуда при k~ 0, 1, 2 получаем три корня уравнения w- -z = 0: 

Ч W, = 77=r COS-1 ( Л . . л\ 
к, - 77= cos— + ism— ; 1 V2V 12 12/ 

i f 3 я , . Зл-V i f V2 y/2) Ml № 
W, = 77= COS + I stn = Tf=] ~ + 1 —- = ~ • + / 

4 4 J %f2K 2 2 J 2 2 

I f 17 . 17 ) W, = -7= COS—Л + ISUl Л . 
3 V2V 12 12 / 

Пример 2.2. Вычислить пределы, не пользуясь правилом Лопитапя: 
а ) , , w S** + 3* + 3 . , л:2 - 9 J Z + 4 - 2 а) lun—; : ; оу lim—: с) Itm—-———; *-+в 2х + ж + 7 -Злг 

d)lim^~ • е ) Цт ( з х - \){1п(2х - 1 у - 1щ2х + U). 
*-»0 я 2 х->+«о' 

Решение. а).Предел представляет собой неопределенность вида да аз 
Разделив числитель и знаменатель дроби на старшую степень х , т.е. 

С з 5 
1 5 J—I 

г ' ' . Здг" +Здс+5 д; д-2 5 
ия * , получаем: lim — = lim —-- = - . 2х +х+7 * , 7 2 2 + - + — 

х х1 

Ь), Предел представляет собой неопределенность вида 0/0. 
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Разложив числитель и знаменатель на множители, имеем: 
( J t - - 3 i ( ' x + , Jc + 3 6 

- ц т = _ - 2. 
* - * з х 3 

lim -
х(х-Ъ) 

с)% Предел представляет собой неопределенность вида О/О. 
Умножим числитель и знаменатель дроби на сумму (х+4)'а+2: 

lim 
«о 

(y[ i+ 4 - 2 ) ( л / ^ Т 4 + 2 ) л + 4 -- 4 
. — hffi lim-

l 

х(л/* + 4 + 2] x\fx + 4 + 2 *-»<> Vx + 4 + 2 

Предел представляет собой неопределенность вида 0/0. 
„ , 2х 1-cosx 
Применив формулу sin — = — , получим: 

lim 
Х - + 0 

1 - coj5* 2 jot ' 
5х 

/ira 
х-»0 

Используя первый замечательный предел lim sina^x) _ ^ 

имеем: lim 2 
х-Ю 

5x , 
25 _ 25 _ 23 
4 ~ ' 4 ~ 2 

v 2 > 
е).Преобразуем выражение, стоящее под знаком предела, используя 

свойства логарифмов. 

lim (Зх - 1 )(1п(2х - 1) - ln(2x + I)) = lim (3* - Шя = 
х-н« 2х +1 

^ ' 2 * + 1 - 2 ^ ' , f , 2 
In lm\ 1 = . lim f n f ^ 1 " ^ 

-In lim 

2x+ 

1 + 
1 

2* + l 

2* + l J 
г 

2дг + 1 / 

3x-l 

2x + l 

3x+l 
- 2 tin 

= Ые = * = 

3. 
При вычислении использован «моров замечательный предел: 

V 
lim 11 + е. 
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Пример 2.3. Исследовать на непрерывность функцию 
fl -X , если х < 0; 

/(х) = )Vjt - if , если 0< х <Г2; 
(4-х, если х > 2. 

Сделать чертеж. 
Решение. Функция /(х) определена на всей числовой оси. Так как 

эта функция задана тремя различными формулами для различных 
интервалов изменения аргумента х , то она может иметь разрывы в 
точках х = 0 и х ж 2, где меняется ее аналитическое выражение Во 
всех остальных точках своей области определения функция /(х) 
непрерывна, поскольку каждая из формул, которыми она задана, 
определяет собой элементарную функцию, непрерывную в своем 
интервале изменения аргумента х. 

Исследуем на непрерывность функцию в точке X О, 
ДО) - (1 - х2) /х_о = 1, т.е. функция опреоелена при х - О, 
Найдем односторонние пределы функции при х -> 0. 

lim f(x)~ lim ( l - * 2 \ = l, lim f(xt = lim (x x-»0-0 X-+0-CP ' r-iO-O x-KHO 
Так как односторонние пределы при х > 0 равны значению 

функции в точке х = 0, то функция /(х) непрерывна в точке х 0. 
Исследуем на непрерывность функцию в точке х 2. 

/(2) = (х - if /х-2 = 1; функция определена при х = 2. 
Найдем односторонние пределы функции при х * 2. 

lim f(x)= lim (х -1 j1 = i; lim f (x)= lim < 4 x ) -- 2. 
x - » 2 - 0 x-il-O' x - » 2 + 0 x~»2+0 

Так как односторонние пределы конечны, но не равны между собой, 
то функция терпит разрыв первого рода. 

Строим схематический график даной функции (рис.4). 
У 

/ К ЧЛ \ 

. 0 1 2 \ 
\ 

Рис. 4 
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Пример 2.4, Вычислить производные следующих функций: 

а) у = {!nxf"K; Ь)у3 = хг+1п^. 

Решение, а). Логарифмируя это равенство,получаем 
lny-lMjnx)*mx ^>ln у ~ sin xlt^lnx). 

Дифференцируя обе части, имеем 

— = cosxin(lnx)+sinx ——• —; У = >| cos х Minx) + I; 
у Inх х V xlnxj 

sin 
y' = {lnx)"lK\ cosx• ln(lnx)+ 

\ 1 x-lnx, 
b). Так как зависимость между переменными х и у задана в 

неявном виде,то для нахождения производной достаточно продиффе -
ренцировать обе части уравнения, считая у функцией от х ', и ич 
полученного уравнения найти у '. 

- г , ~ 1 У'х-У 2 , - * У'х-У 
Ъу1у,= 2х + - • Л- . Ь у ; 

У х 1 У х 
X 

= + + Ъугу'-~ = 2лг- —; 
ху у х у х 

^ yj X К у J X (зу3 -1)* 

Г x=lnt; 

Решение. Производная функции, заданной параметрически, 
находится по формуле у\=у\/х\. t 

В нашем случае х\ = 1/t, у\ = 3t, ay's= 3?/(Щ = 3ts. 

Запишем первую производную как функцию, заданную парамет-

рически: \У х ~ 3' ' t е(0, + оо). Тогда у"а = (у'J/х', = 9t*/(l/t) - 9t$ 
X =lnt у 

[у" = 9 f 3 ; 
Следовательно, вторая производная имеет вид •! хх t е(0, f да). 

х ™ In t, 

Пример 2.5. Найти у't, у"„,, если •{ 3 _ t б (0; + <*>). 

Пример 2.6. Используя правило Лопиталя)вычислить пределы: 
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Решение. акИмеем неопределенность вида О/О, которую раскры-
ваем по правилу Лопиталя: , 1 

/ t e _ l ± * i = 1 = 
*-»о л 1 Х-.0 /д.2\ 2л *-Wl -ь jc 12JC 

- hm —i—-— 
»-»<>2(l + * 1 ) ' 

b). Имеем неопределенность tun)а 1°°. Пусть у = (е" + х) '". 
Логарифмируя это равенство и используя правило Лопиталя> находим 

Ит In у - lim —^ - lim' '- -- lim 2-±* = 
х->0 х-»0 х к—>0 х* • I 

е* + 1 = lim = 2. 
е" + х 

Пример 2.7. Определить размеры открытого бассейна с квадрат-
ным дном объемом 32 м2 так, чтобы на облицовку его стен и дна по -
шло наименьшее количество материала. 

Решение. Обозначим сторону основания бассейна через х , а вы-
соту через у . Тогда его объем будет равен V - х2у = 32. Выразив у 
через х, получаем у = 32/(х 2), а площадь облицовываемой поверхности 
бассейна равна S = х2 + 4ху = х2 +4х • 32/(х2) - JT ? + 128/х. Исследуем 
полученную функцию на экстремум в промежутке (0; + <x>j: 

S' = 2х - 128/(х2); 2х - J28/(J) = 0; х = 4 
Найденная единственная точка дает наименьшее значение функции 

S, так как наибольшего значения у нее нет (она неограниченно воз-
растает при х 0 и х <xt. 

Ответ. Искомые размеры бассейна х-4 м. у -2 м. 
Пример 2.8. Провести полное исследование функции у - x/ix^-1)2 

и построить ее график. 
Решение. Общее исследование функции удобно выполнять по 

следующей схеме: 
1. Найти область определения функции. 
2 Выяснить, является ли функция четной, нечетной или периодической 
3. Найти точки пересечения графика с осями координат. 
4. Исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва 

и выяснить характер разрыва. 
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5. Найти точки экстремума функции, вычислить значения функции в 
этих точках. Найти интервалы возрастания и убывания функции. 

6. Найти точки перегиба графика функции. Установить интерва-
лы выпуклости и вогнутости графика функции. 

7. Найти асимптоты графика функции. 
8. Используя результаты исследования, построить график функции. 

При необходимости уточник отдельные участки кривой, можно 
вычислить координаты нескольких дополнительных точек. 

1. Область определения функции у = х/(х+ i f : Д(/) = (-oq -1) u(-l; -t да). 
2. Функция не является ни четной, ни нечетной}так как 

( ~ х + \ ) г r-x+v 
3. Найдем точки пересечения кривой с осями координат: х = Оиу = 0. 

Значит,0(0; 0) - точка пересечения. 
4. Функция имеет разрыв второго рода в точке х = -1. 

х - 1 + 0 ,. дс - 1 , lim = г— = -со; 1т = — = -оо. 
1 + 0 ^ + 1 / ^-1 + 0 + 1 / x-t-l-O^ + l / +0 

Следовательно, прямая х = -1 является вертикальной асимптотой. 
5. Определи.ьл точки экстремума и интервалы возрастания и убывания 

, (*+1)2 - 2(дг+ 1)х 1 - х , • 
функции: у'= - — = -. у—0прих = 1 

( * + 1 ) . ( * + | ) 
х = 1 - критическая точка первого рода. Производная не определена 
в точке х = -1. Однако эта точка не является критической, так как 
в ней не определена и сама функция. 

Точких = -1 их - 1 разбивают числовую ось на три интервала. 
Исследуем знак у' на каждом из этих интервалов, результаты 

поместим в таблицу. 

X (-Щ1) (-U V 1 (1; +<*?) 

у' + 0 
У \ 1/4 Ч 

тех 

Из таблицы видно, что функция убывает при х ef-a? l)v(l; + a$, а 
возрастает при х е(-1; 1). При переходе через критическую точку 
первого рода х = 1 у ' меняет знак с плюса на минус. Следовательно, 
в точке х = 1 функция имеет максимум: /(1) = 1/(1 + 1)2- 1/4. 
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6. Определим тонки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости. 

Найдем у : у" — — - 3—_1Л L ~ = 
(л+1)6 Г х + 1 / ( , + 1)4 

у" - 0 при х - 2 = 2 - критическая точка второго рода, 
х = -1 их = 2разбивают числовую ось на интервалы (-aq -/J, (-]: 2), 
(2; + <х>). Определим знаку" на каждом из этих интервалов. 

Заполним таблицу: 

X ( - я * ! ) (-1. 2) 2 (2;+<4 . 

у" - 0 + 

У выпуклая выпуклая 2/9 *о гнута* 

п* п и 

При переходе через критическую точку х « 2 слева направо у" ме-
няет свой знак. Так как /(2) = 2/(2+1)1 = 2/9, то точка (2; 2/9) являет-
ся точной перегиба графика функции. 

7. Определим наклонные асимптоты. Уравнение такой асимптоты 
имеет виду = кх + Ь, 

где к = Нт = Пт —г - Пт —-г = 0 ; 
*->±» * Х-**" х(х +1) (X + 1) 

6= Пт ( f ( x ) - fcc) = lim --г = 0. 

Следовательно, прямая у=0 является двусторонней горизонтальной 
асимптотой. 

8. Построим график функции (рис. 5). 
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Тема 3: Неопределенный и определенный интегралы 

Вопросы 

1. Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства. 
2. Таблица основных интегралов. Замена переменной и интегрирова-

ние по частям в неопределенном интеграле. 
3. Интегрирование простейших рациональных дробей. 
4.Разлож ение рациональной дроби на простейшие. Интегрирование 

рациональных дробей. 
5. Интегрирование тригонометрических функций. 
6. Интегрирование иррациональных функций. 
7. Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции. 
8. Задачи, приводящие к понятию дпределенного интеграла (задача о 

площади криволинейной трапеции и работе переменной силы). 
9. Определенный интеграл как предел интегральных сумм. 
10. Основные свойства определенного интеграла. Теорема о среднем. 
11. Производная определенного интеграла по верхнему пределу. 

Формула Ньютона-Лейбница. 
12. Замена переменной и интегрирование по частям в определенном 

интеграле. 
13. Приближенное вычисление определенных интегралов: формулы 

прямоугольников, трапеций и Симпсона. 
14. Вычисление площадей в прямоугольных и полярных координатах. 
15. Вычисление длины дуги лиши. 
16. Вычисление объемов тел вращения. 
17. Вычисление статических моментов, моментов инерции и коорди-

нат центра тяжести плоской кривой. 
18. Вычисление статических моментов, моментов инерции и коорди-

нат центра тяжести плоских фигур. 
19. Несобственные интегралы с бесконечными пределами и от неогра-

ниченных функций. 
Контрольные гадания 

Задание 3.1. Найти неопределенные интегралы. 
В а р и а н т ы 

1. а)\x4lxA - 5 dx: Ь) ^xtn^dx ; с) \ х 

х — 81 
d) |sin3 4х-cos14х dx. 
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2. a) i ^—dx; b) [xcos(2x-l)dx ; c) \ dx; 
J4*3-2 3 V ' ' (x+ 2kx1 +x + l) 

J ) j cos2 3x dx, 

3. a) fx(x2 ~ 4j6 dx; b)\x-e'Axdx; c) } 
dx _ 

x3 - 8' 

d ) I ^ L D X . 
3 sin4 2x 

x1 + *2 

4. ajfe'x -Jx3dx; b) \-Jxlnxdx , c)\-%— dx, 
x - 6x + 5 

d) isin2 - • cos2 — dx. 
3 2 2 
sin 2x , , , t >., , , f 2x + 3 

5. a)\^-dx; b)\(3x-4)lnxdx; c) / 
cos X sjx 

ä)\ 

- dx; 

5x+ l 

dx 

2-5cosx + 3sirtx 

-fr . - x~l 

6. a)\~=r~dx; b)\x sin~dx; c) f-•-=== 
J >£ 3 2 + 

|ijwx ji«3* dx. 

7. }Jcos2x~ 4.ri»2* <£t; b)\lnxl dx ; c) J 

dx 

-^dx; 

4* + 1 

<*)| y , 
Jf+ 3COJ JC 

d) j cos3* • cos5x dx. 

8. a ) f —-dx; b) U2x ~3)sinlxdx; o f •• dx: 
3 x x' * x + 

9. a) f - = L = <&; b) } arc-stw ^ dx ; c) (T- r-,--- dx; 
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10. a) f ^ * 2 d x ; b) f arctgjxdx ; c) i-jJ^; 
' COS2 3* ' ' yJx + Vx 

d) f A 

5-4 sinx 

IsmaiiHe 3.2. BUMHCJIHTI. HecoöcTBeHHufl Hmeipan tum floramTb ero 

paGXOÄHMOCTb. 

, 7 dx ^ t dx "t xdx A f dx , ? j? , 
1 Izjzz- 2 - I 7TTT- 3- f - 7 = = f 4 5" f * " ' 

6. 1-7== . 7. f — 8.1 — . 9. | -. 10.f—====. 
>0Sl-x Lxz + 2x+2 \x +2x+5 _J

<0l + * + *is Vx-\ 

lajiaiiHe 3.3. BUMHCJIHT1> rmomaßb (JjHrypw, orpaHHHeHHott JIHHH«MH: 

B a p H a l! T bi 

1.y = 2x-x2,y = x2. 6. r = 4(1 + cosq). 

2. xy = 1, y = x, x = 2, y = 0. 1.r~5sin3p. 

3. y = x2,2x + y - 3 = 0. 8. r -2 cos3fpt 

4. y = (x - 4)2, y = 16 - x 2 , y = 0. 9. r = 3 sin2qx 

5. y = ( x + l)2, x + y = 1, y = 0. 10. r = 4 cos2<p. 

lajiaiiHe 3.4. BwHHcnHTb ajumy ayra KpHBoft. 

B a p H a U T b i 

1. r = 2(1; cosq>). 

2.x = 3(t - sin t), y = 3(1 - cos t), 0 < t < 2 m 

3. r = 3(1 - cos <p). 

4.x = 2 cos3 t,y = 2 sin31, 0 < t < n/2. 

5.x- f/6, y = 4 - f/4 MEA^Y TOIKSIMH ee nepeceneHH» c OCSMH 

KOOpAKHaT. 

6. BbiHHCJiHTb o6i>eM Teiia, oöpa30BaHHoro BpaiueHHeM BOKpyr OCH OX 

(JmrypH, orparoweHHoft OTBOMMH y = 4 - x\2x + y - 4 = 0. 

7. BbiHHCJiHTb o6i.eM TCJia, 06pa30BaHH0r0 BpaiueHHeM BOKpyr OCH O X 

4>Hrypbi, orpamweHHoß JDBOMMH y = x2/2, y = x3/8. 

8. BbtHHcraiTb o6i>eM Tena, oöpasoBaHHoro BPAIUEHHEM BOKpyr OCH OX 

cjwrypbi, ORPAHMEHHOFT HHHHHMH y = -x2 + 8, y = x2 . 

9. BbiMHcnnTb o6'beM Tena, o6pa3oßaHHoro BPAIUEHHEM BOKpyr OCH Oy 

4>Hrypu, orparoriercHoft JBÖBWMH y = x3, x = 1, y = 0. 

10. BbiMHCJiHTb O6"bCM Tena, OEPAAOBAHHORO BpanieHHeM BOKpyr OCH Oy 

4>HrypH, orpaHOTeHHoft JTHHHSMH xy = 9, y = 3, y = 9, x = 0. 
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Мподические указания к решению задач по теме 
"Неопределенный н определенный интегралы" 

Таблица основных неопределенных интегралов 

1 = + C (а*-1). 10 
' а+1 1 cosu \ 2 4 / 

С. 

2. iaudu = + C(a>0,a*l). l l .f 
' In и ' 

3. \eudu=eu+C. 

4. J ~ = + С. 

6. I с os и du = sin и + С. 

cos1 и 

8 . J ~ ^ - = - c / g M + C . 17. | 
sin и 

9. f *±- = ln 1 sin и 
'g: +C. 

du 1 и 
arctg — t C(a*0). 

a 

12. Ь 

2 2 a +u a 
du 

-In 
a — и 2a 

a + u 
a -u 

С 

- V<J -и a 

5. jsinudu = -cosu+C. 14 J 
du 

VM 2±fl
J 

— Itvu + \ иг i a1 +c. 

15, ^ s h u - c h u ^ C, 

16. jchu-sh u+C. 

du 
ch2u 

shzu 

• thu +C. 

18. = - c i h u + C. 

Пример 3.1. Вычислить интеграл J (Зх - 4)sin5xdx. 
Решение. Применим формулу интегрирования по частям: 

| udv = uv - | vdu. 

Положим u=3x-4, dv=sin5xdx, тогда du~3dx, v= f sinSxdx= -cosSx. 1 5 
t 1 3 f J (3x - 4)sin5x dx---(3x- 4)cos5x + - J cos5x dx = 

=-- - (3x-4)cos5x + --sin 5x + C. 
5 1 25 
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Tlpunep 3.2. Haümu unmeepan | * + * — ~ dx. 

Pemmue. fTodbiHmegpajtbHan ^ymtfu* xanMemcx paifumanbHOÜ, m.e. 

omnotueHueM deyx MitoeoweHoe. fTocKomKy cmenenb tuc/tutnenst dpo6u 

ebtuie cmeneuu 3naMenamem, mo uyMcno auMmtrm tfenyto <tactm>. 'JJm 

smoeo pa3demm 'mc/mmejib na SHOMmcumnb no npaaiviy de/iemw 

MHoeouteHoe. 

xs + x3 + 8*- 2 jx3 +8 

je3 - 2 

" x1 +8 

- 1 0 

B pejy/tbmame öenenun nonynaeM 

* ' + * 3 + 8JC-2 * + l - 1 0 

x 3 + 8 ~ x 3 + 8 

CnedoeamenbHo, 

r x 4 + x 3 + 8 x - 2 . f . . dx. 

J T ~ i dx = l ( x + l ) d x ^ l 0 f 
x3 + 8 J ' ' J * 3 + 8 

x1 dx 
= — + * I0f-

2 j * 3 + 8 

JJpo6b --- po3no3icuM Ha cyMMy npocmeüuatx dpoöeü: 

x + 8 

1 1 A Bx+C 

jt3 + 8 (x+2)(x2-2x+4) x + 2 x
1-2x+4' 

1 = Afx2 ~2x + 4) + (x + 2)(Bx + C). 

HaüdeM A, B, C, npupamuea» KoatfitpuifueHmbi npu oduHaxoebtx cme • 

nenxx x. 

x° 

A+B=0 I 

2B + C-2A-0 > =>A = 1/12, B = -1/12, C = 1/3. 

2C + 4A- 1 ) 
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1 1 -ДГ + 

дс + 8 12 x+ 2 jr - 2*+ 4 12 ^ ' 12 V 2 x + 4 

12 r 24 V - 2 * + 4 12 24 V - 2 * + 4 

12 . 24 - 2 * + 4 4 V - 2 * + 4 12 ^ ' 

- 2 * + 4 + i f = — 2 | — — / и ! * г - l * + 4 + 
24 ' • 1 + 3 12 1 ' 24 1 1 

1 J f - l _ 
+ — p «гс/g —•=- + C. 

4л/3 л/3 
Итак, 

, x4 + * 3 + 8* - 2 . x s , . , 1 , , „, 1 , i г л л\ | — dx- — + x- 10(—-Mx + 2 ln\x - 2x+ 4 + 3 je3 + 8 2 ' 12 4 1 24 1 1 

+ + С=г -Jts + * - — ir&x + 2| + — !n(x2 - Ъ + A) 
4 Л Л 2 6 1 1 12 

a r e t e — + C. 
2 Л Л 

Пример 3.3. Вычислить несобственный интеграл 
? d* ) — или доказать его расходимость. 

Решение. 

j * _ . ] • * _ 4 * _ . « . J — 

Л * 1 + 4 * + 9 Л * * + 4* + 9 ол г+4дс + 9 <»-—£ (* + 2)2 + 5 

ь 
+ * 

0 , 1 х+г? 
+ lm-р arete--уН ; 

Л !о 
иш I -Г = lim -= arctg— 

+ 2) +5 *-*-«> Л Л 
1 2 1 яг 1 л- 1 2 я 

- T s ^ r ^ T s r ^ T s ^ T s = Л ' 
Интеграл сходится. 

Пример 3.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 
г - asin 3</х 
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Peuietiue <Puzypa, nnoujadb Komopoü HVMCHO Haümu, npedcmasmem 

coöoü mpexnenecmKoeyio posy (puc.6). B cuny ee cumtempuu docmamon-

HO «btHucnumb nnoufadb nonoeunbt juoöoeo nenecmxa u pesynbmam yMHo-

oicumb na 6. 

Puc 6 

ITnoutadb KpueonuHeüHOio cexmopa s nompttoü cucmeMe Koopdunam aw-

wowemca no ipopMyne 

. ß 

S= -JrVffV^ 

CnedoeamentMo, UCKOMOX ftnou^adb 

n n 

dq>= 
3a 

3a 7t 

6 

na 

flpuMep 3.5. BbiHucnumb OÖSCJW mena, oßpasoaaHHoeo epauftnueM 

aoKpye ocu Ox tßutyp bt, ozpamtvemoß mwunMU y = x2, x + y = 2, y=0. 

Peuierute. HaüdeM aßct/ucct* movere nepeceteuusi napaSmw y = x u 

npOMoiiy = 2 -x. Peuiaxypamemex2 =2-x, HaxoduMX, = -2, x2 = 1. 

fiaHHax faizypa (puc. 7) cocmoum m dsyx Haarteil: nepsoü - oipmunm • 

HOÜ caepxy napaßonoü (0 <x <1), u «mopoü - oepaHuvemotl d*pxy npn-

MOÜ (I <x £2). Cmay <f>utypa ozpaHUHeua npuMoüy = 0. 
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Поэтому V = V, + v 2 = 

}tjx*dx+ я | ( 2 - *)2dSt = л V 
J 

Ц П fi 8 _ + _ - — n 
5 V 15 

Тема 4. Функции нескольких переменных 

Вопросы 
1. Определение функции двух и более переменных. Предел и непрерыв-

ность функции двух переменных. 
2. Частные производные, их геометрический смысл для функции двух 

переменных. 
3. Полный дифференциал функции нескольких переменных. Дифферен-

цирование сложных функций, инвариантность формы полного диф-
ференциала. 

4. Дифференцирование неявных функций: /(х, у) ~ 0, Р(х, у, г) = 0. 
5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Геометрический 

смысл полного дифференциала функции двух переменных. 
6. Частные производные высших порядков. Формулировка теоремы о 

независимости частных производных от последовательности диф 
ференцирования. 

7. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые условия 
экстремума: 

8. Достаточные условия экстремума для функции двух переменных. 
9. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа. 

10. Наибольшее и наименьшее значения функции двух переменных в 
замкнутой области. 
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IL 3MnupuHecKue (fropMyju*. Onpedenenue napaMcmpo« 3MnupunecKux 

<f)opMVA MemodoM HauMemuiux Keaöpamo«. 

KomfMUibHbie xuamui 

IsmaifHe 4.1. Haft™ TTOJIHMM ÄH^EPERAIHAJI <T>YHKHMH. 

B a p H a a i u 

1. z = /«f 1 + —•-1. 2.z =sin2<2x-y). 3 . z=tntg~. 
v y ) x2 

4.z-arctg — , 5.z-^co.s(2x-y). 6.z=e"1~y'. 

7 . * = ^ — % . z = t g 2 [ 2 x - ^ y 9 . * = W ( * * - / ) . 
x -y 

10. z 

k W O H e 4.2 

X 0^2 *' ^ 
1. flawa $yraapw z = -. noKa3ari>, HTO * = 0. 

y axty c%> 
Cp'Z 02Z 

2. /Jana ^ymopui z = sinfx + ay). noKa3aTb, HTO —- = A1 —-. 
6y1 3c 

3. iJaHa ^yraemtfl z = e"y. iloK33aTi>, HTO x2 ~-y2 ~ = 0. 
äcl d?2 

o 
4. /Jana ^yraoora z=-. ' 

x 

n . I d2Z „ 
HOKANATB, HTO X —- T 2xy + V — - = 0. 

de2 y &dy ' ey2 

5. flana ̂ yracmw z = In - +x3 - y3. 

y 
IloKasaTb, HTO x—+ y — = SF*3 - v3 I 

& Sy \ ' 

6. flaHa fyHMwa z = y In x +x In y. 

LLOKA'JATB, HTO X — 4 Y — = x + y +z. 
dx ty 
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7. ßawa 4)>™uhh z = cos y +(y-x)sin y. 

d2z 
IloKaaaTb, HTO (X - y) —— = ~. 

ckcy cy 

8. /Jana 4>ynKHHH z = e*/y, noKaiaxb, HTO y —— = — - ~. 
äccfr dy ehe 

9. flana (JiyHKiiHH z=e* y . 

TT 1 D 1 ' "» ^ 2 Z 1 « 
rioKa3arb, HTO x —T-ixy + y —~ + 2xyz = 0. 

ßc1 && & 
10. J\md (JjyraatHH z = e* x. 

i? f 2 •> d1 z 
RIOKA3ÄXB, HTO — [ * —R|-Y — - 0. 

«3c V <3(7 dv 

MENVIH>IECKHE yk-I»MIIIHH K peuieHHio iipHMepo« no R E W 

" O y H K u m i HtcKaibKHX nepeMeiiiibix" 

f/puMep. Haümu nommt dutfxpepenuuan (frywafuu 

z = tg(3 - 2yx). 

Peutenue. 

<k = — dx + -— <ty. 
3c 

dt _ -2y1 . ck -Axy 

<3t ~ cos2(3-2y1x) fy ~~ cos2(3- 2yixß' 

cos*(3- 2ytx} cos2 (3- 2y*x) 

TeMa 5. AM$4>epeHiiHaJibitbie } P a ö l H ! H i , H 

B onp o c u 

1. ffu^HpepwnuaJibHbte ypaentHun (ffy). Ocnotmue noHHinun. 

2. ffV nepeoio nopadxa. 3ae>ana Kouut. 

3. VpaeneHUH c pajdenmoupiMucn nepeMeHHbvm, odHopoöHue, 

nuHeüHue, ypaeueHua BepHymu. 

4. Memod 3ünepa peuiemtM 3a0anu Kouut öjih jjy nepeozo nopndxa 

5. jjy ebicuLux nopxdtioe. 3adaua Kouut. 

6. ffy emopoio nopaöKa, donyacaiditfue nonuxemte nopxdxa. 

7. JluHeüHbie ffy ebicuiux nopaöKoe. 
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8. Линейные ДУ с постоянными коэффициентами. 
9. Системы дифференциальных уравнений. 

Контрольные задания 
Задание 5,1. Найги общее решение или общий интеграл дифферен-

циального уравнения первого порядка. 
Варианты 

1 . х у ' - у = у2. 6. (х+х 2 )у ' - (1 + 2х)у = 1 +2х. 
2. у' - ysinx = sinx-cosx. 7. xdy - ydx = vdy. 

У У 7 3. xy'cos - = y c o s - - X . 8. y - x y ' = 1 + x y'. 
X X 

4. e + x2)dy - 2x(l + ey)dx = 0. 9. у' - у = xy!. 
* 3 « 

5.3xy'-2y = 10. y' - 2xy = 2x-e* . 
v 

Задание 5.2. Решить дифференциальное уравнение второго 
порядка, используя методы понижения порядка. 

Варианты 
1.у"у3=Ч. 6. 2уу" = 1 + (у')г. 
2. (х + 1)у" - (х + 2)у' + х + 2 = 0. 7. у" -tg у = 3(у')2. 
3. у"= (1 + (У)2)3/г. 8. у" + y'tgх = sin2x. 
4. x Jy" + ху' = 1. 9. хгу* = (У')' • 
5. x-lnx -у" - у' = 0. 10. ху" - у' = е* • х1. 

Задание 5.3. Найти частное решение дифференциального уравнения, 
удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

Варианты 
1. у " - 4у' + 5у = 2 х У , у(0) = 2, у'(0) = 3. 
2. у " + 4у = 2sin2x - 3cos2x, y(it) = 0, у'(и) = -Зя/2. 
3. у " - 5у' +6у = (12х - 7)е* +12, у(0) = у'(0) = 2. 
4. у" - 2у' + 10у = sin3x + е*, у(0) = у'(0) = 1/9. 
5. у " - Зу' = е3* - 18х, у(0) = о', у'(0) = -2/3. 
6. у" -5у' + б у = 1 ЗзшЗх + 1,у(0) = 3/2, у'(0) = 1. 
7. у" + у = cosx + cos 2х, у(п) = -1/3, у'(п) = 0. 
8. у" + у = е'" + 2cosx, у(0) = у'(0) = 1/2. 
9. у" - Зу' + 2у = Зей + 2х\ у(0) = 3, у'(0) = 5. 

10. у » + Зу' - 4у = е~" +хе х, у(0) = 0, у'(0) = -11/30. 

Задание 5.4. Найти общее решение системы ДУ и ее частное 
решение при заданных начальных условиях. 
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7. 

9. 

dx 

dt' 

dy_ 

'dt 

iix 

dt ' 

dt 

dx 

dt 

±-
dt 

et 

dt 

[DT 

dfc 

dt 

± 

dt 

x-5y, x(0) =5,-

2x-y, y(0) = 1. 

2x -3y, x(0) =1; 

: 3cc + 2y, y(ö) - 1. 

x + Sy, x(0) ^ - 1; 

-x - 3y, y('O) = 1. 

x(0) = 2 ; 

= 4 *-3y , >-ro; = 2. 

^ -4* + 4_y, y(0) = 5. 

B ap uanm u 

'dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 

dy 

.dt 

dx 

dt' 

,DT~ 

DT 

dt ' 
±. 

dt 

~DX_ 

dt 

± 

ldt 

- x + y, x( 0) - 0; 

= -2x + Ay, y(Q) = -1. 

= 3x -y, x( OJ—l; 

- 1 0 x~4y, y(0; = 5. 

-x + y, x( Q) -- 0; 

6. 

8. 

10. 

-x-3y, y( 0) = -1 

3x-2y, *(0j-l; 

4 * + ly, 

- 2x - 5y, 

i 5x - by, 

y(0) = 0. 

x(0)~ 0; 

y(0) - —3, 

MeTO^HMecKHe yKaiawiH K peiiieiiHH) WNAN no TCM« 

'V^HcjMjiepeHUHajibHbieypaBiieiui«" 

ripuMep 5.1. Haümu aöutee pewenue jjy nepeoeo nopadtca: 

xy' + y = y* In x. 

Peuienue Pa3dejiue neeyia u npaeyio nacmu ypamenust na x, nony^aeu 

y lnx-y1 

y'+ - =- • 
* * 

3mo ypamenue BepHyjwu. UpuMemiM nodcmanoexy y = uv: 

, , 1 Inx 2 2 
u v + Uv +.- uv =—- « v ; 

* x 

v. lux 22 , , , 
u'v + u(v'+ -) = — u v . (*) , 

x x 
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<PyHKijUK> v(x) «uöepeM matc, Htnoöbi ewpaoKenue, cmoxufee « Kpyzin*x 

v 
CKOÖKOX, oöpaufanocb e Honb. v' + — = 0. 

X 

Tax KMC nocnednee ecmb ypaeneuue c pcadenmottfUMUcn nepeMeimuMU, 

dv dx (dv f dx , , , - 1 
mo UMeeM : — = , — = -1 — /« v = - /«* =>v = -, 

v x J v J x x 

IJodcmaeue maneiiue v e ypaeneuue (*), nonynaeM dnx u(x) ypaene-

nue cpasdemioiquMucft nepeMenubmu: 

Inx , 1 du lnx-dx 
u'=. u — => — = — — . 

X x u' 

Hnmezpupy« smo paeencmeo u rtpiwemn (popMyny unmezpupoeaHWt no 

nacmxM K uumeepany, cmoxufeMy cnpaea, UMeeM: 

1 Inx e dx Inx . 1 „ x 
-+ — = - + C 

u x
 }

 x1 x x 1 + ln 'x-Cx 

CnedoeamenbHO, ooufee peuienue ucxoönoeo ypamenun UMeem eud 

y = uv = 1/(1 +ln x - Cx). 

IlpuMep 5.2. flpouHmezpupoeamb dutpfiepeHifuanbHoe ypaeneuue 

yy" + y'2 = 0. 

Peuienue. 3mo ypaeneuue euda F(y, y\ y") = 0. OHO ne codepoicum «eaa-

eucuMoü nepeMemoü x. Ecnu nonootcumb y' = p(y), a 3a uoäyio nepeueu -

Hyto npuHxmb y, mo nopHdox dannozo ypamenun nomaumcn. na edmutfy. 

TIpouieodHyto y " naxodam no npaewiy du^xpepentjupoeaHUSl CAOOKHOÜ 

(pyHKifuu: y"= —y'- — • p. 
dy dy 

Flodcmaensta manenuH y' u y" e ucxodnoeypaeneuue, nonynaeM ffV 

nepeozo nopndxa omnocumenbuo (pywaftiu p(y) euda 

ypp' + p' = 0 unu p(yp' +p) — 0. 

llycmb p Toiöa yp' + p = 0 um y dp = -p dy. Pa3denue o6e nac-

muypaeuenux na py u npommeipupoeae nonyneHHoe paeencmeo, 

nonynuM J ^ R ^ - J ^ => lr\p\ = -lr\y\ + /«|C,|, => p-~. 

Tax Kaxy' = p, moy' = Ct/y '=> ydy = C; dx. 

IJpoUHmezpupoeae nocnednee ypaenemte, nonyimt oöufuü uumezpan 

UCXOÜHOZO ypaenenusi: y?/2 ~ CjX + C2 unu y2 = 2(Ctx + Cy. 

B xode peutewiH Mbi denunu Ha py, npednonojicue, umo p #0, y 

Ecnu OKe p = 0, mo y ' = 0 y = C. 3m o peuienue ucxoönoeo ypamemm 

Moxem öbtmb nonyueno m oöufezo unmeipana npu Cs = 0. 'lacmnoe 

peuienue y = 0 mootce exodum e oöujuü unmeepan npu C ; = C2 = 0. 
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IIptiMep 5.3. Haümu uacmnoepeuienue /(V y" + y — cosx + e" . 

yöomemeopstiou{ee nanajibiibiMycnoeuau : y(n) - e",y ' (it) = -n/2. 

Peuienue. 3mo nuneünoe neodnopodnoe ffY c nocmotuwuMu ko34>4>u -

ifuenmaMU u cneifuanbnoü npaeoü nacmbto.Haxodwu oöutee peuienue 

coomeemcmeyioutezo oöHopoduozo ypaenenun y" + y - 0. Bzoxapan-

mepucmunecxoe ypaeuenue k + 1 = 0 wueem xopnu kt = i. k: •--• - i. 

B omoM cjiyvae oöutee peuienue oÖHopoonoio ypamenux uMeem md 

y-C^ cosx + C', sinx. 

Tax KUK npaean nactm ucxodnozo ypaenenu» npedcmatmnem coöoü 

cyjimy deyx tpyMajuü /j(x) + f2(x) cnetjuajibHoeo euda, mo ezo uaemnoe 

peuienue y uufeM e eude y - y t + y 2, 

ide y i - HacmHoepeuienue ypaanenuH y" + y — fi(x) — cos x. 

ä y i - lactrwoe peuienue ypaenenux y" + y~f)(x) ~ e'. 

Bud Hocmnbtxpetuenuü y j , y 2 ortpedenneM comacno maönutfe: 

OpaBaa nacti, /<x) 

JW 

KopHH 

xapaKrepHcririec-

Koro ypaßneim« 

BHÄ nacTHoro 

peuieio« 

y 

P^x) MM«:®) 0 He HBfl.KOpH. 

xapaicrep.ypaBH. 

HHCJIO 0 - npoctott 

KOPCHB xapaKi.ypaBH. 

R»(x) 

xRn(x) 

Ae3" MMCOO am «BJI.KOPH. 

xapaicrepHCT.ypaBH. 

HHCJIO a-KopeHb 

KpaTHOCtH "K" 

xapaKr.ypaBHeHHH 

Be*" 

B x V * 

e ^ x ) "•IHCJIO a He HBJI. KopH. 

xapmepHCT .ypaBH. 

HHCJIO a-KopeHb 

KpalHOCTH "K" 

xapaKT.ypaBHerow 

e ^ x ) 

xV i xR„(x) 

e<a(P„(x)cosßx + 

+ Qm(x)sinßx)-

MWCNA a ± iß He mn. 

KopH.xapajfr. ypaBH. 

MHCNA a ± iß - KOPHH 

xapaKTepHCT .ypaBH. 

eoa:(Rv(x)cosßx + 

+ Sv(x)sinßx), 

v = max(n, m). 

xe"*(Rv(x)cosßx + 

+ Svfx)sinßxj 
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Tax KOK fi(x) = cos x = E cos (1-x), m.e. A = 0, ß~ 1, P„(x) = 1, 

Q„(x) - 0, v = max (0, 0) = 0 u nucna a±iß = ±i nanmomcst Kopwum 

xapaKmepucmimecKwo ypaeueHux, mo y t uufeM e eude 

y ! = xfAcosx + Bsinx). 

Toeda y - (A + Bx)cosx + (B - Ax)sinx; 

y"t = (2B - Axjcosx - (2A + Bxjsinx. 

IIodcmaenaH 3mu ebipooKenux eypameme y" + y = cosx, MH ÖOKHCH6* 

nojiymmb mooKöecmeo 

2(Bcosx - Asinx) ~ cosx => B = 1/2, A ~ 0, m.e. y t~ 1/2 xsinx. 

FLAUEe, max xax f 2 (x) = e* = 1 • e' x, m.e. A = a = 1 u HUCJIO a - 1 ne 

xememcx xopneM xapaKmepucmmecxoeo ypaenenux, mo y 2 uupeM e eude 

y 2 = Ce*. IJodcmawinx 3mo nacmuoe peuienue e ypaeneuue y" + y = e*, 

donoKHU nonyuumb mooKÖecmeo 2Cex &ex, omtcyda C = 2 /2 . 

TÜKUM 06pa30M, y = y / + y 2 = 1 / 2 (xsinx + ex), a oßufee peuienue uc-

xoönoeo ypaenenux uMeem eud 

y ~ y + y ~ CiCosx + C2sinx + 1/2 (xsinx + ex). 

HaüdeM menepb nacmuoe peuienue ucxodnozo ypaenemik, ydoenemeo-

pmoufee sadannbiM nananbUbiM ycnoeuxM. npodurfxpepeuifupoeae oßufee 

peuienue, nonynuM: 

y' = C2cosx + (1/2 - Ct)sinx + 1/2 (xcosx + el). 

nodcmaenjtH e ebtpa.-m.enux dm y u y' nanaiibHbte ycnoeux x = n, y = e", 

y' = -n/2, nojiytUM cucmeMy ypaenenud 

2 ^ <?" 
=> C , = -C , = — . 

C _f + fl = _f 2 

1 2 + 2 ~ 2 

Cneöoeamejibno, ucxoMoe uacmnoe peuienue imeem eud 

y = 1/2 e"(sinx - cosx) + 1/2 (xsinx + e). 

IIpUMep 5.4. Haümu oöupee peviemie cucmeMbi du4>4>ePeHliuant>Ht*x 

ypaenenuü u ee nacmnoe peuienue npu 3adanHt*x uaiajibHux ycnoeusix 

dx „, . 
— = 4x-y, x(Q) 

\ d t 
1 dv 

- f = 2 y+x, y(0) = Q. 
dt 

43 



Petuenuü. CeedeM cucmeMy k ypamenuio emopoio nopHÖKti omnocumenb 

HO (fryHKifuu x(t). llmo6w ucmiOHumb y(t), npodujt^iepenifupyeM no t 
^ . T . 

dlx . dx dy 
nepeoe ypamenue cucmeMbi: = 4 — - • . 

Omaoda u us nepeoeo ypaenenux cucmeMbi mteeM: 

du , dy dzx , dx 
y 4- 4x, — - r- + 4 — 

dt dt dt1 dt 

llodcmawineM etapaptcenun y, dy/dt eo smopoe ypamenue cucmeMbi: 

d2x dx J dx 1 
_ + 4 — = 2 ¥ 4x + x. 

dt1 dt V dt ) 

TÜKUM oöpaaoM, ÖJIN (pywaiuu x(t) nonynunu ypaenenue 

dzx £dx 6 — + 9* = 0. 

dt dt • 

Eao xapaKtnepucmmecKoe ypamenue k1 - 6k + 9 = 0 UMeem Kpamntxü 

Kopeub kjj - 3. Cnedoeamemno, x(t) = (C, + C^tje''; 

y(t) = - dxldt + 4x = -3(Cj + C2t)e3' - C3e
n + 4(Ci + Cu)e

u = 

= en('C2 + C, + C2t) - oöuieepeuienue ucxoönoü cucmeMbi. 

HaüdeM maKMce nacmnoepeuienue, ydoenemeopHKmtee SADANHUM nanaub 

HbiM ycjioeuxM. IJodcmawxH e o6uf.eepeuienue nava/wnueycjioeux t = 0, 

ff , = 1; 
x = l,y = 0, nonymui: | c _ c _ 0 => ci = - 1 

Cnedoeame/ibno, ucmMoe uacmnoe peuienue mteem eud 

x(t) = (l + t)eu, y(t)=te3'. 

Tema 6. KparHbie HHierpanbi. KpHBOJiuHeiiiibie h noBepxuocriibie 

Hinerpajibi 

B onp o c bi 

1. fleoünoü unmezpa/i u eeo ceoücmea. 

2. Bbinucnenue deoünoeo unmeipana e npüMoyzojtbnbix Koopdunamax. 

3. PeoMempüHecKue npunootcenusi öeoÜnoBo unmeipana: ebinuc/ienue wio-

ufadu nnocKoü 4>uzypbi, ebiuucnenue onteMa tnena. 

4. laMena mpeMemwx e deoünoM unmeipane. fleouHoü UHmespan e no -

nsipHMX Koopöunamax. 

5. 0U3WiecKUe npuno.menuH deoünozo unmeipana: Macca, ijenrnp muMcec-

mu u MOMenmk uneptfuu. 

6. Tpoünoü unmeipan. Bbinucnenue mpoünaso unmeipcuia. 

7. SaMena nepeMemibtx e mpoünöM unmezpane. Tpoünoü unmezpan e 

ilwiundpmecKux u ctpepuiecxux Koopöunamax. 
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8. HpunoMcenusi mpoüHoio unmezpana: oö*>eM tnena, Macca mena, Koop -

Ounambt ifeHtnpa mn^cecmu mena. 

9. Kpueo/iuHeüHbiü unmeepan nepvozopoda, ocnoenwe ceoücmea, 0tiwc~ 

nenne. 

10. Kpuaonuneüimü unmeepan emopoeo poda, ocnomue ceoücmea u eu ~ 

Hucneuue. 

11. <PopMyna rpuna. 
12. Ycnoeu» M3aeucuMocmu Kpueonuneunoeo unmespana emopoeo poda 

om nymu unmeepupoeanun. 

13. ripunojKeHun Kpueonuneünux unmeepanoe: dnuua dyeu, Macca dyeu, 

Koopdunambi ifeumpa mstotcecmu. paöoma. 

14. IloeepxHocmHbiü unmeepan nepeoeo poda, euHucnenue. 

15. TloeepxHocmHbie unmeipanu emopoeo poda, ewmcnenue. 

16. Bunucnenue ee/iunun nocpedcmeoM noeepxnocmnbix unmeepanoe: 

nnoufadb noeepxnocmu, Macca, Koopdunami* uenmpa mnoKecmu. 

Koinpojibiibie iaaanwi 

JswaiiHc 6.1. MiiMeHHTb nopjfflOK HHTerpupoBaHHa B Hmerpajiax: 

Bapuaurttbt 
4 x 2 6-«r 3 * 

1. \dx\f(x,y)dy. 2. \dx \ f (x,y)dy. 3 \dx\f(x,y)dy. 
0 1_ n %X o 1 

2 3 

1 Jx 1 3x 4 x 

4,\dx\f(x,y)dy. 5. \dx\f(x,y)dy. $.\dx\f (x,y)dy. 
O l 0 Ii O l -X -X 

3 4 

7. \jy]f(x,y)dx. 8. ]dy] f(x,y)dx. 9. \<h \f(x.y)dy, 
-1 / 11 0 x 

y 

i i-y 

10. \dy\f(x,y)dx. 
o , _ 

3a,iaHHC 6.2. BMHHCJIHTI. C noMonq>fo ÄBOHHOPO lurrerpana iinoma/ib 

oßnacra. orpatwieHHoft JBOBWMH. 

B apuanm bi 

1 y ~ x ' - ! . y " 2 * 2 x 6. y ~ 6 x, y - 7 - x . 
2. y 4x. x • 2 7 y -- 0, x 1. y = x3 . 
3 v x* •»4. y - -x2 i -I. x 2 S x - 0, y = 0. x 2. y - e* 

4- v x7 12. v ~ -x2 +2. x = 3 9 x - 0, v 1, y - 3, y - I x 

5. y ix - h'\ y' - \ - 1 10 v ' x i 2, x - 2 



3a/iaHHe 6.3. C NOMOIAWO rpottHoro Hirrerpajia BM'WCJIHTI. o6teM Tena, 

orpaHfweHHoro noBepxiiocrjiMM. 

B ap ua um u: I. z-(9-x2-YJ)"2, x 2+y 2-z 2 = 0. 

2. y = x2, z = 1-y, z = 0 . 

3. x2 + yJ = 1, z = x2 + y1, z = 0. 

C noMomwo KpHBOHHHeftHoro HHTerpana 1 poaa BUHHCJUttb JUWHY SIHHSIK L 

f x=2acost~ acoslt; 
Bapuanmu: 4. L: \ Q<t<2n. 

[ y-2asmt-asin 2t, 

5. L : p = a(l + coscp). 

r 3 x = 6acost; 
x=2acos t; 

6.L:{ . TT. 7. L: 
y=2asin t, 

y--6asint; 0 ä / <, 2n. 

C NOMOMBIO NOBEPXHOCTHORO Hwrerp'ajia 1 po/ta BUHHCIIHTI. nnomaflb 

noßepXHocTH S. 

Bapuaumbi; 

8. S: z = x2 + y 2 , BupeiiauHofi mmmmpoM x2 + y2 = A . 

9. S: nojiyc(}>epH paflHyca R, Bbipe-saiiHOH UJUBIHAPOM x2 + y2 = R2 / 4. 

10. S: z2 = x2 + y2,3aionoHeiffloßMe»wy z = 0 H z = L . 

MeroüHHecKHe yKaian»ui k peiuetiHio m;ia'J no reine 

"KpaTHbie HHTetpujibi. KpHBOjiMiieHHhie H iioBepxitocnfbie H H I « I paribi" 

IJpUMep 6.1. UxMemanb nopnöoK uumeipupoeaHusi e unmeepajie 

a^tfyj f(x,y)dx. 

i o 

Peuienue. 3öecb oönacmb uHmeepupoeanux oipaHunena npRMbiMu y = 1, 

y = 3, x = 0, x = 2y. Ha nepme^ce ona npedcmamuem mpaneyuio ABCD 

(cM.puc.8). y' 

D K 

- ' x - 2y 
A 

B(2, l ) 

0(6, 3) 

2 3 4 

Puc.8 
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üpu uumeepupoeaHuu e öpveoM nopudxe, enanane nov, neoöxoöuMo pas-

öumt oönacmb ABCD npgMoü BK na oee uacmu, m.K. HUMCHHH HUHU» epa-

«m/w 3tnoü oöjiacmu cocmoum ui Oeyx uacmeü AB u BC, Komopue uMexnn 

paä/iuHHbte ypaenenu»: y - I, y -x/2. 

Bcnedcmnue 3moeo unmeepan 3 npu uxueneuuu nopudxa uhmetpupoea-

HUH öydem paeen cyMMe deyx unmeepanoe: 

3 ly 2 3 6 , 3 

3--- \<fy[f(*.y)d* = \dx\f(x,y)dy^\dx\f(x,y)dy. 

1 0 0 1 2 * 

1 . 

IIpuMep 6.2. BuHUcnwm nnoufadb nnocxoO oönacmu D, oepanuveHHoß 

HUHUUMU y - 2, y = X2 - 1. 

Peuienue Oönacmb D UMEEM eud (puc. 9). 

Puc. 9 

Oönacmb D cuMMempuwa omnocumenbuo ocu Oy, nosmoMy docma-

moHuo tibtnuciiumb n/ioufadb npaeoü nonoeuHbt oönacmu D u pesynbmam 

ydeoumb. Coenacno (jiopMyne dna eunucnenua rmoufadu nnacxoü oönacmu 

D na nnocKocmu xOy 

S = \\dxdy 

D 
moufadb UCKOMOÜ oönacmu paena. 

7 »/yTt i i | 

S 21 dy l dx 2 \ \y • 1 dy 2 f (y »Ii2 d(y + \)=4>f3. 

-1 o ' -1 i 

flpu.Hep 6.J. Haumu oöbe.u mena, oppaniiHeHnoeo noeepxnocmHMU 

xz + / - 2x, y > 0. 2 - 0, 3 = l 

Peuienue JJ.ni ebiuucneauH uöbCMu mena eocno/ibiyeMca (popMywü 

V r- jjj .tclydz 

T 
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To.io TuMeem und (cM.puc. 10). 

z 

S 

-*y 

Puc.10 

[JepettdeM K tpttuHdpuvecKUM KoopdunamaM. YpatmeHue noeepxnocmu 

= 2x «ifUjiimdpuuecKttx Kodpdunamax uMeem eud p1 - 2p cos<p 

um p ~ 2cos<ß ide 0 < <p< tt/2 (cM.puc. 11). 

m . 

x'+yJ=2x 

->x 

PIK. 11 

.n/l Zcosy 3 

r = H l dxdydz = ||| pdpdipdz = | d<p | pdp^ cfc = 3 j 

r 

«/2 

o 

2 2 cos q» 

p 

2 
0 

dtp -. 

o 

- 6 f cos1 <pd(p~: 6 f j = -t 

IlpUMgp 6.4. Bbiuuc.iumb d/iu/iv dyi-u oönoü ap*u uumoudt* 

x ~ alt - sm/), v = at 1 - costi. 

Peuienue. JJmiHa dy?u HJIOCKOÜ nuuuu, laäaHnoü napaMempuuecm, 

Hucnnemcn c HOMOUIÖIO Kpugo.iuHeiwoio iiHmeepana no <f)opAiyie 

L-fcB. Jf ^ Ä 
' \ v dl dt 
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ß,u^j>npeHifUpytu no I napOMtmpuHtcKUt ypamenu» tfu/oioudbt: 

dx/'dt = a(l - cosl); dy/dt a asint. 

HupoMemp iMtHnemcH om t => 0 do t * 2n. CnedoeamttoHo, UM*CM 

U 1« 

L = jja2('l ~ cast)2 + al sm1 i dt = j a^2(\ - cotl)dt = 

o o 

2* I J~ U i 2* t / 

- a | . 4stn2 - dt - 2ajsin-dt - = 
n V 2 n 2 2 v2/ 

4 a cos- 8a. 

HpuMep 6.5. BbiHucjiumb nnoufadb nacmu noeepxnocmu napaöonouda 

x' + y1 - 2z , etupeiannoza yuuiudpoM X1 + y* = 1 (puc. 12). 

Peuienue rinoutadb noeepxnocmu S, aadannoB ypaenenutn z - /fx, y), 

naxodam no (poptyne 

ih ypamtenwi napaöonouda naxoduM: 

<i/iy - y. Oönacmb Dxo> ecmt xpyi 

z 

Puc. 12 

a« i 
S - tfyll + x1 + yldxtfy = \dp\fii p1 pdp 

0 0 

1 \ 
\d9\i\ + p l r 1 d a + pi)=.\\(\ + p1)y\d9 

0 0 

ii , i(i4l - i) 
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TEMA 7. BeKTopHbitt anajiHi 

B o n p o c w 

/. CncuwpHoe none, nimmt ypoem, noeepxhtocmu ypomx. npouseoduax no 

Hanpannenum. 

2. rpaduettm cnannpHoeo no.ist, 

3 BeKmopuoe none. Bektnopubie JIUHUU, eeKmopum mpyÖKU. TJomoK eeK -

mopnoio no.in uepei noeepxuocmb. 

4. ffunepzenifUH eetcmopnoeo noiw. <PopMyna OcmpoipadcKoeo. 

5. JIuHeiiubtü unmegpwi u nuptcynrnfun «eKmopaoio nonn. 

6. Pomop eemiopnoeo no.ix, meopeMa CmoKca. 

7. TlomemiuanbHbie u conenouöamHbte eetcmopubie nonn. 

8. Onepamop l aMuibmoiia, no ucnonb3oeauue e eenmopHOM aucuuae, 

KoiiipaiHiibie wmtHwn 

3anaime 7.1 

1. /(ano cra.;i>rpnoe none u = 4x3 - 3y H TOHKH M( 1 ;0) H N(4;5;0). 

HafnH npoM3Boanyio IIOM U B TOHKe M no nanpaaneiiHio, HaymeMy K 

TO'IKC N. 

2. ßano cKajmpnoc none u = ̂  + / - 3x + 2y n TOHKH M(0;0;0) H 

N(3;4;0). Haltra npoinBO/wyio noji« u B TOHKe M no HanpaBnerano, 

HFLYMCMY K TOHKE N. 

3. ßano crannpHoe none u -xy +yz •+• In TOHKH M(0;2;4) H N(12;-5;-8). 

Hafen npoioBoanyio IIOJIK U B TOHKe M nö iiartpa&neitHio, HaymeMy K 

TOHK« N . 

4. Jlano cKajinpHoe none u =xy + yz + xz H TOHKH M(2;l;3) H N(5;5;15). 

Hafen npoi«Bo;inyio no;w u B TOHKC M no iianpaB-neHHio, naymeMy K 

TOHKe N. 

5. JJatio ocanapHoe none u - / + J H TOHKH M(0;l;2) H N(0;3;6). 

Hafen npomBo/myio nojw u B TOHKe M no HanpaaneiBiio, HFLYMEMY K 

TOHKe N. 

6. ftano CKajiMpnoe none u =x2 + y + zl - 2xvz H TOHIO M(L;-L;2). 

I laiiTH rpaaneirr CKANAPHORO IIOJM U B TOHKC M H HaH6om>uiyio 

CKopodb Bo^pacTainw nonn. 

7. /1/ano cKajDipnoe none u =2x* +3/ - z! H TOHRB M( 1;-1,2). 

Hafen rpajiHeHT cKannpuoro nojw u B TOHKC M H Han6oJH>uiyio 

CKOpOCTb B03paCTaiBM IlOJlfl. 

8. flaHO CKampitoe none u =3x2y - 3xy1 + y' H TOHKa M(l ;2;0). 

Hafen rpaaneHT cKanapHoro nonn u B TOHKe M H HaHÖonbinyio 

CKOpOCTb B03pacTaima no/w. 
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9. flaHO CKajxapHoe no/ie u =xyz H TÖHKU M< I ;2;-2). 

Haihrn rpa/meHT CKajwpHoro nona u B TOHKC M H Han6onfciHyjo 

CKOpOCTb B03paCTaKHH nOJTH. 

10- flano CKarupnoenojic u + ^ HTOHKI M(l;0;-1). 

Hattni ipa^Heirr cKarcapnoro IIOJW u B TOMKB M FR nan6oiii.uiyjo 

eKopoerb B03pacrraHHa nojw. 

S^aauue 7.2 

1 HafiThrroxoKBerropnorono/is « = (8X + 1)J (zx-4y) / +(eI-z)£ 

MCpt-i BHCiuinoio cropony noßepxHoctH S: x2 + y* + z2 ~ 2y, 

2. Halfan ncrroK BerropHoro non« a=8x< + 1 lyj •«• l7zÄ nepei BHCIH-

fßoio ciopcHy impawjww c BspmmitMH a TOHKUX 0(0; 0; 0), A(l; 0; 0), 

B(0; 1/2; 0), C(0; 0; 1/3). 

3. Haihn HOTOK BescropHoro non« a - xy3/ + yz*j +zx'k »«epei BHCDI * 

HK1IO CTOpoiiy IIOBCpXKOCTH x' + y1 z' ~ R'. 

4. Haffr» HOTOK BeiciopHoro no;i« a = x'i + z5 / >iepc3 BHCUUUOK) ctopo -

ny noBcpxHocrii Tc;ia, pacnonoawHHoro B 1 OKTOHTC H orpaiorieiiHoro 

KOOp^HHaTHblMH lUlOCKOCTHMJl H riOBCpXHOCTWO 1 - X - y. 

5. HaftrH HOTOK BCKTOpnoi O HOJIH a~ xJ/ + yij + z*k Hcpea 'tacTt no -

BcpxuociH xJ + y' -> t' - i, pacuojiojrcioioll B 1 OKtatfrc (cos y> 0). 

6. HaftrH tptpKy/wi»<Ki BCKiopttoro no;ia a = - x3yi + xy'j hao«]» sqpHBoM 

L; x' (• y2 - a' ( B naJiojofrejajioM nanpaiDiemm) no tjjopMyne PpHHa, 

7. Ha/h h mipia'/'WJflUJO^eKTopnoro nom a - • myi +o> x j BMOüb Kpn»ofl 

(X-ACOST; 

L: < (B (lü/ioxHTej&HOM HanpaB-'feHMn). 
[y-asint 

8 Haftt« lö^pKyjumHK) Beirropiioro non« a - >"'/ - x'j + zk Bflons. «PHBOH 

I-, [loiiyiaKHiicttcx üpü nepeccHemut noBcpxHocTH (Y z)1 = 4 - x c KO -

op;in)jaiHWMH IUIOCKOC iMMH.no (jjopMyjie (.'loxca. 

9. Haffrn HHpKVJiwiJOc BeicropHoro Hona a - x'y't t 4j + x i B^om. 

\x~ lcosi: 

Kpimotl L; 'y~2sinl; 

10. Haina HHPKYMIIWO B£;KTopnoro IIO/IM a =- yi - x j + ak (a = consi) 

BAOJib KpHBofl L: xJ + y"~ 1, z " 0 ( B uoJiommeJibnOM HanpaBJieHHH) no 

(jjopMyjie C roKca, 
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JsyMHMe 7.3. IloKa iarh, HTO BCKTOPHOC none a noreHixnani>Hoe, H Hattrn 

ero noTeramajf. 

B apuanmu 

1, a - (y '+ z)i + (x + z)j + ( x + y ) k . 

2. « xln(l +y 2 )i + (yx')/(l + y2)J\ 

3. a ~ yzi + Kzj + xy£ . 

4. a ~ 2xy i -t- (x2 - 2yz) j - y'k. 

5, « = (x2 - 2yz)i" ' (y2 - 2xz)j + (z2 - 2xy)fc. 

6, a~ (3y2 + 2xy + 9y;/ + (9x + x2 + 6xy)J. 

l . a - 2x(y2- 2xJ)<: + 2y(x2 -2y2)} . 

8. a ~ -x2 j + j +zk. 

9. a~-yi -xj + z7k. 

10. ä = (5x + 2yz)) + (-3y + 2xz)}; + (-2z + 2xy) fc. 

Mero^H'KH KHC yK» »aHHH k pemeHHio la^jan uo TeMe 

"Beicropubift ana.iHj" 

flpUMep 7.1. Haümu epadueum cKanupnoiono/tx u = V -zuHauöo/tbtuyiO 

empoemb ezo «oapacmaHwi e mowe M(2; 2; 4). 

Peuieiuie Fpaduewn cKajtxpnoio nom onpedennemex no $opMyne 

, du- du- duT 

graa u = — i + — j + — k. 
dx dy dz 

Hau6o/ibuian eKopoemb wripacmamut nonn e öanHoii mowe onpeöenxem-

max^ = \gradu\ . estno tpopuyne 

B nauieM cnyuae 

dl 

du 

dx 
= yxy-i\ =4; 

au | 

0 vi, 
-xylnx L = 4 ln2; 

du 

dz 
= - 1 . 
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lloamamy gradu(AiFL)-4I -T-4htlj ~ k , a UCKOMOM HauöonbutuM 

cxopocmb eo jpacmuHUM no/i* 
, 

max~~= \gradu(Mä ,)! = J41 + (Atnl)1 i-f-O* = 4 I6/m* 2 . 
dl 

ripuMep 7.2. Haümu nomoK eexmopHOiO nonn a ~ (x + y)i + (z t y)k 

nepes meuwioK) cmopony xaMmymoü noeepxuocmu S: (x + y~ - 9; z ~ 0; 

z ~y(z£0)}. 

Pemenue. /pm eunucnenust nomoica nepes meuuuoKi cmopony •lOMKuymoü 

noaepxuoemu S, otpauuuuaaioufeü oBbtu V, ydoßno npujueunmb mtopt uy 

OcmpoepadcKOio 

Jj (d, üjds •--- Jll divadv. 

S K 

da da -
Tax KaK — - 1, - = 1; — X = 0 .mo dtva - i + 1 + 0 = 2 , 

dx dy da 

a nomoK ßemtopHOio nonn j~] - ijjj dv. 

r 

Jdecb V meno, oipanwiennoe noeepxnocmbio S. 

fffn dbfMcjUfHUH mpomtoio mmeipana nepeüdeM K ifu/utHdpuuecam 

KOOpdiiuamaM: 

x = pcos<p; 

• y~psmq>; 

z=z. 

Toida 

A M 

pfhf 

pdp f dz 

0 0 0 

1/4 p 

3 

0 -3 3 
2 costf'**-- - 4 • - 36 

HpuMep 7.3. /Jana eeKmopuoe none a - xi + y5./ - zik 

rioKU'jamb, umo none nomuHuuanbHoe, u Haümu eio nomemtuan. 
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Peuienue. HaüöeM rata no tfropMyne 

i ] i 

f e_ 8_ 

<fc dy de 

P Q R 

rot a -

B HatueM cnynae P(x, y, z) = x, Q(x, y, z) = y2, R(x, y, z) = -z*. 

floimoMy 

rot a = 

-r 
t 1 

J k 

0 d 8 

de % & 
X y1 -z 

.3, j 

ty & 

dy'1 A ) e 

i + 
& J + 

CnedoeameitbHo, none nomenitueuibHoe. 

[lomeMfua.'i nonst HaüöeM no (popMyjie 

* J * 

u(x,y,z)~ ) P(x,y0,z0)dx+ $ 0(x,y,Zo)dy+1 R(x,y,z)dz +C, 

ebiöpae e Kanecmee moHKu (x0l yo,Zo) moHKy (0, 0, 0). 

Toiöa 

u(x, y,z) = \ xdx + J y2dy + \ f-*3 )dz + C=^ 
3 4 

y3 z* 
Tamm oöpcaoM, ipyHKtfUH u(x,y,z)= — + + C Hejvtemcst 

2 3 4 

nomemjuaJiOM nonst a. 

JJeücmeumetibHo, gradu=xi + y2 j - zk~ a. 
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TeMa 8. P d a m 

Bonpoc i» 

1. lktcAoau« pxdbt. CyMMU pxda. HeoöxoöuMMü npmnaf cxoduMocmu. 

JJeücmeuH Haö cxodstufumucx pxöaMu. 

2. 3HaKonocmojtHHue pxöu flocmamowtte npujnaicu cxodUMocmu. 

3. SnuKonepeMeHUbte pxdt*. IJpusHaK Jleüfmuifa. Otfettm ocmamna pada 

4. Pnöbi C KOMWLETCCHBLMU 'UWHOMU. 

5. <&yuxijuona/it,Hbie pxdw. Oonacmt. exoduMoemu. PatMOMepnaM cxodu-

Mocrttb. Ceoücmea pamoMepno cxodxufuxcx pudoe. 

6. CmeneHHbue pxdw. TeoptMa A6em. Paduyc, uumtpean u xpyt CXOÖUMOC-

mu cmenemioio pxda. 

7. Pxdu Tewsopa u Mamopma, ux npunoatcenux. 

8. TpuiOHOMempuuecKue pxöw <t>ypbe. CxoduMocm& mputOHOMempuntcKux 

pudoe 0ypbe. 

KoHTpojit.Ht.ie la^ausM 

3^HHHt 8.1. Hccn«A0B3Tb l«a eXOflKMOCTb HHCHÜBOft 3HaK0ri0J103»rreJIfc -

Hilft 

Bapuanmu 
n 

rs / £ CO —••hl rß f 
., (.Vi + n 2 e ' „ .1 

l . y i ^ J - i 2. T V - 3. V 

V7« ^ ( I N - D A N + L ) 

w «s n » 00 J 

4. Y n • sin—. 5. T — . 6 a r e s i n * - . 

tx 2" tl 

„=2»In n n=3 " »=1|V2| 

i 

10. V 

laiaiiue 8.2. FlccJieaouarb p w Ha a6cojBCTnyio H ycjiobnyK) cxoflHMocib 

Bapuanmu 

1. V -iziA—- , l l H i i ^ 1 ] " . 
u . / i . . , i i *->' <.. , i n(2» +- U " „fi + ' ^(In+Dlnyfln + l 

55 



« • X M ; 
n 3rt~2 

2/r-t 1 
, V 

n 

8. V M / - -

6. 
Inn 

9 y M / > + l> 

'r« 

10. V-
r-u" ' 

3«JJHHI« 8J. Haftm o6jiacrb CXOÄHMOCTH creneHHoro pwa. 

l y "(* + V n 

2-S 

Bapuanmu 

5"(x+\)n 

4. T-
( - i r v 

^(n+U/nfrt+U 

' r , 3n - 2 

I S 

VS 

( - 1 0 / V 

Vn 

« I 
(-l)n{x+3)n 

1T(1 + - / V . 

n=t » 

n 

6. £ ( 3 n 

10. T 
t* i 

(co.t/M-2 ) ^ - 2;" _ _ _ _ 

3ajiaHHe 8,4. Pawioacinb ^yraauno /(x) B p w 3>ypbe Hä sa^araiOM npo-

Mofcyrice H HccneflOBatb ero Ha exoflHMoetb. 

l./(x) = 4x-3, -5 < x < 5. 

f-3, - 2 < * <. 0, 

11, 0< x < 2. 

B apuanmu 

2- fix) - ! x|, -2 ^ x < 2. 

+ 1, -2 < * < 0; 

(_ - 1, 0 < x % 2. 

5- f(x) = ^ 

7. 

«?*, --/rs*<0; 

[ ex, 0< x < n. 

J - 2 - x, -2 < x <0; 

{ 2-x, 0< x < 2. 

6. / ( = 
-1/2, 6 < x S 0; 

0< * < 6. 

8. = x , - n< x< n. 

/(x) = 3 - j x |, -5 < x < 5. 10. fix) = 2x - 3, -3 c x < 3. 
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Merojwucititt y rata h ha u peuieiuuo la^a'* no teil« 

llpuMtp 8.1. Hccjieöoeantb HU cxoöuMocmb •WCJIOOOÜ 3HAK0N0A0JTCUMN.IL>-

00 nl 

HbtöpHö S "T 

B=1 « 

•ti 

Pemenut ff/inuccnedoeoMUHpnöa T u n , un kl), Ha cxoduMocmb cns • 

n-\ 

dyem npuMenumo xaKoü-nuöo ut öocmamofHux npmnaKoa cxoduMOcrmt 

Hucnoebix maKonoJioMcumenbHbix pnöoe. IlpuMeiuiM npusnax JJanaM&epa. 

n1 (n+U1 , w„+1 , {n + l)2-*" 
un = — . «»+i = ^ - — f - hm = '•>» — T~ * 

e" e »-•» «„ e n 

IV 

. ( m l ) 2 l ll + J l 
hm | —— j • - - lim - < l. 

n -fo\ n > 0 /f-+=o 0 8 

Omc>oda, COZMCHO npuinaxy /{anaMöepa, cjiertytm, nmo dauubtü pftd 

cxodumcH. 

llpuMtp 8.2. llccAüdoeamb na a6cojuomnyto u ycnotmyto exoöuMoemb päd 

V 

Inn + I) 

Peuienue JJaHUuüpart MaKonepeöyiüutuücH. 

flposepuM ebino.vienue ycAoauü meopeMbt Jleüönufja, coi/iacuo Komopoü 

fti 

inaKOHvpeöy touiuuai pnO ]Tf -1/ '«„ cx oöumcu, «cm ounomsHomcx 

» = ) 
ycnonun: ])u„>u„*I. Vn eN; 2) limu„~ 0. 

n ~+ao 

B Hamm cJiynae u„- , u -. 
In(n t 1/ / « ( « + 1) 

BbaionneHue nepvozo ycnoeu» uieöyem u> Hepaeeucmea 

J _ > __ i _ 

Inf n + \ ) Int n + 2) 

Tax KOK lim u „ hm —- - 0. mo ebtnomeno u emopoe ycno-

D» ln(n+\) 

me meopeMbI JleüÖHiiua u. cneöoeamenbHO. UCXOÖHNÜ 3HaK0>wpedyi0U4Uüca 

pxd cxodumcn. 
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lfmo6b> «HHCHumb, xwmemcx m ?ma cxoöuMocmh aöcomomHoü ww 

yatomtoü, uccnedyeM na cxodiiMocmb coomeemcmeyioufuü pxd c. nonowat-« , 

memnuMu inenaMU T . 

Tax KOK h(n + 1) < n + 1, mo -— > 
ltifn+l) n + 1 

* > | 

Ho nocKO/ibKy y ecmb eapMOHmecxuü pxd u OHpacxoöumcx, 

« 1 
mono npusnaxy cpamenux pxd Y maxoKe pacxoöumcx. 

^Tj ln(n+l) 

TOKUM oöpaaoM, UCXOÖHMÜ pxd cxodumcx ycnomo. 

IIpuMep 8.3. Haümu oönacmb cxoduMocmu cmeneHnoio pxöa 

v ( x + 2 ) " 
«=l n-l 

n 

Petueime Paduyc cxoduMocmu cmenennoio pxda ^an-(x~xa)
n 

HaxoduM no <f>opMy.ie 

R - lim M 

ede an,, a*H - xo9(j)<j)uyueHmt* n- zo u (n+l) - eo uienoe pxda 

coomeemcmeemo. 

HMeeM a, = V (n •2"), amH = 1/ (n+l)2n+l , 

= 2 lim(\ + -)=l. 
/!-+« n 

Tax xax xo = -2, x0 - R = -4, x0 + R -0,mo dambiü pxd cxodumcx npu 

x e (-4, 0) u pacxoöumcx npu x e (-aq -4) w(0, +oo), 

UccnedyeM cxoöuMocmb pxda na xontjax unmepeana, m.e. « monxax 

x = -4, x = 0. 

ripu x = -4 nojiynuM pxd '— = V , xomoptxü cxodumcx 

.«=1 n-l" n 

ycnomo, max xax ydo&nemeopxem ycnoeuxM meopeMbi Jleüömiifa: 

lim 1/n = Otu nnenu pxda Monomomo v6ueatom. CjteöofsamenbHO, monxy 

x = -4 exnx>vaeM e unmepean cxoduMocmu pxda. 
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•*> <)A <30 j 

TJpux - 0 noiyvuM p*ö Y ---— = T xomopuü pacxoOumot, 

Z\rx-ln 

nacKOJibKV HMitemcst eopMonutecKUM. CjiedoeamejtbHO, tnaHxa x ~ 0 

ue exodum « uumepem cxoduMocmu pstda. 

TQKUM o&paioM, OKOHHameitbHo nonytaeM, nmo ucxooubiü pua cxoöumcM 

npu x ef-4, 0) u pacxodumcst npu x e (-oo, - 4) w[0, + xj. 

flpuMep 8.4. Pa3HOOKumb o pxd &ypbe {fryntajuio . 

fO, - jr<0; 

u uccnedoaamb eio na cxoöuMocmb. 

Peuienue. npadaioKUM onpeöeneuue 4>YUXTIUU /(x) HU aao Huoioeyto ocb 

"nepuodunecKUM oöpasoM ", m.e. max, nmoöbt f(x) = /(x + 6) dm Vx e R. 

JLJL-L 
-6 0 

Tax Kux f(x) xycoHHa-znaiixax Ha ompenxt [-3, 3], mo onapaameaemcn t 

pnd <Pypt>e: 

fix) = y + X [ ak c o i y * ) + b» * 

töt I - nonynepuoö <pyHxifuu 

KostptpuuueHmu pada onpederuuomc» no (popuynaM: 

1 l 

»c = 7 ff ('*)dx; 
1 -i 

°n =-t\f(x)C0^ y-*J*; 

b,t-j:\f(x)sit{~-x)dx. 
— f 

B pacc.MampueaeMOM npumpe 1-3. 
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Cnedoaamtm>Ho, 

j J | ' j l 

3* 2 

3 3 
I [ ,. . mix , 1 r mx , 

/(x)cos - dx = -]*«>.»— dx •• 

' -J 

itnx 
u = x, dv- cos~Y~dx, 

, 3 mx 
du - dx,v = — s i n — 

im 3 

3* . mt 
-r-sin-— 

V Ten 3 

3 3 3 

m 
j sii 

nnx 1 3 mx I 
cos j 

m an 3 lo 

n n n n ^ ' 
n
1
n'

l
> eciu n-Mtiiimme; 

0, 6cx« a-it&nttat. 

K ~ jf(x)dx^-jxsin^dx = 

, . mx , 
u~x, dv = sm-~^-dx, 

, , -3 nnx 
du - ax, v = — cos 

m 3 

3* mix 
— cos 
m 3 

3 3 r nnx 
+ —J cos-—dx 

n W n 3 

13-3 

3 m 
-cosm + 

l |3 
. 7MX 

sm 
3 o 

3 3 C-U" 
cos m - , 

m n n 

Iloöcmawixx Haüdemtae K03<p<puifueumbi e pxö, nonynaeM 

f < * ) A ~ i 

V 

4 ff1", (2 n-l) 

7TX 

3) TtTOC 
1 " i sm — 

B=1 

3mom pxd cxodumcx K 3HäteHUXM UCXOÖHOÜ $ymafuu f(x) e moirrax ne 

npeptaeuoemu, m.e. npux e(-3. 3). 
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B motKe x = -3 cyMua pxda S(x) onpedsmemcx no ^opuyn» 

sr- 3 ) « Q> + / r - 3 + Oj 3 + 0 3 

2 2~ ~ 2 

TcMa 9. lcopHH ̂ aicwtl KMUuKiccwre w ^ M w o r » 

Bonpocu 

1 <Py»KtfU» KOMMtKCHOia mpeMemoio (0KI1), ee npeden, Henpepu* -

Hocmb. , 

2. S/teMmmapHbte $yHKtfuu KOMMSKCHOIO nepeMemoio. 

3. rjpouieodHax 0KIJ. Ycnoeux Koim-PuMaua. 

4 FtoMtmpuHecKuii CMUCA Moöynx u apiyMenma npouieoÖHoH. 

5. FapMOHUvectate fyyiiKifau, ux ceuub c OHMurtumeciatMy ftymatuMMu 

6. Hörnum» KOH(JJOPMHOIO omoöpaxctHux TIpocmeüuau KOH$>GPMHU* 

omo6poMcenux. 

7. Hnmeipupoeanue <P}HKYUU KOMMEXCNOTO mpeMemoio. 

8. Teopeua Kaum. 

9. Hnmeepa/ibnax $opMyna Kaum. 

10. Ilouxmue o pxöax Teünopa u Jiopana. 

Kotnpoiibübie w i u u ) 

3a#aüjie 9.1. ripäÄCTaBHTb 3<maHHyio ijsyiaaöüo w = f(z), r;ic i = x± iy, 

b Bitae w ~ u(x, y) + i Vf.*, yY, npoBcpmt, mmetc» m ona aitammiHecKofl B 

HEKOROPOH oöjiacTH. ECJM M, TO Hain« f'(z) B 3TOH o&iactH. 

Bapuanmu 

1. w^z* + 3z- t. 2. H ' - j ' u ' i /. 3. w ~ i(l -z1)- 2z. 

4.w = 2z1 -12. 5. w = 1/ 7z. 6.w*=z Re z. 

7.w = e'-u. 8.w = e'~3U, 9.w=ze'. 

10. w = cos 7 z. 
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3 ^ a a B H e 9.2. flojiMyscb TcopcMoJt KOLUH H HHTerpajttKHMH $opMynaMH 

Küiim^biHHcnHTb 3aAawwÜ HHTerpan. 

Bapuanmu 

a f - y l - ; i > M . ' 

L* 

.1 

9. f — dt; |/|=1; 1/1= 4. 

MFTO.WIECKHE JK«WHHH K pemeiiüto » G A I no TCIM« 

"TeopHH (jwHKlUttt KOMIU'ieKCHOI O IlepeMeHHOI'O" 

IJpUMep 9.1. Ilpedcmaeumb (pynicuuu >v = sin z u w - z e eude 

W = u(x, y) + iv(x. y); npoeepumt, xenniomcH nu OHU aHOJiutmttecxuMu e ne-

Komopoü oönacmu. B cnyuae nonoOKumejtbHoio omeema Haümu ux npous -

eoöHbte. 

Peuienue. a) w = sin z = sin(x + iy) = sin x cos iy + sin iy cos x = 

= sin xchy+ishy cos x => u(x, y) ~ sin x ch y; 

v(x,y) = sh ycosx. 

npoeepuM eunomeHue ycnoeuü Koutu-PuMana: 

dt/3: = cos x ch y; dn/ck = - sin x sh y; 

dt/eV = sin x shy; du/d' = cosx chy. 

Yc/ioeuH Koutu-PuMana ebinomfuomcs eo eceü xoMWiexcnoü nnocxocmu, 

u fiyHxifutt u(x, y), v(x, y) du<p<pepemfupyeMbi. CnedoeamenbHo, ipyHKtfUX 

w - sin z Wennemen aHanumuuecxoü dm ecex z. 

f(z)~ (sin z)' = dt/3c + id«/äc = cos z. 

6) w ~ z -x-iy u(x. y) = x; v(x, y) - - v. 

62 

2.f S-^dt; 
i ' + / 

\t+i\~2 

|r| = 2. 

6. J * 3; 
Ul + txt-l)3 |/+1| = 1 

8. | Si"\dt; 
l(> + 0 3 

|/+/|=l. 

r dt 
10. J -,-—-; 

i / 2
 + 2/ 

|/|=3. 



ävck - 1; duiät - 0; 

= 0; c\/c\- = •/. 

VcnoeuH Komu-PuMana ne ebmonmiomCH HU B odnoü rnotK* z. 3nasum, 

<}JYHKIIUH w z ne 6ydem anaiiumuHecKoü HU n KUKOÜ oüiacmu. 

UpuMep 9.2. Bbtnucmmb unmeipan . f -—~—dt, ac/iu: 

lt2+9 

1) mouKa z = 3i nexcum mympu Konmypa L , u mouxa x -- -3i - me l ; 

2) moHKU z = ±3i nexcam enympu Konmypa L: 

3) moHKu z - ± 3i nesKam me Konmypa L. 

Petuetme. D.TOK KÜK I + 9 = (t + 3i)(t - 3i), mo 

t 

( ' ( J t = S l ± M J r 

,t 4-9 { / " 3i 

<PyHKifHH i\i) - - anaJiumuHecKaa mvmpu Konmypa /,. 
2 + 3/ 

l'Io jmoMy, npuMenuH unmeipanbnyio fopMyny Kornu k uHmetpany 

t /</> , s t . . . 
-•• • </f , nonyvuM -r—J/ - Im -—~ = m. 

. t - 3r J r + 9 i f 3/ 

L I, 

2). 7OHKU z = ± 3i nexcam mympu Konmypa L. 

ToiOa 
f ' i dt = 

1 t dt 1 f dt , n 

2 { / + 3/ 2J, / ~ 3r V 2 

'Söecb K KaoKdoMy ta unmecpaiios npuMenena $opMyna Kotuu. 

2 
3).B 9tnoM cnyuae ifjyHKiiux f(z) — Htvtsemc» ananumuHecKoü 

z *9 

enympu Konmypa L . 

C.ieöoeame/tbno. [ - d t - 0. 

L t
1 + 9 
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Teina 10. OnepauiioHHoe HCHHCiieHHe 

B onpoc M 

1. Opiuuuax u u3o6pa3Kenue. Onepamop Jlannaca. 

2. TeopeMa o cyvfecmeoaaHuu woßpooKentm. 

3. ihoöpaDKeHue npocmeütuux opmuiianoe: eal, sinfwl), cos(wt), sh(wt), 

chfwt), f. 

4. JluHeüHocmb upeoopaioecmua Jlannaca. 

5. TeopeMa noöoßuR. 

6. TeopeMa CMeutenusi. 

7. TeopeMa 3anaiövaaiuix, 

8. JfutfMpepeHifupoaaHue opuztmana. 

9. JJutpfiepemiupoaaHiie moöpaziceHUH. 

10. HnmeepupoeaNue opuemana. 

11. flHmeepupoaanue moöpaotceHun. 

12. Ceepmtca ftyntafiiii. TeopeMa Bopenst. 

13. Hnmeipan UtoaMcnn. 

14. Petuetuie du<p<f)epenitua.nbitbix ypaenenuü u cucmeM onepaifUOHHMM 

MemodoM. 

KoHTpaibiiMe lajuuiHH 

ütlflaHKe 10.1. MeTo/iöM onepannointoro HciucneraiH Hafira nacTHoe pe-

ineHHe flH(j)$epemwiam>Horo vpamiemw, yaoBJieTBopjnomee 3aaaHHHM na -

HaJIbHHM yCJTOBHHM. 

B apuaum tu 

1. x " - x = 4sint + 5cost; x(0) = -1, x' (0) = -2. 

2. x " +2x' + x = 3e'; x(0) = 0, x'(0) = 1. 

3. x '" - 4x' = 2; x(0) = 2, x ' ( 0 )= l , x"(0) 0. 

4. x " + x = e"' + 2; x(0) = 0, x'(0) = 0. 

5. x " - x' - 6x = 2: x(0) = 1. x'(0) = 0. 

6. x " - x' = tJ; xiO) = 0, x' (0) = 1. 

7. x" ' - x" - 6x'=0; x(0) = 15, x'(0) = 2, x"(0) = 56. 

8. x " - x' - 2x = 4 e 3 x ( 0 ) = 0, x'(0) = -1. 

9. x'" - x' = cos t; x(0) = 1, x*(0) = 1, x"(0) = 0. 

10. x " + x = t cos 2t; x(0) = 0, x'(0) = 0 

3aj]aHHe 10.2. MeroAOM onepannoHHoro HCHHCJICTUIH Hattrn nacrnoe pe -

meHHe CHCTCMM amfitJiepeHUHajitiibix ypaBHeraol, yaoBJieiBopaionee Ha -

Ham>HMM ycnoBHHM. 
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1. 

Bapuanmu 

-2*-4y = cost, x(0) = 0; 

y'+x + 2y=smi, y(0) = 0. 

x' = -x + y + z, 

3. y'-x-y+z, 

z'=x+y + z, 

y' + 5y- 2x= e', 

x'-y+6x=e 

y' + 3y+x-0, 

x'-y + x-- 0, 

5. 

9. 
a' = x + 2 y, 

y'~ 2x + y+ I, 

xf'OJ = 2; 

SfO) = 2; 

zfOJ = -1. 

jrfO.J = 0; 

y(0) = 0. 

=1; 

>(0J = 1, 

A-fO j - 0; 

y( Oy - 5, 

4. 

r*'=3*+4>, 

jy' = 4x - 3y, 

x(0) = 1; r*'=3*+4>, 

jy' = 4x - 3y, y( 0,;=1. 

x' - y-z~ 0, x(0) = 1/ 

y( 0) = 0; 

z'~3x~y= 0, o
 II 

f x'=y, xrO j - 0; 

\>>' = — * + «'+ e~',y(0)=Q. 

fjrN7jr-> = 0, x(0) = 1; 

' + 2*-t-5.y = 0, 

10. 

2 
-.y+ JC= - r , 

2 
x(Q) = 0; 

[*' + 4>+2* = 4/ + ll > ^ = 0. 

MeTO^HMecKHe yKautHHH u pcuieHHio la^ai no rtMe 

"OnepattHOHiioe ftolHCJitiiHe" 

Taöjtuya U3o6pa:menuü ocnomtix 3/ieMenmapHbix tfcywajuü. 

N ff) F(p) N fit) F(p) 

1. 1 

P 

7. ch (it P 

P^ß1 

2. 

p~a 

8. sh (3t ß 

P +ß 

3. tft n! 1 9. e"fcosßt p-a e"fcosßt 

(P-a)2-ß2 

4. nl 10. e a,sinßt ß e a,sinßt 

(p-a)1 ~ ß2 

5. COS ßt P 11. e°"chßl p-a COS ßt 

l 

e°"chßl 

(p-a)2+ß2 

6. sin ßt ß 12. e <"sh ßt ß sin ßt 

p^ß1 

e <"sh ßt 

(p-a)2+ß2 

IJpuMep 10.1. hiemoöoM onepaijuauHcno UCHUCMKUX Haümu uacmnoe 
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ptuuHut dutf><}>tp«mfuar>bH0!0ypamemist 4x"'-8x"+x'+3x- - 8 e , ydoe-

ntmmpatouiet HatanbHUMycnoeufiM x\0) -x'(0) ~x"(0) ~ 1, 

PtmtHue. Tlycrm x(t) -tX(P) 

Toida x'(/) + pX(p) - x(0) = pX(p) -1, 

x"(t) +p7X(p) -px(0) -x'(0) = pX(p) -p-I, 

x'"(i) +pX(p) - p'X(O)-px'(O)-x"(0) =p'X(p) -p -p -1. 

Tax KOK e' -t- li(p-l), mojicpexoda K onepamopuoMyypamemifo, nonytuM 

4(psX(p) -p1 -p-l) - 8Cp!X(p) -p-l) + pX(p) - 1 + 3X(p) = -8-l/(p-l) 

um 

X(p)(4p' - 8p1 + p + 3) - - 8/(p-l) + 4p3-4p-3 => 

,x<p)- 8 = 

(P - I ) (Ap 3 - + P + 3) 4p 3 - 8 p 2 + p + 3 

_ 2 1 

(p-\)2(p-h(p+
1-) P ' 1 

PoanooKUM nepeoe cnaiaeMoe na rtpocmeüume öpoßu: 

2 Ay A2 A3 Ad 

MNN HaxooKdeHUH K03(f)(f>ut{ueHmoe A, ,A2,AJ,A4 nonyiuM cucmeMy 

A, + A3 + A4 ~ 0; 

-2 Ay+Ai-jA, 0; 

-^-AI + 4 Aa = 0,-

3 „ 3 ^ 1 , 3 „ 

Peiuan 9my cucmeMy, naüdeM, nmo A. = — - = -A.A. = 
9 3 9 

~ , v , „ , 41 1 8 2 4 4 1 
C/iedoeamejtbHO, X(P)~ 1- 4- — — — -

9 p-l 3 (p-\)2 3 9 1 
^ p-- p + -

2 y 2 
IlepexodH K opuimanoM. ommamenbHO iweeM 

x(t) = 41/9 e' + 8/3 tel - 4e,nt + 4/9 e,nt. 
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IJpuMep 10.2. MemodoM onepaiptonnmo UCHUCAUUUM naumu nacmnot 

petuenue cucmeMu öu<p4'ePeHllua'lb">*x ypaeueHUü 

x' = -2x - 2y - 4z; 

• y' = "Ix + y - 2Z; 

{z'-Sx+2y+ 7z, 

ydoenemeopHK>mee HwanbHUM yaioeuuM: x(0) = I, y(0)-2, z{0)~ -1. 

Petuenue. Uycmb x(t) +X(p), y(t) + Y(p), z(t) + Z/p). 

Toedax'(t) tpX(p)-l,y'(t) +pY(p) - 2, z'(t) f php) i- 1. 

IJepexoöx k uiüöpuHceHWiM, nonyuaeM onepamopnyio cucmeMy 

|pX'(p) - 1 -- ~2X(p)~ 2Y(p) - 4Z(p), 

\pY(p) - 2 - - 2X(p) + Y(p) - 2Z(p), => 

\pZ(p)+ 1 = SX(p) + 2Y(P)+ 1Z (p) 

| 7 p +• 2)X(p) f 2Y(p) * 4Z(p) = 1, 

1 2 X ( p ) > (p -1)Y(p) t 2Z(P) = 2, => 

I 5A ' (p) . 2Y(p) - (p - l)Z(p) = 1 

x- -tr.1 -_J L. • y - 2 

tp-\)(p-'2) p- I p-2' p-\' 

p- 5 4 1 
+ • 

ip-\)(p-2) p-l p-2 

riujib iVHCb muöiiuueü u-iodpaJKenutt, HOXOÖUM peutenue CUCMEMU 
XII) =4e ' - 3e

 71, y/t) ~ 2e ', z<t) = -4e ' + 3e J'. 

! CM;I 11 V paHiieiniR MHTtMaiH'iecicott (fiH iHKH 

B o n p o c bi 

1. flpeÖMetn ManwMar/iuuecKOU IFMU/KII flu(L>CF>epeHifuajibHoe ypaeneuue « 

Hacrnnbix npoiaeoOnbix. e?o nopnöoK. 06uiee petuenue. 

2. JluneÜHbie dticlifiepeHiptaibUMe ypaimenuH e •tacrnnbix npouieoOnbix 

miopoco nopHrtKa u ux KnaccwftUKauufi. 

3. /lormancHiKa ocnoenM.x Kpaeeu.x uickn ö.ih nuneimbix öu4")jePeHltua"b ' 



Hbix ypatmeHuft « uacmhbtx npou3eodnux emopoeo nopxdxa, 

4. Vpameuue Koneöamtü cmpyHtx. 

5. VpatmeHue mennonpooQöHocmu. 

6 hiemod UtiiaMÖrpa. 

7. Memod <t>ypbe. 

Kofrrpanbiibie wianHfl 

JajiaHHf 11.1. MrrofloM AaitaMÖepa HatttH ypaBHeHHe u = u(x, t) $opMM 
oanopoÄHoft 6ecKoireHHoM crpyHW, onpeflejweMoft BO/IHOBMM ypaBHcHHeM 

d'vJdi1 = a2
 d 1<x!dx.', ecrai B HauartbHbift MOMem BpeMeim tn ^ 0 <J>opMa 

crpyHbi H cKopoctb crpyHbi c a6cnficcott x onpcflcnsnorc» coorBeicTBeroio 

la^amiHMii (J)yrtKUJiKMH: 

di 

" L o = f ( X > : 

dt 
- F(x); a - 1. 

I fix) ^x(x-2);F(x) =e\ 

3. fix) e"; Fix) -V„ 

5. fix) = x(2-x); F(x) = 

7. f(x) = sin x; F(x) -v„. 

9. fix) =x,+'l; F(x) ~2. 

B ap uanm u 

2. fix) = X2; F(x) = sin x 

4,fix) = cosx; F(x) = sinx. 

6.f(x)-x; F(x) - cos x 

8. fix) e'; Fix) HX 

10. fix) - cosx; Fix) ~ wx. 

3AAAMHC 11.2. MCIOAOM <Dypbe HIHIH ypammme u = u(X, t) (JJOPMBI OA-

Hopoanott crpyHbi, onpcacjweMofl ypaBHeHHeM d7vJd\l = a2
 d

 3u/ötx2, ecjni 
cipvHa 3aKpeiuieHa Ha Konuax x = 0, x = /. ctopMa crpyrni H cxopocTb CTpy-
Kbt c aGcimccoü x B HaHaJib Hilft MOMem BpeMewi t„ = 0 onpeaejunorcfl co -
DTBercTBeHHo ia/iaraibiMH (JmncmtflMH: 

di 

Gi , 
— Fix): a 
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U(X) = 

- X, =(ö;2[: 

1 vJ + 5 A , * 6(2.5], 

2.fix} = 0; 

F(x ) - 0. 

F(x) =- \. 
* e ( M , 

I 
- x, 

3- f(x)~\2 

[3-x 

4 ZV*/ - 0; 

* e [ 2 ; 3 ] ( 

j ik -10, x ( [5;Hj 

F (x ) - 0. 

F(x) 
2 - x 6 

] 
( M ; 

1. 

5.fix) - + * (-;[(). 4), lux) Ix, x e [0;4[. 

MeTOAOM <t>ypi,e onpe;(e;iHTL (^yiuapno u = u(x, t) pacnpc;ie;ieitHH reMne-

paiypw B TOHKOM OAHOPO^HOM MlOJBipOBaHHOM CTCp«HC flnHHM I, Hd4aJtL-

IUIH icwucparypa Koxoporo paßna fix), a Ha Komiax crcpaow HO&aepsjfBaeT-

CH leMiicparypa, paaiia« nymo 

6 .fix)--. ~^xt3-x);.r g[0/3], / = 3 7 fix) = ~x/2~x);x e[0,2j,/ = 2 

! 2 
- rt , x, 0 < * < 3; 

i x , 0 £ x < 2, ( l f. ' 
i.f'x, • , / ••• 4 - < 13 

' ! •.* 2?\r- 4, 1 .r . 
11 -, 3 c x i. 5, i e • 

i - 5, 

\Q.f(x) 
5 2 

— < v ? 

5 

/ = i 

Vleio.iH'icckiic ykuiaiiHH w peiiieiiHio «man uo TeMe 

"VpuBiieiiHH MareMarii'iecKort $HIHKH" 

llpu-Hep ll.l Memodcmt Hajuvuoepa Haümu ypoenenue u-utx,H fjopMti 

oÖHOpaÖHOü 6ecKOneuHim cmpvHbi. oupedenneMotl enmosbiu vpamenueM 

3'u'ö t* = a2 d 2u;ÖK1, ecnu e Hata.ibHbiü MOMenin eptMemt /„=0 tfcopMa 
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cmpyubt onpedennemca fiyHKtfueü u(x.O) = sin x. a ee uauanmevt CKopocmt 

äi\ 
i • cosx; a - 1. 

Peuienue. ypamenue Ko/ieöanuü cmpyHU onpeöenaemca no tfropMy/ie JJa-

1 • 1 *+at 

naMÖepa: uix. t) - -{f (x - al) + / (x + ai )) -+ f F(r)dr. 

2 2 a ' 

B naiuen c/iyuae fix) - sin x, F(x) - cos x, a ~ 1. fJoimoMv UCKOMOH 

<f>)HKI4W> 

j " x+at 

u(x,t)~- sin(x - i) + sin(x+t) + jcosrdr 2l x-ct 

= ^[sin(x- t) + sin(x + t) + sin(x + t) - sin(x- /,)] = sin(x4 t). 

IJpuMtp 11.2. MemodOM <Pypt>e Haümu ypamenue u = u(x, t) (faopMbt od -

Hopoonoü cmpynbi. onpedewteMoü ypameHueu d:\i/d t2 = aJ 3 Ju/0X2, eaiu 

cmpyna 3aKpennena na Konyaxx = Oux = /. 0opMa cmpynbi u eKopoemb 

cmpynbi c aöctfuccoü x « nauajibHbtü MOMenm epeMenu to-0 onpedemem-

c» (fryntoiuxMu 

u(x,0) = 

5fo: 
, „ 1 : 

x. x e I 0; - I • 
5 • L 2 J 

St 
= 0. 

2 2 
1--.T+ x 6 

_.[ 5 5 V2 

Peuienue. 06pamuMcn K rpopMy/ie <Pypbe 

, km , km ^ kn 
u(x,t)= 2 , ak c o s t + ok sin 1 \ sin—x. 

n v i i J i 
ede 

ak = 4 f f(x)sin-xdx; bv fF(x)sin—xdx. 

>o
 1

 I 

BbiuucnuM Koifitpiitfuenmbi aK u bK. 

( { n 2 1 2 2 ) 
~ 2j J -xsinknxdx+ J (— x + -)sinknxdx\ = 

\ 0 5 5 5 ) 

vi i i \ 

jxsinknxdx- ^x sin knxdx + J sinknxdx [. 

2 i 
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[IpuMeHHH (popMvny uHmeepupoaawtH no nacmuM, HaüdeM, nmo 

f xstnkmix ~ - -- f xdtcosknx) - -jr —* — + —- f cosknxdx -
> kn) kx kx> 

cosk/ix sin km 

c , , cos km 
I sinkiadx , 

' krc 

floöcmaeue 9mu atapaMcemtH Heonpede.mHHtax unme^panoe e tpopxtyny 

ÖJIH K0j<F>(})WjueHma6 at, nonymiM 

f0, k- 2m: 
8 t 71 1 „ 

a ~ —--—sink — - < 8 
' . t t V 2 - n M ) " , t = 2m H . 

1 5 * V 

Bceby « 0, m.K. F(xt ~ 0. 

ÜKOHuamenbHO imeeM 
8 " (~\)m 

u(x.t) --- —- y sini 2m + W ir*• cos(2m + 1 )nt. 
5;T t 1 r 

IlpUMep 11,3. AhmodoM <Pypbe onpeOe.numb tfryitKifuio u - u(x, I) pac -

npedejienüH meMnepamypu e m0HK0M odHopodnoM uionupotiaHHOM cmep-

.vcne dmwbi 1 = 1, HasanbHaM meMnepamypa K-omopmo pama u(x, 0) = 

- 5x(l - x), a na Komjax cmepjtcHX noööepMcuaaemcH HyJieeaft meMnepa • 

mypa. 

Petuenue Ilo (popMv/ie <Pvpbe 

tk»o\1 i 
km -{ t ' . 2 r , km , . um [ j t• l f , um 

u{x,li- sm—e ; b^ - - j /.(x)sut— ax. 

Ht ' I o ' 

t 

B HauieM cnvnae bK - /ö f (x-x1 )sinknxdx. 

npuMenun rj>opMynv uHmeepupoeamisi no naem-AM, nonyuiM, umo 

0, * - 2m; 

20 

k3? 

bk ~ - Icoskrt - 1) = 40 
I , , k - 2m - I 

Tozöa " 1(2/«-1) /r 

40 " sln(2m + 1 )nx -(im-if^dt 
u<*-1'- ' i l - , 3 6 

/r 1/ 
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Teva 12 . TtopHH Beponmocrefl h MareiHaTHlecitaB muHCiHK» 

B O II p O C N 

1. OcHomibie ladanu meopuu nepoumnocmeü. 

2, ripocmpancmeo ->neMenmapnbix cofmmuü. KnacctttpuKaifust coöbimuü. 

3 Omnocume.ibHax uacmorna u ee ceoücmea, 

4. Bepoxmi<oarib CO6M»IUH. AKCUOMM meopuu eeposimnocmeü. 

5. Memodbt jadanmt eeponmnocmeü. 

6. KiaccutecKoe onpeöemnue eepostmHocmeü. IJepecmaHoeKu, 

covemuHust, pa?Meuienun. 

7. Teopejau c.w.Hceinm aepoHtnuocmeü u ee cneöcmeuH. 

8. yc:toenast eepostrnnocmb, meopeMa VMHoMcenuft eepoxmnocmeü. 

9. <J>op.\tyjia na. IKOU eepoxmnocmu. 

10. <t>op}.iynu Eeüeca. 

11. CnyuaüHbie eemiuunbi (CB). JaxoH pacnpeöenenust eepoumnocmeü 

ducKpemuoü CB. 

12. <PynKiji<Hpacnpedeneuusi u ee ceoücmea. Bbituc.nenue eepostmnocmu 

nonaoanttn C'B « 3aOanntnü noityunmepean c noMoufb/o ipynnfuu 

pacnpedi'.ieHtiH. 

13. n.iomnocmb eepostmnocmu nenpepbitmoü CB u ee ceoücmea. Bepostm -

HocntHbtU CMNC.7 momnocmu eepostmnocmeü. Bwpaofcenue eepostmnoc-

mu nonaöaHUH nenpepbienoü CB e laöaHHbiü unmepean Hepe3 ee 

nnonmocmb. 

14. MameMamuuecKoe ojuvdanue CB, eco CMNCA U ceoücmea. 

15. /Jucnepcun u cpeöWee madpamutnoe omiciOHeitue CB u ux ceoücmea. 

16. floemopHbie ucnbimamist. <t>opMyna EepHyiwu. BuHOMuanbHoepacnpe -

öinenue u e:o luc.ioewe xapaKmepucniuKu. 

17. Pacnpeöenenue flyaccona u eio nuc.noebie xapaxmepucmuKU, 

18. Henpepbtenbie pacnpedenenust (paenoMepHoe, fKcnoneHi(uajibHoe) u ux 

nucnoe we xapaKmepucmuKii. 

19. HopMajibHoe pacnpeöenenue. IJapoMempbi nopMcuibHoeo pacnpedene -

Hust, HopMupoeatmoe nopMaitbuoe pacnpeöenenue u eio ceoücmea. 

20. Kpueast raycca u ee ceoücmea. 

21. Beponmuocnib nonaöanust e 3adannbiü unmepean napMOJibHO pacnpe -

denennoü CB. Beponmnocmb omKnonenust HopMa/ibHO pacnpedenennoü 

CB om ee MameMamunecKoeo o^KudanuH. Flpaewio mpex CUIM. 

22. 3OKOH pacnpedenenust eepostmnocmeü öucKpemnoü deyMepnoü CB. 

23. 0yuKiiu«pacnpedenenust deyMepnoü CB u ee ceoücmea. Bbimtcnenue 

eepostmnocmu nonaöanust deyMepnoü CB e npstMoyionbnux c noMoutbio 

4>ynxtfuu pacnpedenenust. 
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24. 17/tomiiocmb eepoumnocmu devMepnoü CB, ee eepoHttmocmubiü CMMCJ» 

u ceoücmea. 

25. Bbipajtceiiue eepoumnocmu nonaüanun Oey.wepHoü CB <>' npxMoyeosibHUK 

u npomeo/ibfiyio oönucmb c noMoufoio nnomnocmu eepoHmnocmeü. 

26. tJucnoette xapaKmspucrrtum ütsyMepnux CB (MameMamwiecKue o;m-u • 

öühuh u öucnepcuu cucmawinnu{ux) u ux ceoücmea 

27. Koeapuatfun, K09<p4'"Uueum Koppemuuu Koppe.tupoeauuocmb u 3aett-

cuMOcmb cocmawifuoupix öey.Mepiioü c.iyuaüHoü eenwuttm (CB). 

28. 3axon 60,'ibUMx nucen. TeopeMa Bepnynnu. 

29. JloKasibHax u UHmezpanbHasi meopeubi Jlannaca, 

30. TJpeöMem u iaöanu MameMamüuecKOÜ cmamucmuicu. 1'enepa.ibnan co -

eoKynnocmb u ebiöopxa. 

31. /"pcirf/wtt'ciaw Memo am uiaopaStceHWt crnamucmwtecKiix pndoe (nom-

, ;on, iucmo/pamia). 

32. 3MnupuiecKan (pyantuH pacnpede/ieHun, ee ceoücmea u epaipun. 

Koinpo-ihiibit uuiiiiiiift 

Infamie 12.1 

F. PAOO'JKÜ o6c,'r>'»!»aei ipn craiiKa, paooratoiuHc HCWBUCHMO Apyv or 

apyra. BepoÄiHocri>icio, uroB lenesüie «iaea nepshirt eianoK ne norpcöyer 

peMüHia, paBHa 0,9. bToporo JI ipcrbcro CTUIIKOB :JIH BepoHTHoem 

paB/ttl cooTBeTciBeiiKo 0,8 it 0,7, IpcßycicH 1) -jaiaicaib npocTpancTBO 

3iicMcnrapnhix coöbiinii; 2) wrmcaTb pacnpe,ne;ieHife Bepoxrnocrefi 

aneMeirrapifutt coöbmirt, 3) Hafiru licpoKmoci H xoro, >no B ICICHHC naca: 

a) poßifo 2 craiaca riüTpeßyior peMoicra; 6) itc 6onee jwyx CTUKKOB 

noTpeßyioT pcwoin a 

2. Ha 'iciMpex KaproHKax Haraicanu byrahi 11, fl, T, b, KapTOHKH 

itmtejibiio /lepcMcuiKMaior H K/ia^yi noc.'/e/iüüUTMhHo pmoM. TpeßyeTC« 

1) iamtcarb iipncrpanciBo MeMeirrapiiux eoßbiniii, 2) 3ainicarh 

pacripe/it!,nenne Bcpoflniocreil 'ineMciri'apiii.ix coöi.iTitil; 3) HaiiTH 

Bepojnfiocft. roi'o, HTO: a) NEPBWE JIBC ÖVSCBU coivtacHwe; 6) no/iyroics 

CJIOBO "ilMTb". 

3. Moneia uoiiopacbiBaeic« ;io rcx nop, noica ne IIOHBHTCH rep6. 

Tpcöyei cu 1) cnciaßiiTb ripocTpaHCTBO :wiewei(Tap»bix coöhmrii; 2) lanil-

caib pacnpe/ie;ieifne BepofffHoereü; 3) naMiH RcpomnocTb xoro, HTO: a) repö 

BbinaaeT ßnepubie ripii HeiBeproM 6pocKe Moneiu; 6) rep6 awiiajici npH ne-

rupex no/i6paci>iiiami>ix. 

4 H3 HCTbipex opviiHii npojmejiit 3arrn no nenn. BepotfruocTb nona«a-

HHH « ue.at» JUIH Ka*;ioro opyAHH paBHa 0,6. Tpc6yexca: 1) 3anncaTb 

npocTpancTBo x'ieMeHTapjfwx coöbmni; 2) 3araicarb pacnpe^exiemie 

BepomiiocTeii ineMeniapiibix coöhiiMi'i; 3) Haihit Bep««Tiiocrb roro, HTO: 
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a) ABa cnapaaa noiuum B uejii, 6) >ie Nv-iiee rpex cnapanoB nonauo B ncJib. 

5. B ceMbc rpoe ACTCU. Cuma« i\cp0«TH0cri> pottfleiiM« Mara>mtKa H 

ACBOHKH ö/ycHaK0B0ft, ipeöyeTC«; I) 3anHeaTb npocTpancTBo rwieMeHiapHMX 

coGbiriui; 2) aaraicaib pacirpeae;ienne BepcwrrHOCTefi arieMemapHbix coGw-

Tiilt; 3) naifrii BepofiTHOcTb TOI o, MTO: a) B ceMte flßa MajibHUKa; 6) He öojiee 

itBVX MaJIbHIIXOB. 

6. CTpcjioic, HMC« Tpn naTpoHa, cipejweT no Minucmi. BepoHTiiocTb 

nonaaaHJui B uem> npu KasmoM Bucrpejie paBHa 0,6. TpeöyeT CH: 1) janitcaTb 

iipocrpajicTBO ivieMeinapHi.ix coöbnml; 2) 3araicaTb paciipejueneHne 

BepoffTHOCTeii 3JieMeFfrapHbix co6!>ITHFR; 3) HSHTH BCPOOTHOCTL TOIO, MTO: 

а) crpenoK nonaaeT B ijejib BriepBbic npH BTopoM BbicTpene; 6) cTpenoK He 

nopa.iMT ue/ib. 

7. /lorrycKa K ceccmi cty/iem Ao/iaceH cjjtarb 3 sa'iera. 

BepodTHOcrb Toro, MTO cry;TEIIT caacx KAAVIUN H3 3THX 3ANET0B pa»na 

COOTBCTCTBCHHO 0,9; 0,8; 0,8. '3anncaTb: 1) npocTpaHcrao 3neMemapjiwx 

coöbiTHli; 2) pacnpe/ieneuHe BepomHocieH sjieMeHTapHHX coöbiiHH, 3) Haft -

TH BCpOHTHOCI I, Töro, 'ITO: al cryaeur ÖVACT /lonvmen K CCCCHH; 6) cryaem 

c^acT 2 la'ieTa. 

8. VeTpofieTBO COAepjKHT TpH He3aBHCHMO pa60TaKUUHX 3.leMema. 

BepoiHHocrb oiKaaoB xaamoro H3 J/ICMCHTOB PABHA 0,05. Tpe6yeTca:L) 3a-

rnicarb npoerpaHeTBO 3JieMenrapHhix CO6MTHH; 2) Haiim BEPOOTHOETH 

3iieMeirrapiü.ix coßunrti; 3) Hai'mi: a) BeposrrHOCTb 6e30TKa3H0ft pa6oTU 

ycTpoficTBa; 6) BeposrHocTb Toro, MTO OTKaacer poBHo O«HH 3JieMem, 

9. Ilo Kanariy CBH3H nepejiaeTca HeThipe cooömeHHH. Kasmoe ro HHX 

He3aBiicnMo OT ;ipyntx c BepoorHocibio 0,1 HCKawaeTC« noMexaMH. 

IpeoyeTca: 1) 3anircaTb npocrpanexBo sneMenrapHbix coöbiTHfi; 2) 3aitncaib 

pacrrpeaeneHHe BeponTHocreH sneMeinapuwx co6biTHft; 3) Haitrn 

BCpOHTHOCTb TOTO, HTO.' a) BCe COÖMTMfl ÖYMVT JlpHIWIbl 6e3 HCKaJKeHItft; 

б) 6yAeT iicKa/KCHo He oojiee oflHoro cooömeHHJL 

10. rip0B0AOTCH Tpn HesaBHcitMbix mMeperoisi HeKOTopofi (JjiniriecKOH 

BejDf'iitioj. BepomHocTb aonycTirrb OUIHÖKV npu cMHTHBaHHH noKa3aioift 

npnöopa Ka>Kabifi pa3 paBHa 0,1. Tpe6yerc>r 1) 3anncaTb np0CTpaHCTB0 

3neMeHTapHbix coounili, 2) 3amicarb pacupeawiejnie Bepojnnocied 

3JieMeirrapHi>ix co6bmni; 3) HaHTH Bepoflinocrb roro, MTO: a) roMeperow 

ßy^yr rtpoBefleHH 6e3omn6oHiio, 6) ouiHÖKa 6y/ieT flonymena TOJUKO OAHH 

pa3. 

3stiaHHe 12.2 

3;reKTpmecKaa ueia Mea^y TOHKSMH M H N cocraBJieHa no cxeMe, 

H306paaceHH0« Ha cooTBeTCTByiomeM pHcynKe. SneMemH A, (i = E8) 

paßoTaioT He3aBHCHMo apyi" OT flpvra. ()iipe;ie:nrrb BepoiirHOCTb paöorbi 
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ueim H BepOOTHOcrb oiKvm, CCJIH lüBecriuj Bcpomnocm paöoru MeMemoB 

Aj. 
üapuanmu 

l.P(Ai) -"P(Aj -P(Aj) =0,8, P(A4)-P(A,)~ 0,9, P(As)=P(At) =P(A«) = 0,75. 

M 

(g> 

-<AH>-

-'AJ >-

I N 

• V 

2. P(AJ •-- 0,7, / = 1,4, P(A,) - 0,9, j 5,8. 

; " ' A ) 

___j < v 
M |— 

1 

j -rti 

•V 

H 

3. P(A,J = 0,8, / = i,4,P(A;) = 0,7,.j= 5,7, P<A„) - 0,9. 

r—<V -4, > • 

i ' 
M • -Aj) -A,,)-

V 
• V • V 

N 
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4. P ( A J = 0 ,7 ; i = 1 4 , P ( A , ) = 0 ,8 ; j = 5,8. 

M 

( — — 

j 

- - % > - ~ - — < $ > -

-~(Ac) — 1 — i A g j — 

5. P ( A J = 0 ,75 ; i = 1.4, P(A,) = 0 ,8 ; j = 5,8. 

M 

<A, I--

' V ' 

, j j — i 

- O O - -

.-äsy ——(Aft)—-

N 

6. P ( A J = 0 ,9 ; i = 1 , 3 , P (A , ) = 0 ,8 ; j = 4 ,8 . 

(Aty 1 r M,.'" ! 

m i N 



7. P(AJ = 0,6; / = 1,4, P(Ay) = 0,7, j 5.7, P(AS) = 0,9. 

M 

•A, > 

—{Af'r 

N 

A, v 

8. P(Ai) - 0,7; i = i,4, P(A,) = P(A,) = P(Ae) = 0.9; P(A«) - P(A,) 

I 

t -4 i'Aj; (Af 
, 4 

' V 

Kl 

I 

I <Ar>—' " N 

1 V 

9 P(AJ - 0,75; «= 1,6, PtA,)"" P(A8) = 0,7 

Ai) Ä> (>i> ] r 

M 'At'. a5> ' ' ' V J N 



10. P(AJ = 0,7; / - 1,2, P(Aj) = PfAJ - P(A«) = 0,7; j = 5,7, P{A,) - 0,6. 

M N 

- — % > -

lauiHHe 12 J 

1. HweexcaÄBC ypHbi: B nepBöit Haxo^rcn 2 öenbix H 3TOfmetmapa, ®o 

Biopofi « 3 6EJN>ix H 2 McpHMX rnapa. Hb nepBofi ypKbi BO »ropyto mpcxm-

j\hiBaioT ABa Iiiapa, nocue nero m Biopoft ypHM H3B;ieKaiOT OOTMinap, IfösK-

IH BcpOHiHOcib toro, HTO H3BJieHeHHbift map Gejinft. 

2. Hb Aßyx opy^Hfl np0H3B0AHTCH cTpejjböa no uenH. Bepömm&cmmxitm-

«aaföLfl B ue;n> jorn« Ka>KAoro o p y m w paBHa 0 , 8 . ECJIH B ueni» IKMIM©»? o i a -

pHA, TO UCJIB nopaacaeTca c BepoffTHOcibio 0,8. BeposTHoctb nopaiKewH W 

jui npH Äßyx nonaaarotHX paBHa 0 , 9 5 . Hairrw Bepoffruocn» f © r o , 

6y/*ex nopa^cena. 

3. HMeeTCÄ ABe ypHbi: B nepBofi ltaxo^HTCH 2 ÖCJIBIX H 3 n e p m s x üsapa, wo 
Btopoft - 3 öcmix H 2 neprax mapa. Heicro BbiöHpaex nayra& m mmm-

Maer m Hee map. 3TOT map 0Ka3axic>i 6e;ibiM. Haifrtt BepoMiiocTk m ® , *»*t© 
3TOT map BWHyT H3 nepBOH ypHLi. 

4. npHöop COCTOHT m Aßyx y3JioB. Paöoxa KaHQioro K3 HHX 

äjih paöoTw npHöopa. BepoaTHocTb 6e3ox*ca3Hoft paöoxw » rasa®1«? »pOMC-

HH T nepBoro yuia paBHa 0,8; zuw Bxoporo y3Jia 3Ta BepotfrHocrb p w m 

3a Bpe\w T npwöop Btruieji m crpo«. Hafttw Bepoffmocri» rofxa, nm ®wmm 

TOJöbKo nepBbiH y3eji. 

5. HMeeTcn abc napiHH o/ucopo/iHbix roßem-di. nepBaaiiapTracwcp&sir 

10 H34CJDift, cpe/w KOTOpwx 3 Ae<})eKTHbix, Bxopaa - 15, 

HLIX. H3 nepßoft napTHH cnyMaiiHWM 0Öpa30M Bbiönpaexca 4 laaaiM, m 

Bxopoft - 6; 3TH H3Aejnt>i nepeMeuiHBaioTCfl. H3 HOBOH na|mi«6cpc!roicgp0 

HiAeime. HafrrH BepojrrHocxb TOFO, HTO OHO 6y/ier ac^ckthmm, 

6. Ha cöopKy nocxynaiox flexauM c AByx aBTOMaxoB. npoib®oj[ttirCT«Mcm 

rrepßoro aßxoMaxa B xpn pa3a öo/ibiiie np0H3B0AHxein>H0CTH »rapora. Cpcm. 

flexajieft, nocxynaioinHx c nepBoro aBXOMaTa, 3% 6paKOBaiiHHx, <m »ropo -
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ro - 2%. nocTynHBUiag Ha eöopKy &era :u> crajuiaptna. Iii Ihn Bepojmfocn» 

toro, HTO OHa H3r0T0EJief{a nepB&iM aßroMaroM, 

7. /J[iiü yn acuta B LÜKOIIBHBIX COPEBHOBAWOSTX Bhiöpaiio 4 YNCHHKA 9-ro 

joiacca, 6 yncHHKöB iö Kiiacca H 5 yneHHKOB i 1 joiacca. Bepottwocrb no -

nacTb B cöopHyio HIKOJIM jyvi yneitHKOB Kangioro K/iacca paBHa COOIBCTCT* 

BCHHO 0,9; 0,7; 0,8. CjiynattHO Bbifipaimuft yMeiüiK B peiyiivraTe copcBHO -

Barn« nonaii B cöopHyio, KaKOMy KJiaccy BepoffFHcc Bcero npmajuneman 

9TOT yneHnic? 

8. HMeexoi ipit YPHM, B MEPßOH H3 mix 3 6E;iux n 2 Hcpmx uiapa, BO 

Btopoll - 2 öertbtx H 3 nepifbix, B RPERBEFT - ronim öesiuc niapu. Heirro NCVI 

xo/UIR K CÄHOIL M ypii H BBIMIMACT in n e e MA mapa. Harnn Bepo>rrHocTi> 

xoro, *iio o6a BMHYIBIC uiapa GE/ibie, 

9 HMCCTCA ;IBC nupiHH no 15 iraejinfr Cpe#H mjie/iHft iiepBoH napTHH 2 

öpaKOBafüiwe, cpejw Biopoii - 3 6paKOBanm>ie. Hi nepBOÜ napTim BLionpa -

K>t 7 mjxtm&u m BTopoft - 8; HX iscpcMcimmaioT. Cpe/ui ra'tx cicoBa BbiÖHpa-

K)T H m ĴUie, Koiopoc Oka iaiiocb öpahOBaiMbiM. liaftTH Bcporrnocii roro, 

HTO OHO npHHaA;ie>rajK) nepBort naprmt. 

10. B ypiry, co/jcp/icaiuyK) 3 füupa, opocaior ocjiutt map, iuapbi nepeMemn 

BäK)T H cHOBa K3Bii<?KaioT o/noi map. Haflm Btpo?rrHocTfc roro, uro mmz-

HCHHuft map öer&iä, ec/ot &cc nptjxnommcimi o nepB0HaHarö>H0M MHCJ« 

OTFJLWX UiapÖB B ypHC paßHOBCpÖHTHU-. 

lat/liiiiHe 12.4 

CjiynafiHafl BCiHPiniia X 3a#aHa rmoTHoctbK) BcpojrrHOCTH t(x) Haftm' 

1) KoJt|)tJ)hiuicJn Ü; 2) (})yHKiuao pacnpeaeneKiig F(x); 3) Mi X), /((X), a(X), 

4) P(a< X < ß); 5) nocrpoHTb rpacJmKH (j)VHKUHH f(x) H F(X). 

B ap u a n m tt 

I" , t II '<•'); 

j 0 , -X ir'[l •«). 

lacosx x cfO. ;r/' 2l', 
2, f (x)~ { l

r \ u • 0, // - /T. 4 
' . o; .vtjo ,i' 2]( 

\f(x)--\ 1 >' n 0. ß 2 
(0 , x?.[ 0.3), 

\a(2~\x\\ *e[-2,2|; 

I 0, < r . [ -2, 2 l 

5 ttxl- cr=- 1. /?=1. 
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0, a]-

' a ^ 200, ß = 250, 

^ ^ a 

a = ~ 1, 

IfWaiiHe 12.5 

1. BEPOOTHOCTB NOHBJICHHFL ycnexa B K&WIOM M 625 H€3aBHcnMMX Hcnw -

Taiöit! paBHa 0,8 Hafhn Bepoffmoctb xoro, HTO oTHocHTeJibHaa HacroTa no-

JBJIEHH« ycnexa OTKJIOHUTC« no aocomoTHoß BejnnfHHe OT ero BepOÄTHOCTH 

m 6oJice HCM Ha 0,04. 

2. BepoflraocTb no«BJieHHH COÖUTHH B KascflOM H3 HeaaBHCHMbix Hcnbita -

HHH paBHa 0,2. Haitin BepoKTHocTb Toro, MTO co6biTHe HacrynnT 20 pa3 B 

iQOncnbrrarowx. 

3. HcnbiTaiütH npoBô JUCfl no cxeMe EepHymm. BepoürHocTb Toro, HTO HC-

Koropoe coöume nacTyriHi 2 pa3a B Tpex HcnhiTarowx,paBHa 0,9. HafiTH Be -

pOJTTHOCTb TOI O, HTO 3TO COÖblTHe HacTvnnT 4 pa3a B 6 HCnHTaHHHX. 

4 BepOHTHocTb HacTynJieHHH co6biTHfl B Ka^aoM H3 He3aBHCHMHx ncnbiTa-

HHfi paBHa 0,8. CfCOJIbKO Hy>KHO npOH3BCCTH HCrrblTaHHÄ, HTOÖbl C BCpOÄT -

HOCTbK) 0,95 MOSCHO 6büIO 0)KHßaTb OTKJIOHeHHe ÖTHOCHTCJIbHOft HaCTOTbl 

noHBJieww COÖMTHÄ OT ero BepoirrHocTH He 6o/iee neM Ha 0,02? 

5. CpeßHee IIHCJIO 3a«BOK, nocrynaioinux Ha npeßnpHjrrHe oöcjiyacHBaHHH 

3a 1 nac, paBHo 3. Haffrn BeponrHocTb Toro, HTO 3a 2 naca nocTyriHT.a) nerbi-

pe 3aaBKH; 6) MeHee Tpex 3a®0K. npeÄnojiaraerca, HTO n0T0K 3aaBOK npo -

cTeftrunii. 

6. Ha Ha#e>KHocTb HcnbiTbiBaioT 400 TpaHC(j)0pMaT0p0B. BepoaTHocTb BW -

ÄepacaTb HcnbiTaHH^ AJiHKa^oro H3 HHX paBHa 0,9. Haitin BepoflTHocib TO -

ro, HTO HHCJIO TpaHCf|)OpMaTOpOB, BfelflepSCaBUIHX HCIlblTaHHe, HaXOÄHTCfl B 
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npe^ejiax 01 250 j\o 400. 

7. ÖTfleji TexiüRecKoro KOHrpo/w npoBepjieT 900 fler&rieii Ha craH^apr -

HOCH». öcpoflrrHocTb Toro, HTO aeTarob cnranaapTHa, paBHa 0,9 HaMTH c BCpO-

ÄTHOCTBK) 0,9544 rpaHHUu, B KOTopux 6yaer aajcniOHeHO HHCJIO M craHaapr» 

toax Aerajieft. 

8. C p e a n e e HHCJIO BU3OBOB, nocrynaioiiptx na A T C 3a oany MHuyry, paa-

HO 2. HaÄTH BCpOHTHOCTb TOtt), HTO 3a TpH MHHyThl HOCTyriHta) MCHCC TpCX 

BH30B0B; 6) 5 BBI30B0B. TlOTOK BU30B0B - np0CTetaflf{ft. 

9. n o ]{e;ui npOIPBOÄHTCH 5 HC3aBHCMMhlX BUCTpeJIOB. BepOWHOCTb no -

pa>iceHiiH HC/m npu KÜXAOM BWCI pejie paBHa 0,8. J\nn riopaHceiotfi Htm ro -

cTaioHHo xpex nona^ariHfi. HafrrM BCPOKTHOCTI» Toro, HTO ucm> öy/jer nopa -

»ceHa. 

10. CnyHaibia« BejBfHmia X no/pnoieHa rioKaaaTc/ibHOMy 3aicoffy p a c n p w -

JICHHH c napaMcrpöM \\ 

f 0, X « 0; 

H an in Bepom Kocrb Toro, HTO C B X npHMem aHaneraw Menbimse, HÖM ee 

MaieManrHecKoe O/famaHHe, 

M^To^HMecKHe ^ka iaiiHH k ptuieHHio lajjan no tcm« 

"Teopiifi BepoHTHocreft u MaieMaiHHecKä« crarticTHica* 

IJpuMep 12.1. ycmpoücmso codepsteum mpu 3/ieMenma, paooma/oufue 

HesaeuaiMO öpyz om öpy2a. ßepoamHocmb öesomKastwü paöombt ia epeuu 

T BneMenmae paena coortwemcmeeHHo 0,9; 0,7; 0,7. Tpeöyemcx: 1) cocma ~ 

eutttb npocmpancmeo %'ieMenmapHbix coobimuü; 2i mnucamb pacnpedene -

nue sepomiHöctneü meMeHrnapuux coobimuü; 3) Haümu eepommiocmb wo-

zo, Hmo 6 menenue epeMenu T: a) ttce ineMenmbi öyöym ucnpaeHbt; 6) ne Me-

tte e dovx 3/teMeHmoö öyöym ucnpaenw. 

Peuienue GoosnauUM nepeä At caöbimue, cocmoHu^ee e moM, nmo e me 

Hernie ep&MCHu 7" i - ü B/ieMenm oyöem ucnpamuM, i - 1,3, A - ace sneMeu-

mti ucnpaen bi. B - ne Menee deyx s/ieMenmoe ucnpaeHbi, A% - i - ü 3neMenm 

tibi wen ii3 cmpon, 

1 hdantitueM npocmpaucnwo MeMeHmapHbix cobbimuü 

(A[A7/U?AiA2A3y At A2A3lALA7A3 , A.A^h, AIA2A3i AjA^, 

A/A2A3J 

2), HaüdeM eeponmHocmu srnMenmapHbix coßbimitü TQK kqk COßWMM 

A/, A2,A He$aBucuMbis mo 

P, « P(Al >AZ 'Aj) - P{Aj) - P(AZ) • P(Aj) - a 9 -QJ-OJ - ö, 44, 
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AHOJioeuNHo HOXOÖUM: P7 -P(A,A2A5) = 0,9 0J 0,3 = 0,189. 

• ' Ps ~ P(Aj A2 As) ^0,9 -0,7 0,3 =0,189 

P^PIAJAJAS) « 0,081. 

P$ ~ P(A jA%4j) ~ 0,049. 

Pfi ~ Pf A /AjAJ) = 0.021 

P- ^PiAtAAs) = 0,021. 

P8 -P(AiA2As) » 0,1 0,3-0,3 « 

5), oJJlaßdeM eeponmnocmb coömmwiA - ece sneMeumbi ucnpamu, 

A ^Ah4jAi. JlovmoMy P(A) ~Pt = 0,<W/. 

6J HOXOÖUM seponrnnocmb coöumun B -ne MEUTE deyx 3/ieMeHmoe 

ucttpamo. 2? = {A}AjA}, A}A7A s, Aj A} As, A /Aytj }. Tan KQK MEMEN -

mapHbte coöbimux Heco&Mectwbi, MOP(B) = PFAIAJAS) + PFAFAJA 3 ) +. 

f Pf^ -f jAytj ) ~ 0,441 + 0,189 + 0,780 + 0,0*P = 0,868. 

IlpuMep 12.2. 'JjiefcmpuHecmx tjenb Meotcöy MOHKOMU MU N cocmaanena 

no cxeMe 

M 

—(A (A.V-

N 

'JneMenmu A,, i ~ 1,8, paöomafom He3aeucuMo. 3adaubt eeponmnocmu 

PI, i = IM,paöomu 3MMenma Af; PT = 0.7; P7 = 0,8; P} = 0,5. / = 3^6, 

P(A?)=P(AJ=0,75. 

Petuenue. Uycrnt A - coöwnue, cocmonuiee e moM, nmo tienb paöomaem, 

A~ ifenb nepaöomem. BJIOK, codepotcatyitü 3JieMeumu Aj uAz, oöo3HamiM 
B}. AHCUIOZUHHO, nycmb ÖJIOK B2 cocmoum m 3neMeumoe A,, i = 3,6; 6/IOK B3 

- «3 BneMenmoeAr u As. /^w Jifoöoeo coöumun C C öydem o6o3Hanamb 
npomueonono^cHoe coöbimue. Lfenb paöomaem, ec/m oduoepeMenno paöo-

mafom nocnedoeamejtbHue ÖJIOKUBi, B2 u B3, m.e. = 2?> 0 B 2 NB$. 7a *e 

/ca/c MeMeumbi A,, i ~ 1,8, paöomamn Hesaencmto öpye om dpyea, mo nesa-

eidciiMo öpye om dpyea paöomafom u ÖJIOKU B[, B2 u B3 . 
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Ha ocHomuuu meopeMu yMHOJfcmuKi eepommHoemm dm nemmictmux 

cöötamuü UMeeM: 

P(A) - P(B! DB; nBo ~ P(Bj) P(B2) < P(B , ) , 

BepoHmtwctnu P(BL) u P(Bi) uaüöeM no meopeue cnootcenu» eeponm-

Hocmeü: 

Pßi) =P(AtUiz) ~P(Ai) f P(Ai)-PfAj-PfAJ - 0,7+0,8 0.56-0,94. 

IAHOJIOZUHHO onpedejweM P(B$): 

P(Bk) P(Ay uU) = 0,75 + 0,75 ~ 0,75 - 0,75 - 0,9375. 

JiüH Haxo;McdeimM aepommocmu paöonm ÖJioxa Bj nepeüdeu K nponm&o 

noiiojiCHQMy coßbimuk>, m.e. HaüdeM eepoumnöcmb P(B i ) mozo, nmo 6/iok 

Bj ne paoomaem, Ho 3tno ÜÜ'IMOJKUÜ moioa u moitbKO moeöa, KOiöa He 

paoomamn ece önom At, i - 3,6. IJo ycjioeu/o P(A,) = 0,5, i - 3,6 JJosmo-

MyPfA,) = 1 - P(At j = 1 0,5 -0,5 , i = 1 6 . 

IIa meopeue yuiioJtceHUH eepoamtwcmeü 

P(B2 )-z P(A }n A4 n A s n At) - (0,5/ - 0,0625. 

3naHum, P(BZ) - 1 -P(B2)~ 0,0937, a eepoamHöCmb paoomu nenu paena 

P(A) - 0,94' 0,9375 - 0,9375 ~ 0,8262. 

TocOa eepoHmHocmb paipbiea ifenu 

PfA) - ! - P ^ j - i - 0.8262 - ft 2 738 

IJpuMep 12 3. ILueumtüM dae ypHbi, e nepeoü ypm MaxodMmoi 2 ße/tbix u 

3 vepubkx uiapa, a eo emopoü - 3 denux u 2 nepnux Hz nepeoü vpnu eo 

emopyto >lepeKiiaObieatom öea uiapa> nocne ne?a m emopoü ypnt* meneica 

tom OÖUH map, IhejieneHuuÜ Map OKasancH ßenbiM. Haümu eepoHmnocmb 

mo?ot Htno in wie neu nepenoxcennbiü map. 

Peuienue. llycmb A - coöbimue, cocmonu^ee e moM, umo U3 emopoü ypnbi 

usmeuen 6e/it>iü map. BbiömmeM c/iedyioujue sunomem: Ht - mweven ne-

peno:xceHHbiü map, H2 - maienen map, nep60HauaabH0 npunadneoicaeuadl 

emopoü ypne. Iloc/ie nepeKjiaöbisanun &o emopoü \pne crnano ceub mapoe, 

no3moAiy P(H,} - 2/7, P(HJ ~ 5/7, 

HaxoduM ycjiomte eeponmHoanu: P{ A/H>) ~ 2/5, P( A/H2) ~ 3/5. 

To?da no (f)öp,\mie ßeüeca 

2 2 -

- ( / / , j ^ Pf i • P( A: //| i 7 5 ^ _ 4 

' a) P(A) 2 2^ 5 3 4 t 15 19' 
7 ' 5 ^ 7 ' 5 
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HpuMtp 12*4. C/iyvaÜHOM eenwuma X 3 ad an a rmomnocmbio eepoxmnocmu 

f < ) ~ { o . „ [ - 1 , 1 ] . 

Haümu: 1) K03(f)(puifueHm a ; 2) (pyHKtjuto pacnpedenenidn F(x); 

$)M(X),ß(X).o(X); 4)P(0<X< 1/2); 

5) nocmpoumb zpa(pumf(x)t F(x). 

Pemeruu. D ffnn Haxootcdemui K03<fi<f)ui4ueHma a ucnonbsyeM ycnoeue 

«0 

HopMupoeicu | / ( x ) d x ~ 1. 0yt4KijUJif(x) ua pa3AUHHbixynacmnax saöana 

paiHbiMit tpopMynoMu. Yuumbieast, umo \x |: 

pan na cytmy uHmezpanoe: 

"1 0 . 1 

jr, x > 0; 

x,x< 0 
, pa3oöbeM unmez • 

| f(x)dx ^ \ 0dx + Jafl4 x*)dx+\ a(\-x* )dx+ = 

f ** 
* a x + — 

V 4 

a~~ /(x): 
3 

+ Ö JC 
i 1 . ,, 1 . 3a 

0, *«[-!, lj. 

2X Haüde.v 4>yuiafuio pacnpeöenemix P(x). 

X 

Fix) = P(-oo <X <x) - f f(t)dt. 

-«3 

PaccMompuM uecKO/ibKO cnyuaee. 
X 

6)xe(-l,0]. F(x) ~ ' 3 , 3 v ^ 
= - (x + — + 

3 4 

« 1 » 2 A 1 

+1 — —)— — (x — ) + - . 
4 3 4 2 

84 



s) X € (Öt // 

F(x) j 0-^-i ~ jYl t + - = 
- • • 3 ~ i •" 

,4 N 

14-
2 /4 

3V 4 / 

1 2 [ * 
Jt — 

2 31 4 J 

e /7 , +09). 
~t ^ 0 7 1 * 

F(x) = + + + 1 (i - + J 0 ^ « 
„«n 3 3 ft I 

2 / 

• 3 

2 •/« 
+ - f — 

3v 4 

1 » . - + - = I. 
2 2 

OKOHHume.ibHO uMeej*: 

P(x) 

0, * e| -on, -1]; 

1 2 
- -f -
2 3 

' * 4 

— L*e (0 , 11; 

x> l . 

3 ) .M(X) = | j c / ^ M = - jV1 + x\)dx + -\x(\ ~x\)dx = 

- - J (> + xd )cix + - | (jc - x4 >d6c ~ 
^ 0 

2 ( V » N F ( X 1 * 5 I 
- ! 1 +- — II 4- I 
3 ( 1 2 5)\ 1,2 5) 

2( \ I i ] 

3 V 2 + 5 + 2 5 

M(X) ~M(X2) - (MiX)f -MfX1). 
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Ho 

MC.X \) = fjt2 f(x)dx r, - ]xld + x3)dx + »\xla ~x3)dx : 
-« . . 3 . , 3 0 

= l\(xUx*)dx + -\(xt-xs)dx = 

-i 

+ 6 j 

f V 

6 ; I T 3 -.3 

i • l l 

3 6 f 3 6 
ov 

D(X) - i . a ( X ) = Jörn) = = 

n f f ' ö 5 jr < 1/2) - Fr 1/2) - FfÖ) = / / 2 f 2/3(1/2- (t/2)4/4) - t/2 

3aMenatme. HCKOMVK) eeponmnocmb Mootcuo matotee Haümu uepe3 

wiomnocmb eeponrnnocmu: 

i i 

P(0 <X <V2) - ]f(x)dx = 

0 0 ' 

5),CmpotiM rpafiutcu f(x) u F(x). 

fix) 

k. 

' ' « * 

u 1 . _ _ 

-f — 1 • r 

' IlpuMep 12.5. Beponmnocmb ÖNXOÖÜ U3 cmpon 3a epemn T OÖHOBO KOH -

öencamapa pama 0,2. Haümu eeposimnocmb rttoso, nmo 3a epeMx T U3 

chtpoH dbtüdym m 1(10 KOHöencamopoe: a) pomo 25; 6) om 14 öo 26. 

Peuienue. a).HaüöeM eeponmuocmb WOPO. umo 3a epeMn Tii3 cmpon 

sbiüöem pweno 25 Konöencamopos. Boenonb nyeMch nokojibnoü (popMyjioü 

Myaepa-JIannaca: 
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B HiHueM cnynae UMeem: 

Jnpq = Jm*Ö" ,8~0 ,2 = 4; x^ 

Tlo maönuije (pynKijuu f(x) HOXOÖUM: f(l,25) ~ 0,1826. Snanum, 

SjJiaüöeM eeponmN&cmb mo?ot mno nucno emueOmix m cmpon KOH -

öeHcamopoa 6yöem Haxodumt>cH « npedenax om 14 öo 26. flpuMemiM tw-

mei'pajibHyio (popMyity Myaopa-Jlannaca: 

B HarneM cnyna$ tmeeu: 

P(14 <X„ < 26) * ®((26~20)/4) - 0((14-2O)/4) -

-0(1,5) - 20(1,5) 

ShaHenue 0(1,5) HOXOÖIIM no mao/imie maueHuu (fayntatuu Jlannaca: 

0(1,5) * 0,43319 

ÖKOHHame/ihHO uMeaM 

0,0457. 
4 

P{ 14 <Xn 26) * 2' 0,43319 -0,8664 
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Co,AEP)KHHHE KOHTPOJI*HUX paßot ONPEFLEJW»TCII eor/racHo rati/mtio*« 
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reiUKWHepreTHKA (T.Öl 02). sBTOMatHjamt* h ynpaBJienite sHepreTHMecmMH 
iipoqeccaMH (T.01.03). 
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