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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебно-методическое пособие составлено в соответствии с 
типовой программой АТФ-19/29 тип по дисциплине «Механи-
ка жидкости и газа», утвержденной УМО вузов Республики 
Беларусь 27.12.2002 г. 

Высокий научный уровень исследований гидрогазодина-
мических процессов и явлений, повышение внимания к их 
преподаванию и изучению в высших учебных заведениях свя-
заны с необходимостью подготовки специалистов по созда-
нию высокоэффективных энергосберегающих гидропневмо-
систем и аппаратов. С развитием вычислительной гидрогазо-
динамики и углублением фундаментальных исследований 
аналитические методы в гидрогазодинамике не утратили сво-
его значения. 

Подобранные для данного пособия задачи, отражающие 
определенный круг вопросов прикладной гидромеханики, 
призваны помочь студентам в освоении рассмотренных в по-
собии разделов курса: «Кинематика жидкой среды» и «Одно-
мерное течение газа». Данные задачи не являются частными, а 
охватывают комплекс учебной информации, способствуя 
творческому подходу к изучению дисциплины. 

Кинематика жидкости - один из важнейших разделов гид-
ромеханики. При его изучении очень важно уметь находить 
уравнения семейств линий тока и траектории жидких часгиц, 
положение точек разветвления потоков, что необходимо для 
установления особенностей обтекания тел различной формы 
(например, обтекание лопаток гидромуфт, гидротрансформа-
торов, центробежных насосов, компрессоров, направляющих 
гидропневмоаппаратов и т. п.). 

При исследовании обтекания тел широко используется 
теория вихрей, поэтому в пособии отражены вопросы, свя-
занные с определением циркуляции жидкости расчетом 
взаимодействия вихрей с поступательным потоком. Часть 
задач посвящена определению комплексных потенциалов 
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простых и сложных течений, определению формы обтекае-
мых контуров по заданным комплексным потенциалам, на-
хождению полей скоростей. 

В пособие включен раздел «Одномерное течение газа», 
имеющий важное значение при подготовке студентов по спе-
циальности «Гидропневм осиетем ы мобильных и технологиче-
ских машин». 

В основу материала учебно-методического пособия поло-
жен конспект лекций автора данного пособия по дисциплине 
«Механика жидкости и газа», учебники << Техническая гидро-
механика» Емцева Б.Т., «Техническая гидродинамика» Куди-
нова А.А. и другие учебники и сборники задач. 

Пособие можно использовать на практических занятиях, 
при самостоятельной подготовке к экзамену и при выполне-
нии курсовой работы. 
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1. КИНЕМАТИКА ЖИДКОСТИ 

При изучении движения жидкости преимущественное распро-
странение получил метод Эйлера, согласно которому рассматри-
вают поле скоростей в точках пространства, занятого движущей-
ся жидкостью. Поле скоростей задается в следующем виде: 

Щ =/|(х, у, z, t); Uy =f2(x, у, z, /); uz = /3(x, у, z, t), 

где ux, uy, uz - проекции скорости на декартовы оси координат; 
х, у, z — координаты точек пространства; 
( - время. 

Движение, для которого поле скоростей зависит не только 
от координат, но и от времени, называется неустановившимся. 
Если их =/](х, у, z), иу -fi{x, у, z), щ = fi(x, у, z), то движение 
установившееся (стационарное). 

К числу важнейших понятий в кинематике относятся поня-
тня о линиях тока и траекториях движущихся частиц. 

Линиями тока называют векторные линии поля скоростей, 
т. е. кривые, в каждой точке которых в данный момент време-
ни вектор скорости совпадает по направлению с касательной. 

Дифференциальное уравнение линий тока имеет вид 

Под траекторией понимают геометрическое место после-
довательных положений движущейся частицы в рассматри-
ваемой системе координат. 

Уравнение траекторий записывается следующим образом: 

При установившемся движении траектории и линии тока 
совпадают. 

cbr _ dy _ dr 
их Uy и2 

(1.1) 

dx _ d v _ dz 
ux и uz 

= d t . (1.2) 
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Проекции ускорения жидкой частицы на декартовы оси ко-
ординат в переменных Эйлера определяются из соотношений 

дил 5иг дих 

d t dt дх y ду 2 dz 
duv 6uv duv duv duv 

d и, ди7 ди. ди, ди„ 
, = —— = — - + ux — - + uv + и. г d t dt x дх y dy dz 

Первые члены правых частей системы уравнений (1.3) от-
ражают изменение проекций скоростей в данной точке про-
странства из-за нестациоиарности поля скоростей и носят на-
звание локальных ускорений, остальные члены связаны с не-
однородностью поля скоростей и называются конвективными 
ускорениями. 

Закон сохранения массы в гидромеханике в общем случае 
представляется в виде уравнения неразрывности (сплошности) 

~ + div(p«) = 0, 

где р - плотность жидкости. 

Для несжимаемой жидкости уравнение неразрывности 

div и = О 

или в проекциях на декартовы оси координат 

+ ^ + (1.4) 
дх ду dz 

Движение несжимаемых сплошных сред возможно лишь в 
случае, если для рассматриваемого поля скоростей справедли-
во равенство (1.4). 
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Поток вектора скорости через поверхность S называется 
объемным расходом и является скалярной величиной, опреде-
ляемой по формуле 

где п - нормаль к поверхности. 

( Л ^ В координатной форме Q = Дм cos! пи dS, или 

Q = Д(ытиЛ + иупу + и*иг • 

Физически поток вектора скорости представляет собой се-
кундный объемный расход жидкости через поверхность S. 

Совокупность линий тока, проходящих через все точки 
бесконечно малого замкнутого контура, образует поверхность, 
называемую трубкой тока. Жидкость, заключенная внутри 
трубки тока, называется струйкой. 

Уравнение сплошности для струйки несжимаемой жидко-
сти имеет следующий вид: 

dQ = udA - const, (1.5) 

где dQ - элементарный объемный расход через поперечное 
сечение струйки; 

cL4 - площадь сечения струйки. 
Из уравнения (1.5) следует, что элементарный объемный 

расход постоянен вдоль струйки. 
Для потока конечных размеров уравнение неразрывности 

имеет вид 

Q = оА ^ const, 

где о - средняя скорость в рассматриваемом сечении; 
А - площадь поперечного сечения потока. 



Угловая скорость вращения жидкой частицы 

- 1 
со = — rot и , 

2 

где ю - вектор угловой скорости; 
rot и - вихрь вектора скорости жидкой частицы. 

В проекциях на декартовы оси координат 

1 
<й = — 

* 2 
ди, 
ду 

1 ( дих 
«V = ' I у dz 

dz 

duz 

дх 

1 
№г = 2 

duv ди, 
дх ду 

(1.6) 

При потенциальном (безвихревом) движении вихрь вектора 
скорости 

ro l« = 0. (1.7) 

В координатной форме запишется так: 

дих ди 
dz dx 

duy ди 
дх ду 

Z _ - 0; 

X _ = 0; 

диТ ди 
dy dz 

— = 0. 

(1.8) 

В потенциальном поле существует скалярная функция ф, 
связанная с вектором скорости такой зависимостью: 

и = grad ф. 



Эта функция называется потенциалом скорости. Зная по-
тенциал скорости для плоского течения, определим проекции 
скорости из следующих соотношений: 

дер дер 
их= > "v=— • дх ду 

Кривые ф(х, у) = const называются эквипотенциальными 
линиями. Для поляриых координат на плоскости 

0ф 1 Зф 
or г ад 

где иТ и ме - проекции вектора скорости частицы и соответст-
венно на направление полярного радиуса-вектора г и на на-
правление, ему перпендикулярное. 

Уравнение неразрывности для потенциального движения 
несжимаемой жидкости обращается в уравнение Лапласа 

У 2
Ф = 0 , 

2 д2 д2 д2 

где V = —т- + —т-+—- - оператор Лапласа. 
дх ду dz 

Для плоского течения 

л л = 0 _ 
дх ду1 

Следовательно, потенциал скорости является гармониче-
ской функцией. 

В полярных координатах уравнение Лапласа имеет вид 
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а2ф 15ф 1 з2Ф . 
дг2 Г дг г2 ае2 

Циркуляцией скорости по контуру С называется криволи-
нейный интеграл вида 

Г = ]н dS1 

с 

либо 

Г = fux6x + uvdy + uzdz). 
с 

В потенциальном поле циркуляция вдоль дуги А В 

Г = Фл - Ф в > 

т. е. она равна разности значений потенциалов скорости в ко-
нечных точках кривой. Поэтому циркуляция по замкнутому 
контуру равна нулю, если внутри контура нет особых точек 
(если потенциал является однозначной функцией). 

Для плоского потока несжимаемой жидкости существует 
функция ф(х, у), называемая функцией тока, для которой 
справедливы условия 

Su/ дф 
ду у дх 

В полярных координатах 

1 дф Зф 
иг — ' " — 

10 
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Выражение v(/(x, у) = const является уравнением семейства 
линий тока. 

Для безвихревого движения функция тока и потенциал ско-
рости удовлетворяют уравнениям Лапласа 

и a W * о. 
дх2 ду2 дх2 ду2 

Разность значений функций тока на двух смежных линиях 
тока равна расходу между ними, т. е. 

v e - v ^ C ? -

Разность значений потенциалов скорости равна циркуляции 

Фл-Фй = г -

Функции ф и у определяют из соотношений 

Зф ^ f t y . ^ ^ 
дх ду' ду дх ' 

которые являются условиями Коши-Римана. Они показывают, 
что линии ф - const и у - const взаимно ортогональны. 

Для решения практических задач широко используется ме-
тод наложения потенциальных потоков, который является 
следствием линейности уравнения Лапласа. 

Так, если имеются два потока с потенциалами ф! и ф2 , то 
потенциал скорости нового результирующего потока 

ф =ф, + ф2 . 

Аналогично функция тока будет равна алгебраической 
сумме функций токов исходных потоков 

= \f/| + \|/2 
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При выполнении условий (1.9) две гармонические функции 
Ф и ф можно считать действительной и мнимой частями неко-
торой аналитической функции комплексного переменного, т. е. 

Функция Щг) называется комплексным потенциалом или 
характеристической функцией течения. 

Производная аналитической функции называется 
dz 

комплексной или сопряженной скоростью, которую можно 
записать 

d W dw .дц> и - - — + = их — IU . 
dz dx дх у 

По модулю комплексная скорость равна модулю вектора 
скорости, т. е. 

d W 2 , 2 
X +U y = U. 

dz 

В полярных координатах 

Л = - ( и , - ю 0 ) . (1.10) 
d W r( Эф .Эф 

- 1 - + i 
/ dz z \ d r дг 

При этом 

__ Эф _ 1 Эф 
г дг г д9 ' 

_ 1 Эф _ Эф 

Характеристические функции некоторых простейших пло-
ских потенциальных потоков: 

поступательный поток W = (а - ib) z, а и Ъ - постоянные; 
плоский источник W = а\п z, (а > 0); 
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штоскии сток 
диполь 

W=absz,(a<Q); 
W=<*/; 

плоский циркуляционный поток W = In Z . 
2% 

Отображение области А (рис. 1.1) плоскости комплексного 
переменного z = х + iy в область A i , которая расположена в 
плоскости переменного С, = ^ + щ, осуществляемого с помо-
щью аналитической функции = f ( z ) , называется конформ-
ным отображением. Функция С, ~ f ( z ) называется отобра-
жающей функцией. Модуль производной этой функции ха-
рактеризует изменение линейных размеров при преобразова-
нии, а ее аргумент - угол поворота радиус-вектора. 

£ © 
и 

с 

® 

Рис. 1.1. Отображение точек области А п плоскосги z в точки 
области А ] плоскости \ 

Конформное отображение позволяет перейти от известных 
элементарных потоков к составлению комплексных потен-
циалов потоков, обтекающих тела более сложных форм. Ото-
бражающую функцию обычно находят по известным форму-
лам конформных преобразований. 

Циркуляция и расход при конформном отображении не из-
меняются, т. е. Г2 = , Qz ^ Q^. 

Движение, при котором условие (1.7) не соблюдается, т. е. 
rot £7^0, называется вихревым. Вихревое (вращательное) 
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движение жидких частиц характеризуется угловыми скоро-
стями, величина которых может быть определена по (1.8). 

Модуль вектора угловой скорости 

Под вихревой линией понимают линию в потоке жидкости, 
в каждой точке которой в данный момент времени вектор уг-
ловой скорости совпадает по направлению с касательной. 
Дифференциальные уравнения вихревой линии имеют вид 

Понятие о вихревой линии аналогично понятию о линии тока. 
Часть жидкости, ограниченная вихревой поверхностью, прове-
денной через бесконечно малый замкнутый контур, образует 
вихревую трубку. Жидкость, ограниченная вихревой трубкой, 
называется вихревой нитью. Существует аналогия с поверхно-
стью тока и трубкой тока Интенсивность вихревой трубки 

где м„ - проекция вектора угловой скорости й на нормаль к 
поверхности S. 

В соответсгвии со второй теоремой Гельмгольца интенсив-
ность вихревой трубки не изменяется с течением времени. 
Для элементарной вихревой трубки с точностью до величин 
высших порядков малости (а„А- const. 

Связь между интенсивностью вихревой трубки и циркуля-
цией скорости по замкнутому контуру, расположенному по по-
верхности трубки, устанавливается с помощью теоремы Стокса 

dx _ dy dz 
(0Х (0у (0Z 

i= JJro„dS, 
s 

Г = <$udl =2jjc0„d5 = 2i. 
s 
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Задачей расчета полей скоростей методами теории потенциаль-
ных движений является определение сил, действующих на тело. 

Для нахождения давления на поверхности обтекаемого пото-
ком тела используется выражение для коэффициента давления 

Р = 
Р-Ро 

0,5р 
= 1 - ( 1 . 1 1 ) 

05̂ 00 00 7 

где р и и - давление и скорость в рассматриваемой точке; 
/?со и и а: - то же, на достаточном удалении от тела. 
Формулу (1.11) можно получить из уравнения Бернулли 

для несжимаемой жидкости 

Щ + Е + ^ = (1.12) 
Р 2 

Для решения задачи обтекания цилиндра потоком жидко-
сти с циркуляцией осуществляют суперпозицию комплексных 
потенциалов равномерного потока, диполя и плоского вихря. 
В этом случае суммарный комплексный потенциал течения 
W(z) имеет вид 

2к 

где щ - скорость равномерного потока; 
2 = х + iy - комплексная переменная; 
г 0 - радиус цилиндра; 
Г - циркуляция. 

Потенциал скорости и функция тока данного течения в по-
лярных и декартовых координатах 
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<p = w0rcos6 
2 ^ Г f r< 

„ , -—arctg—; 
x2 +y

2 J 2n x 

2 Л 

' Л 
Г . 

+ - - l n r=u0y 
2тг 

1 - - го 
2 Л 

дс + у 

+ — I n Jx 
2п W -

Для построения распределения скорости по поверхности 
цилиндра используем выражения для ее проекций иг и щ в 
полярных координатах 

ur — M0cos9 
( г\ 

/ г 2 , 

г 

~ - « о S1*n ® г 
\ 

г 
2 ш 

На поверхности цилиндра при г = г0 

иг =0 и «е|Л=Г() =-2M 0 s ine-
2пг, 

Положение критических точек, когда щ = 0, находят из ус-
ловия 

/ 
0™ = arcsin кр 4тш0г0 

Распределение давления по поверхности цилиндра описы-
вается коэффициентом давления р . 

/7 = 1 - 4 sinO--
4тш0г0 
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ПРИМЕРЫ 

1.1. Поле скоростей газа задано проекциями их = : 

иу = ; и. = 0. Найти уравнение линий тока, а также тра-
екторию частицы, которая проходит в момент времени / = О 
через точку пространства с координатами х = 2 ну = 4. 

Решение. Дифференциальное уравнение (1.2) траектории 

движения частицы для заданного поля — (l + /) = d/ и 
х 

1 d 
— •—(]. + ( ) - d t , откуда 
2 у 

t_ 1 d>' _ df 
x \+t 2 у 1+/ 

Проинтегрировав, имеем 

lnx = ln(l + /)+lnC|, 

^ In у = ln(l+/) + lnC2 

либо x = C\ (l +/). -yjy = C2 (l +1) • 

Произвольные постоянные интегрирования находим из на-
чальных условий (г = 0, х = 2, у = 4). Подставляя эти значения, 
получаем С\ =2,Ci = 2. 

Таким образом, 

Исключая время, находим уравнение траектории х - - Jy ~ 0. 
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Для нахождения линий тока используем уравнение (1-1). 

—(l + ()= (l + г). После интегрирования и потенцирова-
х 2 у 

ния х ~ C^Jy. 
Для линии тока, проходящей через точку х = 2, у - 4, про-

извольная постоянная С = 1 и x - J y ~ 0, т. е. линия тока и 
траектория совпадают, хотя поле скоростей нестационарно. 
Это происходит потому, что с течением времени скорость из-
меняется только по величине, а не по направлению, т. е. еди-
ничный вектор поля скоростей не зависит от времени 

« J * J 
И [л!*2 + 4 у •*]х2+4у 

1.2. По заданным проекциям скоростей 

х 2 у 3 г 
и* =7Т7> "у = 717' / + Г ' t + l г t +1 

определить ускорение жидкой частицы в точке А с координа-
тами х = 2,у-9, z = 3 в момент времени t= 2 с. 

Решение. Записываем выражение для компоненты ускорения 

диу дих дих диг ах =—- + uY —~ + wu —- + и. — х dt дх у ду 1 dz 

Имеем 
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Аналогично для ау и а: 

п
 2У , 4У =

 2У • 
' (r + l)2 (f + l)2 (f + l f 

3 z 9z 6z 
«Z = — 

(t+if {t+if ( r + i ) 2 ' 

Полное ускорение частицы 

1-1 п ~ 1 Г W + 36z2 

v (« + 1Г 

Для точки Л имеем 

л/4-92 +36-32 . . . , 2 
й - ......... . 2,85 м/с . 

(2 +1)2 

1,3. Может ли поле скоростей несжимаемой жидкости об-
ладать потенциалом <р = а{х2 + у2)? 

Решение. Потенциал скорости плоского потока несжимае-
мой жидкости удовлетворяет уравнению Лапласа 

v V ^ + ^ o . 
дх2 ду2 

Проверим выполнение этого уравнения для заданного по-
тенциала: V2(p = 8 8 = 0, т. е. поле скоростей несжимаемой 
жидкости может иметь такой потенциал. 

19 



1,4. Найти уравнение семейства линий тока для плоского 
течения, заданного в задаче 1.3. 

Решение. Найдем проекции поля скоростей 

ftp Л Оф 
дх ду 

Для построения линий тока определим функцию тока дан-
ного течения 

ду дх 

dvj/ = — d v + — d y = 8(_ydx- + xdу) ~ 8d(xy). 
дх ду 

После интегрирования имеем 
Уравнение линий тока полу-

чают путем придания функции 
тока различных постоянных 
значений. Следовательно, об-
щий вид этих уравнений будет 

ху = с либо у = —. 
X 

Таким образом, линии тока -
семейство равнобоких гипер-
бол (рис. 1.2). Направление 
движения в каждом квадранте 
устанавливается по знаку про-
екций скоростей. 

у = Ъху + с'. 

Рис. 1.2. Линии тока для потока, 
заданного потенциалом скорости 

Ф = 4 
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1.5. При каком значении коэффициента а возможны тече-
ния несжимаемой жидкости со следующими проекциями поля 
скоростей: 

а) их=ах, иу =ау; 

б) их - 2 ах, и у = -2 ау . 

Каков характер этих течений? 
Решение. При движении несжимаемой жидкости должно 

ди ди удовлетворяться уравнение неразрывности — - + —— = 0. 
дх ду 

В первом случае а + а = 0, если а = 0. Следовательно, их = 0, 
щ = 0, т. е. движение отсутствует. 

ди ди 
Во втором случае — - = 2а, —- - -2а, 2а - 2а = 0. Это ус-

дх ду 
ловие выполняется при любом значении коэффициента а. 

Чтобы определить характер течения, воспользуемся соот-
ношениями (1.8), при которых (Од = coy = 0. т. е. течение потен-
циально 

Эф _ Эф 
их=^г = 2ах, и у = ~ ~ - = -2ау; 

ду дх 

dy = + ~ + jcdy) = 2ad{xy), 

^ = 2ах и , и -ох оу 
ф = 2 аху; их = — = 2 ах, -2 ау; 

dф = — d.r -(- — d у = 2a(x<bc-yAx), 
дх ду 

ф = а{х2-y2)t х2-}'2 - с, у = ±4х2-с . 
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Эквипотенциальные линии - равнобокие гиперболы (асимпто-
ты - биссектрисы углов между координатными осями). Линии 
тока также равнобокие гиперболы (асимптоты _ осей координат). 

Форму линий тока (при а > 0) находим, проводя кривые, 
которые пересекают эквипотенциальные линии под прямым 
углом (рис. 1.3). 

9 ' 

Рис. 1.3. Линии тока и эквипотенциальные 
линии для потока при их = 2ах и иу = -lay 

1.6. Аналитическим сложением плоских источника и стока с 
расходами Q = бтг м2/с и прямолинейно-поступательного потока 
жидкости со скоростью Do= 5 м/с, параллельной оси абсцисс, 
определить форму результирующего потоку и его скорость в 
точках с координатами х\ ~=у\ =0,2 и х2 =у2=] м. Расстояние 
между источником и стоком, расположенной на оси абсцисс 
симметрично относительно начала координат^ а ~ 1 м (рис. 1.4). 

Решение. Для определения формы результирующего пото-
ка найдем его функцию тока, суммируя функции тока источ-
ника стока \\/ст и прямолинейно-поступательного потока ц/п п. 

Функция тока источника и стока 

V « + V « = v - f a r c t g — - a r c t g — . 
х + 0,5 а х - 0,5 а 
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Рис.1.4. Диполь 

Функция тока результирующего потока 

Q( У + Vcr + 4Vn = arctg 2яу x + 0,: 

Для определения линий тока приравняем функцию тоКа у 
постоянной величине, при а = 1 м 

' У У 4 
arctg— arctg—-— 

лг + 0,5 х-0,5 
+ 5у = с, 

откуда 

с у у у arctg —-—• - arctg -
5 5 V х + 0,5 х - 0 , 5 

Определим форму нулевой линии тока (с = 0) 

Г \ 
У У arctg — arctg 

V х + 0,5 х -0 ,5 
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Одно из решений этого уравнения у « о (ось абсцисс). 
Пользуясь известной тригонометрической формулой 

1 + tgatgp 

видоизменим уравнение нулевой линии тока: 

. 5 х-0,5 х + 0,5 v 

1 + -
х + У -0,25 

х1-0,25 

откуда 

х = ± I—? у 2 + 0 , 2 5 . 
5 

При малых углах tga « а , поэтому при у = о 

x = ± J j + 0 , 2 5 м=+0,922 м . 

Другие точки этой линии тока получим, задав различные 
значения у. 

Для остальных линий тока 

х = ± { • / + 0 , 2 5 . 
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Из рис. 1.5 следует, что результирующий поток состоит из 
потока, обтекающего овальный цилиндр (овал Ранкина) и внут-
реннего потока от источника к стоку. Компоненты скорости ре-
зультирующего потока найдем по известной функции тока 

их = arctg — - arctg — | + 5 у 
х + 0,5 х - 0,5 

f У У Л 
a r c t g — a r c t g 

х + 0,5 

IP W 

x — 0,5 j 
+ 5 у 

1 .._J 
L L J - C Z O ? 

T j /! 
1 

7—j 
N i A 
C'-ta 

L J 

Рис. 1-5. Схема обтекания овального цилиндра: 
О - расчетные точки; © - точки, соответствующие решениям 

Дифференцируя, получаем 

х + 0,5 
их= 5 + 3 

х - 0 , 5 

иу= 3 

_(Х + 0 ,5 ) 2 +/ (X~0,5)2+/J' 

У У 
(х + 0,5 f + y 2 (х -0 ,5 f + y 2 
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а)при*1 =у\ = 0,2 м 

ич =15,9 м/с, иу{ = -3,48 м/с, +м2, =16,3 м/с; 

б) при Х2 = У2 = 1 м 
иХ2 = 5,18 м/с, м = -1,48 м/с, у2 = 5>39 м/с. 
1.7. Графическим сложением плоских источника и стока с 

расходами Q = 6л м2/с и прямолинейно-поступательного по-
тока жидкости со скоростью ц> = 5 м/с, параллельной оси абс-
цисс, определить форму результирующего потока и его ско-
рость в точках с координатами х\ ~ у\ = 0,2 и хг = yi = 1 м. Рас-
стояние между источником и стоком, расположенными на оси 
абсцисс симметрично относительно начала координат, а - 1м 
(рис. 1.4). 

Решение. Начнем со сложения источника и стока. Для этого 
проведем несколько линий тока, соблюдая условие 

2% TL1 2тг 
Л0„ = Д6СТ - const, т, е. линии тока источника и стока (пря-
мые лучи, исходящие из источника и стока) должны быть 
проведены па одинаковом угловом расстоянии друг от друга. 
Для удобства построения разделим 360° на 32 части. Тогда 

для источника и стока Ду - & Q = = ±0,589 м2/с. Следо-

вательно, линии тока прямолинейно-поступательного потока 
д Д Q 0,589 должны быть проведены на расстоянии Ду = —=- = — м 

и 0 5 
друг от друга. 

Построив линии тока источника и стока в каждом из четы-
рехугольников, образованных пересечением линий тока, про-
ведем диагональ, являющуюся одновременно вектором скоро-
сти и приближенно отрезком линии тока результирующего 
течения (рис. 1.6). 

Ai|/„ = AvfK,. = const. Поскольку и у с т = ~ Q C T , то 
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Рис. 1.6. Схема графического сложения скоростей 

Последовательности этих отрезков соответствуют линиям 
тока результирующего потока, представляющим собой ок-
ружности, проходящие через источник и сток. Далее пересе-
чем iix линиями тока прямолинейно-поступательного потока, 
проведенными на расстоянии Ду друг от друга, и проведем 
диагонали четырехугольников, образованные пересечением 
линий тока результирующего потока с линиями тока прямо-
линейно-поступательного потока. При сложении источника, 
стока и прямолинейно-поступательного потока получим тече-
ние вокруг- и внутри овального цилиндра. 

На рис. 1.7 построение приведено только для верхней по-
ловины рисунка, причем те участки линий тока, которые не 
могли быть получены непосредственно из построения, изо-
бражены штриховыми линиями. Для нахождения скорости 
результирующего потока в заданных точках х\=у\- 0,2 м, ~ 
- у2 = 1 м рассмотрим ближайшие к ним диагонали четырех-
угольников, полученных при построении. Длины диагоналей, 
в соответствующем масштабе, равны искомым скоростям. Для 
определения масштаба найдем среднее арифметическое из 
д я т Гйртюоталшъте. сторон, соответствующего четырех-
угольника (эта величина соответствует скорости прямолиней-
но-поступательного потока о0-- 5 м/с). 
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Рис. 1.7. Линии тока от сложения источника, 
стока и прямолинейно-поступательного потока: 

• - точки, соответствующие решениям 

Таким образом, для заданных точек получаем 

а) п р и х ^ у ^ 0,2 м = 16,3 м/с; 

б) при Х2 = Уг = 1 М 1>2 = 225+20 2 2 , 5 = 5 , 3 6 м / с ' 

2 
что достаточно близко к результатам, полученным аналитиче-
ски для тех же данных в задаче 1.6. 

1.8. Выяснить, какие из движений жидкости, компоненты 
скоростей которых приведены ниже, являются вихревыми. 

Для вихревых движений построить зависимость <ог = / ( у ) : 

а) их = , му = 0 (а > 0); 
2 

б) их = ах , иу = -2аху (,а > 0); 
в) их = ау, иу = 0 (а > 0); 
г) их = з(х2 - у1), щ = -бху, 
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д) их - ay, Uy ~bx (b > 0); 
е) ux = 2xy, uy = 2xy, uz"- 2xz. 
Решение. Для выяснения характера движения воспользуем-

ся выражениями (1.6) 

ы * -
1 Г дич $иу 
21 ду dz у 21 & " дх 

со. = — 
* 2 

диу дих 

дх ду 

Для случая а) 

0) v = -
1 

I Л 

0--ау 2 
а 

т. е. движение вихревое. 
Зависимость со2 = / ( у ) для этого и других случаев приве-

дена на рис. 1.8. 

— 

.е.е 
„ у 

. Л* . Л* 

Рис. 1.8. Зависимости со. = / ( у ) для движений, заданных в задаче 1,8 
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1,9. Получить и изобразить графически закон изменения 
угловой скорости вращения вихря в зависимости от радиуса 
со, = fir), если его окружная скорость изменяется по закону 

с 
a) v = — (с> 0); б) U: 

4г 

V 

( О 0 ) . 

г / 
1 \ 
1 \ 
1 \ 

V 

1 1 
\ 
1 

к X 

Рис. 1.9. Схема к выводу соотношения ад, = f { t ) 

Решение. Для произвольной точки пространства М (рис. 1.9), 
декартовы координаты которой х и у и полярные г, Э, 

их - -t>sin 9, ity ̂  t>cos 9, 

5 "> "> V X так как г = х + у , sin9 = -- , cosO = —, то для случая а) 
г г 

их=- су 
х 2

+ У
2 

сх 

х2+у2 (х2
+у2} 

1/2 • 

Тогда о , = -
2 

диу дих 

дх ду У 
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дх дк 
сх 

L( *wn М " '' ' 

Аналогично — г ). 
ду гь 

Кривые ю^ = / ( г ) проведены на рис. 1.10. 

Wz 

Рте. 1.10. График зависимости <az = f{r) 

а) при v = Аг; б) при v = ~ . 
г1 ыг 

о - расчетные точки. 
1.10. Пренебрегая сжимаемостью, определить на каком 

расстоянии от оси факела абсолютное давление газа должно 
стать равным р = 0,98ра, если окружная скорость на внешней 
границе на выходе из горелки иц = 20 м/с, разрежение в топке 
Р г = 9 8 Па, плотность газа рг = 0,9 кг/м3, выходной диаметр 
горелки d - 0,5 м, атмосферное давление ра - нормальное. 

Решение. Определим величину циркуляции скорости при 
заданных условиях 

Г = и0го/ = 20-3,14-0,5 м 2 /с = 31,4 м2 /с. 
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Запишем уравнение Бернулли (1.12) для двух положений 
частицы газа на расстояниях го и г от центра вихря (изменени-
ем геометрической высоты пренебрегаем) 

Рг 2 Рг 2 ' 

где 

Ро = Ра - Рт - (1.013 • 105 - 98) Па = 1,012 • 105 Па. 

По условию задачи 

Определим, на каком расстоянии от оси факела скорость 
достигает величины и = 68,5 м/с. 

г = — = = 0,073 м . 
2тт 2-3,14-68,5 

1.11. Найти выражение для комплексного потенциала плос-
кого источника, расположенного в начале координат. Опреде-
лить скорость в точке 2 = 3 + 4/. 

Решение. Записываем выражение для потенциала скорости 
и функции тока плоского источника 

Q л Q а 

2п 2п 

Комплексный потенциал 

W = ф + iу = Я- ( ь г + /е) = Я.inL'«) = Я.inz. 
2и 2л 2л 
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Комплексная скорость по формуле (1.10) 

5 = dW = г 
dz z 

дф -^мЛ r ( . \ 

Проекция скорости на радиус-вектор 

0 = 3 ^ 1 1 . 1 . 
дг 2 л г 

Проекция скорости на перпендикуляр к радиус-вектору 

1 Зф 

г 50 

Комплексная скорость 

o ^ f J L i + o l - 2 1 
z\2n г 2п z 

Из полученного соотношения в частности следует, что на-
чало координат (z = 0) является особой точкой. 

Вычислим скорость в точке z = 3 + 4/. 
Имеем 

| с ( = И . ± = Я . 1 . 
2п \z\ 2к г ' 

г - Jx2 +у2 = л/з2 +4 2 = 5; 
v 1 1 Ютг 

1.12. Учитывая, что линии тока плоского вихря - концен-
трические окружности, получить выражение для комплексной 
скорости этого течения. 
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Решение. Используем полярную систему координат 

ду _ 1 3(р __ дц; 

1 ди> Л По условию иг = 0, из чего следует, что — = — — = 0 , т. е. 
дг г д9 

ф - ф(В) и у = у(г), 
1 dtp dw при этом = —— 
г д9 дг 

либо = а) 
Ж дг 

где С - постоянная. 
Интегрирование а) дает ф - С9, у = -Clnr. 
Определим компоненты скорости \>е 

г дд г 

Для нахождения постоянной С определим циркуляцию 
скорости по окружности произвольного радиуса R. 

Подставляя значение ое, получим 

С 2% С Г 
Г = f—dS = f —rdQ - 2пС, С = —. 

г 0 г 2к 

Следовательно, 

Г Q Г . Г 1 
2л 2л 2л г 

Комплексный потенциал течения 

W = ф + Лу = — (0—/1пг) = ——(lnr+/8) = ——Inz. 
2к 2п 2к 
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Найдем выражение для комплексной скорости из (1.10) 

г (скр .диЛ г ( . ч Г 1 
z \дг or J z 2т z 

1.13. Проанализировать характер течения, получаемого су-
перпозицией (наложением) плоских вихря и источника. 

Решение. Комплексный потенциал нового течения 

w = w»+wn, 

где Wa ~ комплексный потенциал плоского вихря; 
WH — то же источника. 

По правилу суперпозиции 

W = Wb +WH = (фв +ф и )+1 (фв + ф и ) , 

г г 
<Ри=:г1 п ' ,> 2л 2% 

Г О 
271 2л 

Имеем ф = —(Г9 + 91пг); ф = — ( О б - Г Stir) (см. зада-
2к 2 л 

чи 1.11 и 1.12). 

W = •— [(01ш* + Г9)+ / (Ш- Ппг)] = ~{Qlnr + Г9 + iQd - Я* lnr) = 
2л 2п 

= i [ i n f e - 1Г)+е(г+ie) ]=J-pnrfe- fT)+iefe -гг) ]= 2 п 2я 

2л 2л 
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Этот же результат можно записать сразу, если использовать 
выражения для WB и fV„, полученные в задачах 1.11 и 1.12. 

Получим выражение для семейств линий тока и эквипотен-
циальных линий нового течения. 

Для эквипотенциальных линий (<p = const) в цилиндриче-
ской системе координат можем записать следующие: 

Л ду ду „ 
г дг дг 

= е . . 
дв 2 я > 

д у 

дГ 

г б & г ^ Ф= J— + - — d Q , 
2 п г 2% 

2 л дг 2%г 

tp — Q~\tly + - 9 + С | . 
2 я 2я 

Включая 2я в произвольную постоянную, получим 

6 i n r + r e = c , 

либо 

Г 
lnr = —9 и r = Cxe Q . 

б 

Аналогично для линий тока 

г-С2ех . 
йв 

Последние соотношения показывают, что линии тока и эк-
випотенциальные линии представляют собой семейства взаим-
но ортогональных логарифмических спиралей. При Q > 0 тече-
ние направлено к началу координат, при Q < 0 - из начала. По-
лученное течение носит название вихреисточника (вихрестока). 
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Г к 1.14. С помощью функции z = а кхС, + к2+^- отобразить 

отрезок прямой, совпадающей с осью х в плоскости z на плос-
кость С,. Построить результирующий контур, изобразить зако-
ны распределения скорости и коэффициента давления по 
контуру при движении жидкости вдоль оси х, если к\ = 0,547, 
к2 =0,015, къ = 0,453. 

2 j 
Решение. Преобразующая функция — ̂  = kfc + к2С? + /г3, так 

а 
как по условию задачи z = дг, то 

к&2+(к2--\ + к3=0. 
V а) 

Отсюда 

-~к2±л 
а 

( х f к2 -4А:]А3 
а > а , -

- ±± + 1 
2к 2к. 

1-Ь 

4 к 

Так как = £ + щ , то из предыдущего выражения находим 

х 1 кл 
_ а 

2кг 

\а 
4 kt 

0 1 ftl 
Нетрудно убедиться, что 4 +"П = — = const. Из этого 

к \ 
следует, что заданная функция преобразует отрезок прямой, 
совпадающей с осью х в плоскости z, в окружность с центром 
в начале координат плоскости £ и радиусом 
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Точки пересечения окружности с осью абсцисс £ соответ-
ствуют точкам пересечения прямой оси л: в плоскости z с абс-
циссами, определяемыми из условия 

так что ~ г0 соответствует хг = 1,011а, а 4 = ~го соответству-
ет *2 = -0,981 о. 

Точка пересечения окружности с осью г\ соответствует 
точке пересечения прямой с абсциссой, определяемой из ус-

Х tr 
к2 

ловия % = 0. При этом — , так что х = акг = 0,015а. Длина 
2к] 

отрезка прямой / = Х\ -х2 « 2а. 
Потенциал скорости и функция тока при обтекании данно-

го отрезка прямой совпадают с потенциалом скорости и 
функцией тока прямолинейно-поступательного потока жидко-
сти параллельному оси х. Поэтому W = WQ\Z. Подставив это 
выражение для преобразующей функции, найдем комплекс-
ный потенциал результирующего течения 

При этом 

х = а (*2 ± ) = а (0,015 ± 0,996), 
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= u 0 1 a 

= u 0 I a 

к] r (cos e + fsine)+*2 + 

k-i к 
k lrcos0 + k2 + -—cosG + j A^rsinG—-sinG 

r(cos6 = isin0) 
( * 

r 

Отделив действительную часть от мнимой, получим потен-
циал скорости и функцию тока результирующего течения 

Ф = 1>01й k f c o s Q + k j + — cose] , 

Ч» = v>oia( V |sin0. 

Дифференцируя эти функции, находим законы распределе-
ния радиальной и тангенциальной составляющих скорости 
результирующего течения 

иг = — = i>oie 
дг 

/ 
kx — \ cosG; 

d\\f 
«е - — j 1 - - « 0 1 я 

дг 

\ г 

/ 

А, +--2- sinG. 

Вдоль результирующего контура r = r 0 = J — . Следова-

тельно, для точек этого контура и, = 0 . 

и9 = -2ак{ и01 sinG = -1,094яи01 sinG = о. 
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Найдем соответствующее выражение для коэффициента 
давления: 

= 1 — 4 sin2 0 

2 

где и02 = - скорость в точке, достаточно удаленной от 
результирующего контура. 

Эту скорость можно получить, подставив в выражения для иг 

и и& значения г ~ со и 0 = л. Тогда и,. = -a£ tu 0 1 = -О,54яо01. 
Законы распределения скорости и коэффициента давления 

я 

по результирующему контуру при 0 ^ 0 < — изображены на 

рис. 1.11. 

Рис.1.11. Закон распределения скорости: 
1 - по результирующему контуру; 2 - то же для коэффициента давления; 

о - расчетные точки 

1.15. Показать, что для движения, задаваемого проекциями 
скоростей их = at - by, uy~bx- at, uz = 0, линии тока - это ок-
ружности. 

У 

ЗАДАЧИ 
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1.16. Получить выражение для проекций локальных уско-
рений жидкой частицы, если уравнения движения имеют вид 

х = In sin t, у = sin2/, z = 0. 

1.17. Определить ускорение жидкой частицы, если поле за-
дано проекциями скоростей: их = b- cosbt, иу = b • sinft/, uz = 0. 

1.18. Определить ускорение жидкой частицы в точке про-
странства с координатами х = 3, у = 2, z = 1, если поле задано 
проекциями скоростей их- 2х, иу~у +2, и2 - г +1. 

1.19. Движение несжимаемой жидкости задано проекциями 
скоростей иу= —3у + 2, щ = 1% + 1. Установить вид выражения 
для проекции скорости на ось х, если в начале координат их ~ 2. 

1.20. Движение задано проекциями скоростей их = -a sin 
иу= b cos t. Найти уравнение линии тока, а также траекторию 
частицы, проходящую в момент времени t = 0 через точку 
пространства с координатами х = а, у = Ь. 

1.21. Показать, что если поле задано проекциями скоростей 
их = х + t, иу = -у + t, то линии тока представляют семейство 
гипербол. Получить уравнение траектории, проходящей в мо-
мент / = 0 через точку с координатами х= -1, у - 1. Постро-
ить линию тока и траекторию. 

1.22. Определить расход жидкости, вытекающей через бо-
ковую поверхность цилиндра единичной толщины (г = 1), ось 
которого проходит через начало координат, если радиус ци-
линдра R - 0,1 м. Радиальную скорость течения считать по-
стоянной и равной и = 3 м/с, 

1.23. Проверить возможность существования движения не-
сжимаемой жидкости д ля поля, заданного проекциями скоростей 

их = - 6 (х + у)2, иу = 2у + z3, uz = х2 + у1 + 4 z. 

1.24. Доказать, что для поля, заданного проекциями скоро-
стей их = у (х2+ у2), иу = -х (х2+ У), и2 = 0, линии тока пред-
ставляют собой окружности. 
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1.25. Определить скорость вращения жидкой частицы в 
точке пространства с координатами х = 3, у - 2, z = 0, если 
поле задано проекциями скоростей их = 2ху, иу - 4yz, и2 - 2xz. 

1.26. Получить выражение для линий тока, если проекции 
скоростей их = ху, иу = -2х (х - 1). 

1.27. Найти уравнение для линии тока, проходящей через 
точку с координатами х = у = -1, z = 2, если проекции ско-
ростей их = х, иу~ -у, щ ~ -2z. 

1.28. Может ли поле скоростей несжимаемой жидкости об-
ладать потенциалами, если 

а) ф = ,2х ; б) ф = 2ху; в) ф = arctg—. 
х2\уг * 

Если движение не потенциальное, найти выражения проек-
ций скорости и построить соответствующие линии тока, 

1.29. При каких значениях постоянных а, б, в, с возможны 
движения несжимаемой жидкости, если поля скоростей заданы 
выражениями: а) щ = ах, иу = by; б) их = ах + by, иу = сх + dy, 
uz = 0? Каков характер этих движений? 

1.30. Исследовать плоские течения жидкости с заданными 
проекциями скоростей 

Q х _ Q у 
2 я х 2 + / ' 2 к х Ч у 2 

«ч Г У Г * б) их = - - 5 
2пх

2+у2 У 2тг х + у 
в) их = ах2, щ ~ ~2аху; 
г) их = 3 (х2 - / ) , иу = -6ху\ 
д) их = ау, иу = Ьх. 

1.31. Аналитическим сложением плоского источника с 
л 

расходом Q = 4к м /с и потенциального вихря с циркуляцией 
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Г = 2л м2/с определить форму результирующего течения жид-
кости и его скорость в точках с координатами: a) - 0,5 м; 
у \ = 0,2 м; б)*2 = 1,5 м;уг 1,0 м. 

1.32. Аналитическим сложением плоского источника с рас-
ходом Q - Юя м2/с и прямолинейно-поступательного потока 
со скоростью wo = 5 м/с определить форму результирующего 
потока и его скорость в точках с координатами х\ = у\ - 0,2 м 
ИХ2 = 0,^2 = 2,0 м. 

1.33. Исследовать течение жидкости, заданное комплекс-
ным потенциалом W = z2. Определить расход жидкости AQ, 
протекающей между точками z\ = 5 + / и z-i — 5 + 2i, и разность 
давлений Ар между этими точками. 

1.34. Комплексный потенциал течения задан выражением 

W = —. Найти линии тока и эквипотенциальные линии, опре-
Z 

делить комплексную скорость и скорость в точке z = 4 + Зг. 
1.35. Показать, что конформное преобразование плоскости z 

в плоскость С, вида С - с ' 1 ч 

Z + -
\ 

, где с - постоянная, переводит 
Z / 

окружность радиуса R на плоскости z в эллипс на плоскости С,. 
1.36. В табл. 1.5 представлены условия задач. Необходимо 

построить графики линий тока и линий равного потенциала. 
Входящие в задачи постоянные а, Ь, с, а\ и п могут быть 

как вещественными, так и мнимыми, и их значение определя-
ется преподавателем. 

1.37. Комплексный потенциал при обтекании с циркуляци-
ей имеет вид 

W{z)=K 

( г1\ 

V z ) 

г . 
+——In z 

2 л i 

Требуется; 
- определить тип обтекания; 
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- вычислить и построить функцию тока для трех характер-
ных значений постоянных; 

- рассчитать распределение окружной скорости на поверх-
ности цилиндра; 

- построить графики зависимости коэффициента давления 
от угла в ; 

-рассчитать коэффициент подъемной силы, если заданы 
функции из табл. 1.6. 

Таблица 1.5 

Условия задач 1,36 

№ W(z) 
1 ciz + b 

2 (722 +b 

3 az3 +b 

4 a{z + cf+b 

5 
a L + b 

Z + U\ 

6 
{z + aiY 

7 
a + h 

(z + a,)3 

8 
я _ + £ 

(*+«. T 
9 exp(az) + b 

10 

11 a ln(2 + flj )+ b ln(z - a{) 

12 az + Ь + Ьj I n ( ^ - a j ) 

№ W(z) 
13 az" +b + bi 1 n(z - « ] ) 

14 
b bt + — - — 

z -+ a z-ax 

15 02 + Mn(z + Й])-Mn(z - «j) 

16 az + — + c\n{z~ai) 
2 

17 az" +Mn(z + a1) 

18 aexp(z) + &lnz 

19 аехр(г) + Ьг 

20 sin(z + a) 

21 cos(r + a) 

22 tg(z + a) 

23 az + b sin(z + a,) 

24 az + b cos(z + <2[) 
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Таблица 1.6 

Условия задач 1.37 при обтекании с циркуляцией 

№ Радиус цилиндра 
г0, м 

Скорость потока 
Уда М/С 

Циркуляция скоро-
сти Г, м2/с 

1 0,25 2 ±1,0 
2 0,50 5 ±2,5 
3 0,75 10 ±2 0 

1.38. Свободный вихрь с циркуляцией Г находится в точке 
с координатами Х[ = О, _V'1 = к Верхняя полуплоскость занята 
идеальной несжимаемой жидкостью, а ось абсцисс является 
непроницаемой границей. 

Определить траекторию движения вихря и скорость его пе-
ремещения. 

1.39. Вне окружности с центром в начале координат и ра-
диусом щ ( которая является сечением бесконечно длинного 
цилиндра) в точке с координатами .v = -R, у = 0 в момент вре-
мени г = 0 находится свободный вихрь с циркуляцией Г. По 
какой траектории будет перемещаться вихрь в идеальной не-
сжимаемой жидкости и в какой точке он будет в момент вре-
мени т = I? 

1.40. Плоское потенциальное течение идеальной несжи-
маемой жидкости образовано сложением двух потоков: плос-
копараллельного с комплексной скоростью Wq-щ- i vo и по-
тока, вызванного цепочкой вихрей, расположенных вдоль оси 
ординат с шагом /. 

Определить Wo и циркуляцию вихрей Г, если заданы ком-
плексные скорости потока в бесконечности слева W\ — и\ - i vi 
перед цепочкой вихрей и в бесконечности справа W2 - и2 - / v2 
за цепочкой вихрей. 

1.41. Канал прямоугольного сечения вращается вокруг вер-
тикальной оси z, перпендикулярной продольной оси канала, 
с угловой скоростью ш. Вдоль канала движется потенциаль-
ный поток идеальной несжимаемой жидкости. 
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Найти законы распределения скорости и давления в канале, 
если плотность жидкости р. 

1.42. Определить подъемную силу Жуковского Fy и момент 
М относительно центра, действующие на бесконечно тонкую 
пластину хордой Ь, обтекаемую под углом атаки а плоскопа-
раллельным потоком идеальной несжимаемой жидкости. Ско-
рость жидкости в бесконечности, плотность жидкости р. 
Задачу решить методом дискретных вихрей. 

1.43. Задана решетка плоских пластин с хордой b - 50 мм и 
шагом t = 80 мм. Угол установки пластин $у = 0° (пластины 
перпендикулярны оси решетки - ось ординат). Скорость в 
бесконечности слева перед решеткой пластин щ ~ 20 м/с) и 
угол направления скорости (относительно оси абсцисс) а = 10°. 
Найти подъемную силу Жуковского при безотрывном обтека-
нии пластин потоком идеальной несжимаемой жидкости 
плотностью р = 1,2 кг/м3. 
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2. ОДНОМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ ГАЗА 

При скоростях потока, не превышающих 70 м/с, сжимаемо-
стью газа можно пренебречь и производить расчет по уравне-
ниям для капельной жидкости. Относительная погрешность 
расчета при этом не превышает 1 %. 

При изоэнтропическом процессе параметры газа (давление 
и плотность) связаны соотношением 

^ Г - c o n s t . (2.1) 
Р 

Здесь 

Су 

где ср - теплоемкость при постоянном давлении; 
су- теплоемкость при постоянном объеме. 

Для воздуха к= 1,405. 
В этих условиях при установившемся движении для струйки 

невязкой сжимаемой жидкости уравнение Бернулли имеет вид 

к р и2 ^ л ^ gz + — + — = const. (2.2) 
к - 1 р 2 

Воспользовавшись уравнением (2.1), уравнение (2.2) запи-
шем в следующем виде; 

р и2 RT . 
gz + — +— + = const (2.J) 

р 2 k-l 

либо gz + — + const, (2.4) 
2 k—l 

где R — газовая постоянная 
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в большинстве случаев слагаемым gz можно пренебречь и 
уравнения (2,2), (2,3), (2.4) принимают вид 

j к р — + = const; 
2 k - l р 

(2.5) 

Р R T
 Л ^ i - + (- = const. (2.6) 

р 2 к-1 

ы2 к 
— + —- RT = const. 
2 к-1 

(2.7) 

При расчетах используют одно из уравнений (2.5)~(2.7) в 
зависимости от характера решаемой задачи. 

Одним из основных параметров газового потока является 
скорость звука 

а = -JkRT , 

Отношение скорости течения газа и к скорости звука в дан-
ной точке а называется числом Маха 

М = 
и 
а 

Используя уравнение сплошности 

Qm - ры4 , 
уравнение состояния 

Р 
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и уравнение энергии (2.5), получаем 

А и ' 

либо 

^ + (2.8) 
Л х 'и 

Если 1 - М2, > 0, то знаки при — и — противоположны. 
А и 

Следовательно, при М <1 скорость потока с уменьшением се-

чения увеличивается. Если 1 - М2 > 0, то знаки при — и — 
А и 

одинаковы. Тогда при М> 1 (сверхзвуковые скорости) ско-
рость потока увеличивается с увеличением сечения. 

Уравнение (2.8) является частным случаем закона обраще-
ния воздействия. Важным следствием этого закона является 
то, что для придания дозвуковому потоку сверхзвуковой ско-
рости необходимо пропустить его через сопло Лаваля, со-
стоящее из конфузорной части, на выходе которой устанавли-
вается звуковая скорость, и диффузорной части, где происхо-
дит ускорение потока. 

При изоэнтропическом истечении скорость на выходе из 
сопла может быть найдена по формуле 

к-П 
2 к /jj 

1 - м к 
k - l р 

1 -
1 Р\ 7 

Массовый расход газа при изоэнтропическом истечении через 
сопло можно определить по формуле Сен-Венана-Ванцеля 
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2 к+1 

где ро и ро - давление и плотность газа в резервуаре, из кото-
рого происходит истечение; 

р - давление на выходе из сопла. 
При истечении через сужающееся сопло максимум расхода 

газа имеет место при критическом отношении давлений 

Для воздуха к = 1,405, ркр = 0,528. 
При критическом и сверхкритическом режимах истечения, 

т. е. при (3 < Ркр, приближенно массовый расход может быть 
определен по формуле 

Сверхзвуковая скорость может возникнуть и при истечении 
через отверстие. Однако этот процесс сопровождается мощ-
ным вихреобразованием, и потери энергии будут значительно 
больше, чем при истечении газа через сопло Лаваля. 

При обтекании твердого тела около- или сверхзвуковым га-
зовым потоком возникает аэродинамический нагрев. Оценить 
этот нагрев можно по температуре торможения газового потока 

к 

где Г - температура набегающего газового потока. 
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Температура торможения наблюдается только в передней 
критической точке или линии обтекаемого тела, где происхо-
дит полное торможение газа. Средняя температура поверхно-
сти обтекаемого тела 

где (3' - коэффициент, зависящий от формы тела (при попе-
речном обтекании цилиндра Р' ю 0,85). 

В теплоэнергетике аэродинамический нагрев обязательно 
должен учитываться при измерении температуры газового по-
тока, так как температурные датчики, обтекаемые потоком, 
нагреваются до температуры большей, чем температура неза-
торможенного газа. Аэродинамический нагрев необходимо 
учитывать также при расчете на прочность лопаток турбин и 
компрессоров. 

В отличие от дозвуковых в сверхзвуковых газовых потоках 
возникает концентрация возмущений при обтекании твердых 
препятствий (тел). 

При обтекании малых препятствий в сверхзвуковых газо-
вых потоках возникают слабые волны (волны Маха), которые 
отходят от препятствий под углом ф к направлению потока. 
Угол может быть определен по формуле 

Следовательно, по углу наклона слабой волны, зная ско-
рость звука, можно определить скорость газового потока. 

При обтекании сверхзвуковым газовым потоком препятст-
вий сравнительно больших размеров в этом потоке возникают 
более значительные возмущения - скачки уплотнения или 
ударные волны. При прохождении через эти зоны сильного 
возмущения в газе возникают потери механической энергии. 

81Пф = 
М 
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Потери энергии при сверхзвуковом обтекании твердого те-
ла связывают с дополнительным сопротивлением движению — 
волновым сопротивлением. 

Для расчета газовых потоков часто используют газодина-
мические функции. Основные соотношения, устанавливаю-
щие связь газодинамических функций имеют следующий вид: 

к 

/Ро Л к + 1) ' 

8 = 
/Ро 
Р / . [ i - ^ K - l ) / 

q ~ [0,5(к +1)] X 1 -
к-1 
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Удельный расход q служит для связи безразмерных пара-
метров потока с формой канала, где движется газ. Эта величи-
на представляет собой расход на единицу площади, выражен-
ный в долях максимального возможного удельного расхода и 
связывает относительную площадь канала с безразмерными 
скоростями. Использование газодинамических функций суще-
ственно облегчает решение задач одномерного потока газа. 

Используя газодинамические функции массовый расход га-
за можно определять по формуле 

воздуха составляет 0,0404 (кг К / Дж)0-5. 
Формула (2.9) справедлива и для определения массового 

расхода при движении реального газа в каналах, когда поле 
скоростей в поперечном сечении имеет произвольную форму. 
В этом случае нарушение условий одномерного потока учи-
тывается коэффициентом расхода ц. 

При решении задач с использованием газодинамических 
функций необходимо помнить, что значения их отличаются 
для газов с различным значением показателя адиабаты к. 

При моделировании гидрогазодинамических процессов ис-
пользуют основные числа и критерия подобия, которые выби-
раются в зависимости от типа задач и приведены в табл. 2.1. 

(2.9) 

где А = - коэффициент, значение которого для 
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Таблица 2.1 

Основные числа и критерии подобия 
гидрогазодинамических процессов 

Критерий Сим-
вол Наименование Пояснение 

1 2 3 4 

и1/ 
/ V 

Re Число 
Рейнолъдса 

Характеризует режим дви-
жения потока, являясь ме-
рой соотношения в потоке 
сил инерции и молекуляр-
ного трения (вязкости) 

и/ 
/а М Число Маха 

Мера соотношения между 
скоростями течения среды 
и распространения в ней 
упругих деформаций 

1/ 
/ их Sh Число Струхаля 

Мера соотношения сил 
инерции стационарного 
течения и сил инерции не-
стационарного движения 

иг/ 
и 

Fr Число Фруда 
Мера соотношения сил 
инерции и тяжести в одно-
родном потоке 

1 / "0 
Ет Степень 

турбулентности 

Мера соотношения сил 
турбулентного трения 
и сил инерции 

р и2 / 
/ е 

С Критерий Коши 
Мера соотношения аэроди-
намических сил потока и сил 
упругости обтекаемого тела 

у, / р ы 
Ей Число Эйлера 

Критерий подобия полей 
давления является мерой 
отношения сил давления 
и инерции в потоке 

Ga Число Галилея 
Мера соотношения сил 
молекулярного трення 
и сил тяжести в потоке 

а 
We Критерий Вебера 

Мера влияния давления, 
создаваемого поверхност-
ным слоем молекул 

We Критерий Вебера 
Мера влияния давления, 
создаваемого поверхност-
ным слоем молекул 
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Окончание табл. 2.1 

2 3 4 

ul/ 
/ а Ре Число Пекле 

Мера соотношения интен-
сивности переноса теплоты 
конвекцией и интенсивно-
сти переноса теплоты теп-
лопроводностью 

у/ / а Рг Число Прандтля 

Мера подобия температур-
ных полей и скоростных 
в потоке (при Рг = 1 
и grad р = О поля подобны) 

ПРИМЕРЫ 

2.1. Определить необходимый внутренний диаметр вытяж-
ной трубы Я = 120 м для удаления горячих газов при массо-
вом расходе Qm = 100 кг/с. Температура наружного воздуха 
/ = 20 °С, барометрическое давление у поверхности земли 
ра = 1,026-10s Па. Температура горячих газов (г = 250 °С, началь-
ное их давление р\ = 0,997 • ра, плотность газов рг = 1,603 кг/м3 

при t = 0 и рт = 100 кПа. Шероховатость внутренней поверх-
ности трубы А = 2 мм. 

Решение. Учитывая незначительность изменения давления 
и плотности газов на входе и выходе из трубы, воспользуемся 
уравнением Бернулли без учета сжимаемости. 

Давление на выходе из трубы 

Р2=Ра~Ра£Н> 

где ра и р а — параметры воздуха у поверхности земли. 

кг/м3 =1,24 кг/м3, 

р а = (l,026 • 105 -1,24 • 9,8 • 120) Па = 1,011-105 Па. 
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Начальная плотность горячих газов 

Р\ t q 0,997-1,026 105 273 , з Л „ « , з р. = р 1Л—Я = 1,603 — 1 — : — кг/м = 0,856 кг/м . И Рг Рг т 100-Ю3 523 

Из-за отсутствия данных по составу горячих газов примем, 
что их динамическая вязкость такая же, как и у воздуха. Тогда 
при t\ = 250°С и pi - 0,653 кг/м3 (атмосферное давление) 
V1 = 43,5-Ю-6 м2/с; при t\ = 250°С и р = 0,856 кг/м3 

Vj = Vj — = 43,5- Ю - 6 м 2 / с = 33,2-10*6 м2 /с . 
Pi 0,856 

Далее используем метод подбора, приняв три значения диа-
метра вытяжной трубы: d\ = 3 м, d2 - 4 м, йъ = 5 м. 

Для этих значений средняя скорость горячих газов в трубе, 
считая pi = 0,856 кг/м3 на всем протяжении трубы, 

4 1 0 0 / 1ЛС / о, - т . = м/с = 16,5 м/с, 
p,nrf,2 0,856-3,14-32 

аналогично иг = 9,3 м/с, из = 5,95 м/с. 
Соответствующие числа Рсйнольдса 

V, 33,2-Ю"6 

Re2 = 11,5 -105, Re3 =9,1810 5 . 

На границе между областями смешанного и шероховатого 
трения 

, , ч 1,125 / - \1,125 
Re* = | 120— = 1 2 0 — Ц - = 8,32 • 105, 

Р I AJ I 2 .10" 3 ; 
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ReL = (120— 
\1,125 ЛД25 

м-р = 1 2 0 -

= 120 & 
Ч1Д25 

= 120 

2 10 

5 

- 3 

2 - 1 0 " 

= 11,2 10 , 

—14,8 10 

В двух первых случаях Re > Re^ и для определения гид-
равлического коэффициента трения X воспользуемся форму-
лой Мурина 

1 1 
С j 

l,I4 + 21g- 1 < 3 1,14+21g 

= 0,0178; 

2-10 - з 

— 

l,14 + 21g--2-l (l,14 + 2lg 

= 0,0167. 

2 1 0 - з 

Поскольку 105<Re3<Re^p при di = 5 м, то используем 
формулу Альтшуля 

=0,11 
/ л0,25 
' А | 68 ' 

йъ Re3 
= 0,11 

^2-10"3 

— h -
68 

\0,25 

9,18 105 
= 0,0162. 

Учитывая, что при начальном давлении pi = 1,021 106 Па 
скорость газов и = 0, запишем уравнение Бернулли для на-
чального и конечного сечений газового потока. 

Р\ Рг аи2 л Н 
Pig Pig 2 8 d 2g 
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Поскольку zx - Z2 = Я , то 

Pis P i g P , 2 g d 2S 

Отсюда 

РЙ _ j _ Я. 

Pi dig 

Подставив в это уравнение данные, с о о т в е т с г в У 1 ° Щ и е трем 
выбранным значениям d, найдем высоты д ̂ ш о в ° й трубы. 

Я, «= 1 50 м, Н2 = 99,5 м, «= 90,3 м. 

Строим график зависимости Н = f(d\ н а х °дим с/ = 3 5 м 
(рис. 2.1). 

Л?. 

0 

V 

/ 

Л 

1 
! 
1 
1 

. 1 / — 

Рис.2.1. График зависимости / / "'/М-' 
2 ,3 -расчетные точки; 4 - точка соотве< с т в у ю щ а я Р е шению 
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2.2. При истечении кислорода из сосуда термометр, yefa~ 
новленный в некотором сечении газовой струи, показывз^ 
температуру f = 200 °С. Угол Маха в этом же сечении <р — " 
Температура газа в сосуде А> = 250 °С. Определите коэффициент 

неполноты торможения чувствительной часта термометра, cic0~ 
рость и истинную температуру газовой струи в данном сечени/1' 

Решение. Температура торможения газовой струи равна тем" 
пературе газа в сосуде. Коэффициент неполноты торможения 

р1 = 2 1 3 Щ = 273^200 = 

273 +10 273 + 250 

Температура, показываемая термометром, связана с hcWh" 
ной температурой газовой струи соотношением 

где М = — = — ! — = 1,414. 
sin<p sin 45° 

Для кислорода при t = 200 °С коэффициент — ~ \ ' £ Р 

с, 
тогда 

Т ^ К 382 К 

При этой температуре скорость распространения з в / к а 

а = JkRT = -у/1,37-260-382 м/с = 369 м/с, а скорость газо»,ой 

струи 

о = аМ = 369-1,414 м/с = 522 м/с. 
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2.3. Определить, при каком значении 4i lCJia Маха набегаю-
щего потока наступит волновой кризис пРи поперечном по-
тенциальном обтекании круглого цилиндра потоком воздуха 
температурой to = 100°С и вычислить температуру, до которой 
нагревается цилиндр в передней критическ°й точке. Считать, 
что распределение скорости аналогично распределению ее в 
несжимаемой жидкости. 

Решение. При обтекании круглого ци^инДР3 наибольшая 

скорость воздушного потока наблюдаете.'1 в точках о - . 

При потенциальном обтекании круглого цил^ВДР3 и у его поверх-
ности и = и^ = - 2 н 0 s in 0 . В р а с с м а т р и в а е м ы х точках |м| = 2щ 
Здесь, по мере увеличения скорости поток3? в первую очередь 
она становится равной скорости звука а =• ykRT Температу-
ру потока в этом месте найдем из уравн^ния энергии, запи-
санного для двух сечении элементарной rrpyfrim таза, проте-
кающей вдоль поверхности цилиндра: п£РеД цилиндром и в 
месте, где скорость струйки максимальна,т- е- и з уравнения 

А-щЯ^ктЛ-
к-\ 0 2 к-1 2 

Отсюда Т = Т0 - , а при 2щ = с = ̂ ^ имеем 

г = > 0 Т Е у д а г = К = 3 2 4 К . 

Ш 4 1 + 3 ( М 1+1(1,4-1) 
8V ' 8 

Тогда скорость набегающего потока 

и0 = - = - V m ' 2 8 7 • 3 2 4 м = m W c -
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При 7Ь - 373 К скорость звука 

а = лfkRT{; = V l . 4 - 2 8 7 - 3 7 3 м/с = 387 м/с. 

Число Маха, при котором наступает волновой кризис: 

. . щ 180 JVf 0 = = = 0,465. 
и а0 387 

В передней критической точке цилиндр нагревается Д° 
температуры торможения потока 

Г* = 7 ^ 1 + — М ? ' = 3 7 3 ^ 1 + b i J o , 4 6 5 2 j К = 389 К. 

ЗАДАЧИ 

2.4. Определить, какую высоту должна иметь дымовая труба 
для удаления горячих газов при массовом расходе Qm = 60 1<г/с 
с начальной температурой (\ = 200 °С, начальным д а в л е н и е м 
pi = 0,998 кПа и плотностью р0 = 1,5 кг/м3 при - 0 °С, диа-
метром трубы d - 2 м, барометрическим давлением у повеРх_ 

ности земли ри - 0,986-105 Па. 
2.5. Определить необходимый диаметр хорошо изолирован™" 

го воздухопровода для массового расхода воздуха Qm ~ 278 ихк, 
если pi = 0,3 МПа, г, = 100°С,/>, = р 2 = 0,986-105 Па, / = 500 м, 
Д = 0,5 мм. Определить также скорость и температуру воздУ*3 

на выходе из воздухопровода. 
2.6. Рассчитать и построить график зависимости (рис. 2.2) 

давления в начале воздухопровода от шероховатости его 
внутренней поверхности, если d = 1 м, h = 100 °С, / = 10 км> 
Qm = 200 кг/с. Абсолютное давление в конце воздухопровода 
Р2 » Ю кПа. 
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230 

221. 
О 

Рис. 2.2. График зависимости Q„ 
1 , 2 , 3 - расчетные точки; 4 - точка, соответствующая решению 

1.7. По воздухопроводу воздух движется со сверхзвуковой 
скоростью и. Показание ртутного термометра 150 °С, ко-
эффициент неполноты торможения чувствительной части тер-
мометра {У = 0,8. Определить истинную температуру и ско-
рость потока воздуха при таких углах Маха tp: а) 25; б) 27; 
в) 30; е) 32; д) 35°. 

2.8. Определить минимально необходимый верхний предел 
измерения термометра для определения температуры газового 
потока при максимальной скорости и - 1000 м/с, если при 
этой скорости угол Маха = 30°. Коэффициент неполноты 
торможения чувствительной части термометра = 0,7. Со-
став газа: О?, Нг, N2, воздух, СОз, СО. Определить также 
истинную температуру газового потока. 

2.9. Определить до какой температуры /* нагревается пе-
редняя часть трубы, обтекаемой сверхзвуковым потоком воз-
духа температурой t ~ 300 °С, если вдали от трубы угол Маха 

2.10. Определить, во сколько раз максимальная скорость 
воздуха у поверхности обтекаемого тела превышает скорость 
набегающего потока, если в момент наступления волнового 

равен: а) 30; б) 28; в) 25; г) 22; д) 20°. 
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кризиса скорость набегающего потока щ ~ 200 м/с, а темпера-
тура в передней критической точке тепа t* равна: а) 162; 
б) 180; ft) 190; г) 200; д) 210 °С. 

2.11. Определить температуру потока углекислого т а вда-
ли от поверхности круглого цилиндра, если при наступлении 
волнового кризиса температура в передней критической точке 
цилиндра г* равна: а) 2)8°; б) 230°; в) 250°; г) 270°; д) 300 °С. 

2.J2. На воздухопроводе диаметром 100 мм установлен рас-
ходомер ища труба Вентури с диаметром узкого сечедая 70 мм. 
Считая течение идеальным, определить расход воздух а по 
трубопроводу, если известно, что перепад давлений в расхо-
домере составляет 50 лш водяного столба, а давление и тем-
пература на входе в расходомер р - 0,147 МПа; Т ~ 293 К. 

2.13. Температура газа в камере сгорания двигателя 2800 К, 
газовая постоянная R ~ 343 Дж/(кг К), показатель адиабаты 
к = 1,30. Определить критическую скорость звука и скорость 
звука заторможенного газа. С какой скоростью распространя-
ются слабые возмущения в камере сгорания двигателя. 

2.14. На входе в цилиндрический участок трубы поток име-
ет температуру Т\ = 600 К и ^ = 0,4. На последующем участке 
трубы того же диаметра газ нагревается до Тг - 1200 К. Опре-
делить, пренебрегая трением, коэффициент скорости 12 после 
отвода тепла к газу. 
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