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Применение совершенных алгебраических конструкций в современных системах передачи информации, 
основанных на технологии кодового разделения каналов MC-CDMA (Multi Code Code Division Multiple Access),  
а также в криптографии, диктует необходимость их дальнейшего исследования. Одними из наиболее часто 
используемых совершенных алгебраических конструкций являются двоичные бент-функции, обладающие рав-
номерным спектром амплитуд Уолша-Адамара и, соответственно, максимально удаленные от кодовых слов 
аффинного кода. Помимо двоичных бент-функций в настоящее время особое внимание уделяется разработке 
методов синтеза их многозначных аналогов. В частности, одним из эффективных методов синтеза много-
значных бент-функций признан метод, основанный на бент-квадратах Агиевича. В настоящей статье разра-
ботан регулярный метод синтеза троичных бент-квадратов на основе произвольного спектрального вектора 
и регулярного оператора триадного сдвига. Проведена классификация спектральных векторов длин N = 3  
и N = 9. На основе проведенной классификации уточнено определение многозначной бент-последовательности 
с учетом феномена существования многозначных бент-последовательностей для длин, определяющихся не-
четной степенью основания. Полученные в статье результаты являются ценными для практического приме-
нения: разработки новых кодов постоянной амплитуды для технологии MC-CDMA, криптографических при-
митивов, алгоритмов сжатия информации, сигнальных конструкций, алгоритмов блочного и поточного шиф-
рования, основанных на перспективных принципах многозначной логики. Разработанный метод синтеза 
бент-квадратов Агиевича также является базой для дальнейших теоретических исследований: разработки 
методов перестановок строк и столбцов базовых бент-квадратов, синтеза составных бент-квадратов. Кро-
ме того, полученные данные о спектральной классификации векторов органично ставят задачу синтеза бент-
функций длин N = 32k+1, k ∈ ℕ.
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 Введение
Применение совершенных алгебраических 

конструкций получает все большее распростра-
нение  в современных системах передачи и об-
работки информации. Данное обстоятельство 
обуславливает  внимание исследователей к раз-
работке методов синтеза и изучению свойств 
классов совершенных двоичных решеток, кон-
струкций полей Галуа, последовательностей 
де Бре йна, бент-последовательностей. Послед-
ние обладают большой практической ценно-
стью ввиду их использования в криптографии 
для построения S-блоков подстановки, а также 
в технологии кодового разделения каналов 
MC-CDMA (Multi-Code Code Division Multiple 
Access) для конструирования кодов постоянной 
амплитуды (C-кодов), снижающих пик- фактор 
передаваемых в системе сигналов [1].

Еще одной тенденцией в построении но-
вейших систем передачи информации является 
переход к использованию принципов многознач-
ной логики с целью повышения помехоус той-
чи вости [2]. Данное обстоятельство диктует не-
обходимость разработки новых методов син-
теза многозначных бент-последовательно стей,  
в частности, троичных бент-последова тель нос-
тей, описанных в [3]. Тем не менее, практика  
показывает [4], что задача описания классов 
бент-последовательностей является сложной  
и многогранной, требует разработки новых ви-
дов представления данных структур. Одним из 
значительных достижений в теории синтеза дво-
ичных бент-последовательностей стали бент-
квад раты Агиевича [5, 6], позволившие провести 
классификацию полного множества бент-функ-
ций в соответствии с видом спектра Уолша-Ада-
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мара их сегментов. Описание бент-после до ва-
тельностей с помощью бент-квадратов Агиевича 
в настоящее время переросло в целое направле-
ние теории бент-по сле довательностей, в частно-
сти, разработаны методы их синтеза и размноже-
ния [7]. В связи с актуальностью и практической 
ценностью вопросов исследования многознач-
ных совершенных алгебраических конструк-
ций особый интерес представляет разработка 
метода синтеза троичных бент-квадратов Аги-
евича произвольного порядка N .

Целью настоящей статьи является разра-
ботка метода синтеза троичных бент-квадра-
тов Агиевича на основе регулярного операто-
ра триадного сдвига. 

Рассмотрим множество корней третьей сте-
пени из единицы 

 
2
3 , {0,1, 2}
ðj k

kz e k= ∈ , (1)
тогда алфавит рассматриваемых векторов бу-
дет состоять из следующих значений
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Рассмотрим матрицу Виленкина-Крестен-

сона третьего порядка:
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Построение матриц Виленкина-Крестенсо-
на  порядков 3L, L∈  может быть выполнено 
на основе следующего рекуррентного правила

 ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3

1 mod3 2 mod3

2 mod3 1 mod3

L L L

L L L L

L L L

V V V

V V V V

V V V

- - -

- - -

- - -

 
 
 = + +
 
 + +
 

,

  (4)
где ( )13

1 mod3LV - +  – матрица, у которой индек-
сы всех элементов увеличены на 1 по модулю 3.

Например, матрица 9V  будет иметь следу-
ющий вид
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1. Спектральная классификация 
последовательностей длины N = 3

Рассмотрим сначала последовательности 
длины N = 3. Каждый вектор из данного мно-
жества может быть представлен в  виде 

 { }
2
3

1 2 3 , , {0,1,2}
ðj k

i kA a a a a z e k= = = ∈ .
 (6)

Для данного вектора определено  преобра-
зование Виленкина-Крестенсона как новый 
вектор 3S A V= ⋅ , где 3V  – матрица из элемен-
тов, комплексно сопряженных к элементам ма-
трицы V3, вектор S имеет вид
 { }1 2 3S s s s= , is ∈ . (7)

Для каждого вектора A однозначно опреде-
лен вектор S. Заметим, что обратное неверно, 
т. е. не для каждого вектора S, is ∈  суще-
ствует соответствующий ему вектор с коорди-
натами 1 2{1, , }ia z z∈ , такой что справедливо 
равенство 3S A V= ⋅ . 

Определение 1 [3]. Троичная последователь-
ность 0 1 1[ , , , , , ]i NH h h h h -=    длины N = 32m, 
m ∈ ℕ, где коэффициенты { }1 21 1, ,ih z z∈± , на-
зывается бент-последо ва тель ностью в базисе 
Виленкина-Крестенсона, если она имеет рав-
номерный по модулю спектр Виленкина-Кре-
стенсона, который представим в матричной 
форме

 ( ) NB H V constΩ ω = ⋅ = ,  0, 1Nω = - , (8)

где VN – матрица Виленкина-Крестенсона по-
рядка N.

В общем случае, задача поиска бент-функ-
ций является задачей поиска последовательно-
стей, обладающих заданными спектральными 
свойствами, что требует детального изучения 
области допустимых значений is ∈ , для ко-
торых существуют векторы A во временной 
области, т.е. проведение спектральной класси-
фикации полного множества векторов длины 
N = 3.

Спектральную классификацию векторов { }ia  
длины N = 9 будем проводить в соответствии  
с подходом [8], основанным на наборах абсо-
лютных значений спектральных векторов.

Определение 2. Элементарной структурой 
спектрального вектора S  назовем набор абсо-
лютных значений его спектральных компонент.

Выясним, какие значения могут принимать 
элементы si. Рассмотрим, например, первый 
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спектральный коэффициент s1, который явля-
ется результатом произведения последователь-
ности A на первый столбец матрицы преоб-
разования Виленкина-Крестенсона. Элементы 
последовательности A принадлежат алфавиту 
{z0, z1, z2}, который представим в алгебраиче-
ской форме

   0 1z = , 1
30,5

2
z j= - + , 2

30,5
2

z j= - - . (9)

Обозначим через α0, α1, α2 количество эле-
ментов z0, z1, z2 в последовательности A соот-
ветственно. Тогда коэффициент s1 будет при-
нимать значение

 [ ]1 0 1 2 1 2
3 3( )( 0,5)

2 2
s j a

  
= α + α + α - + α + -      

,

  (10)
причем 

 0 1 2

0 1 2

3,
, , {0,1,2,3}.

α + α + α =
α α α ∈

 (11)

Полное рассмотрение всех возможных ва-
риантов показало: существует всего 10 троек 
чисел α0, α1, α2, удовлетворяющих условию (11)
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Для нахождения возможных значений мо-
дуля коэффициента s1 подставим решения (12) 
в (10), после чего, находя  модуль комплексно-
го числа, получим:
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Утверждение. Множество значений (13),  
и только они, являются возможными значени-
ями всех модулей коэффициентов преобразо-
вания Виленкина-Крестенсона векторов дли-
ны N = 3.

 Действительно, выразим значения первого 
коэффициента преобразования Виленкина-
Крестенсона через элементы исходной после-
довательности 
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Аналогично, рассмотрим i-й коэффициент 
преобразования Виленкина-Крестенсона
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Так как 1 2, {1, , }â ãi i z z∈ , то для каждого si 
существует последовательность 1 2 3[ ]A a a a′ ′ ′ ′= , 
преобразование Виленкина-Крестенсона кото-
рой имеет коэффициент s1, равный заданному si.

Проведенные вычисления показывают, что 
для векторов длины N = 9 существуют десять 
спектральных классов векторов (табл. 1).  
В табл. 1 для краткости приняты следующие 
обозначения: {9(1), 0(8)}. Смысл обозначений 
данного примера следующий: элемент 9 встре-
чается один раз, элемент 0 повторяется восемь 
раз.

Т а б л и ц а  1.  Классы векторов длины N = 3

№ Спектральный класс в 
виде иррациональ ностей

Мощность 
класса

Последовате льность-
предста витель

1 {3(1), 0(2)} 9 {0   0   0}

2 { 3(3)} 18 {0   0   1}

Анализ данных табл. 1 показывает, что су-
ществует всего 18 последовательностей длины 
N = 31 = 3, обладающих равномерным по мо-
дулю спектром Виленкина-Крестенсона. Дан-
ное обстоятельство позволяет обобщить опре-
деление бент-последовательности для много-
значного случая.

Определение 3. Для матрицы Виленкина-
Крестенсона порядка N = pk, p – простое число, 
k ∈  бент-последовательностью называется 
последовательность 0 1 1[ , , , , , ]i NH h h h h -=    
над алфавитом 

2

, 0,1, ..., 1
j

m
ih e m

π
ν  ∈ ν = - 

  
, 

если она имеет равномерный по модулю спектр 
Виленкина-Крестенсона, который пред ставим 
в матричной форме

 ( ) NB H V constΩ ω = ⋅ = ,  0, 1Nω = - , (16)
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где  VN – матрица Виленкина-Крестенсона по-
рядка N над алфавитом

 
2

, 0, 1, ..., 1
j

m
ih e m

π
ν  ∈ ν = - 

  
.  

Актуальной является задача описания мно-
жества значений m, для которых существуют 
бент-последовательности.

2. Спектральная классификация 
последовательностей длины N = 9

Рассмотрим полное множество троичных 
векторов длины N = 9. Каждый вектор из дан-
ного множества может быть представлен в об-
щем виде 

 { }1 2 3 4 5 6 7 8 9A a a a a a a a a a= , 1 2{1, , }ia z z∈ . (17)

Аналогично случаю N = 3, определяем пре-
образование Виленкина-Крестенсона как век-
тор S A V= ⋅ , где S имеет координаты
    { }1 2 3 4 5 6 7 8 9S s s s s s s s s s= , is ∈ , (18)
а V – матрица Виленкина-Крестенсона поряд-
ка N = 9.

Обозначим через α0, α1, α2 число элемен-
тов 1, z1, z2 в последовательности A, соответ-
ственно. Тогда коэффициент s1 будет принимать 
значение

 [ ]1 0 1 2 1 2
3 3( )( 0,5) ,

2 2
s j a

  
= α + α + α - + α + -      

 (19)
причем 

 0 1 2

0 1 2

9,
, , {0,1, 2, ..., 9}.

α + α + α =
α α α ∈

 (20)

Полное рассмотрение всех вариантов по-
казало: существует всего 55 троек чисел α0, α1, 
α2, удовлетворяющих условию (20)
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Для нахождения возможных значений мо-
дуля коэффициента s1 подставим решения (21) 
в (19), после чего воспользуемся формулой на-
хождения модуля комплексного числа
 

]

1

2
2

0 1 2 1 2
3 3( )( 0,5)

2 2

{ }.0, 3, 3, 12, 21, 27,6, 39, 57,9

s

a

=

  
= α + α + α - + α + - ∈      

∈
(22)

Поскольку умножение вектора A на любой 
другой столбец матрицы Виленкина-Крестен-
сона :, jV , по сути, эквивалентно следующей 
записи ( ):, :,1 :,1i js A V V B V= ⋅ ⋅ = ⋅ , а последова-
тельность :, jB A V= ⋅  принадлежит линейному 
векторному пространству векторов длины над 
алфавитом {1, z1, z2}, то значения, полученные 
в (22), будут такими же  для всех коэффициен-
тов преобразования Виленкина-Крестенсона 
si, i = 1, 2, …, 9.

Проведенные исследования показывают, что 
для векторов длины N = 9 существуют десять 
спектральных классов векторов (табл. 2).

Т а б л и ц а  2.  Классы векторов длины N = 9 

№ Спектральный класс в виде 
иррациональностей

Мощность 
класса

Последовательность-
представитель

1 {9(1), 0(8)} 27 {0  0  0  0  0  0  0  0  0}

2 { 57(1), 3(8)} 486 {0  0  0  0  0  0  0  0  1}

3 { 39(1), 12(2), 3(6)} 1944 {0  0  0  0  0  0  0  1  1}

4 {6(1), 3(5), 0(3)} 1944 {0  0  0  0  0  0  0  1  2}

5 { 27(3),0(6)} 216 {0  0  0  0  0  0  1  1  1}

6 { 27(1),3(6),0(2)} 3888 {0  0  0  0  0  1  0  1  1}

7 { 21 3(6)}(3), 1944 {0  0  0  0  0  0  1  1  2}

8 { 21(2), 12(2), 3(5)} 5832 {0  0  0  0  0  1  0  1  2}

9 { 21(1), 12(4), 3(4)} 2916 {0  0  0  0  0  1  1  1  2}

10 {3(9)} 486 {0  0  0  0  1  2  0  2  1}
∑ 19683

3. Метод синтеза бент-квадратов  
на основе произвольного набора 
коэффициентов преобразования 

Виленкина-Крестенсона

Рассмотрим процесс формирования бент-
квадратов порядка N = 9 на основе каждого из 
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приведенных классов спектральных векторов 
длины N = 9 с помощью регулярного операто-
ра триадного сдвига.

Определение 2 [9]. Оператором m-сдвига 
числа a на величину b называется поразрядное 
сложение чисел a и b, представленных в m-ич-
ной системе счисления по модулю m.

Хорошо известен оператор диадного сдви-
га [10], который используется для построения 
матриц ортогонального преобразования, а так-
же бент-квадратов [7].

В нашем случае, для получения оператора 
триадного сдвига положим m = 3. Например, 
рассмотрим тривиальную монотонно возрас-
тающую последовательность чисел от 0 до 8, 
каждый элемент которой представим в виде 
двухразрядного троичного числа

 0 1 2 3 4 5 6 7 8
00 01 02 10 11 12 20 21 22 . (23)

Последовательно проводем 3-сдвиг данной 
последовательности на величины от 003 до 223, 
представляя результат в виде последователь-
ности десятичных чисел

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0
1
2
3
4
5
6
7
8

ñäâèã
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 0 4 5 3 7 8 6
2 0 1 5 3 4 8 6 7
3 4 5 6 7 8 0 1 2
4 5 3 7 8 6 1 2 0
5 3 4 8 6 7 2 0 1
6 7 8 0 1 2 3 4 5
7 8 6 1 2 0 4 5 3
8 6 7 2 0 1 5 3 4

 (24)

Рассмотрим процесс построения бент-квад-
рата с помощью конкретных шагов, которые 
прокомментированы примером на основе по-
следовательностей четвертого класса. 

Шаг 1. Выберем временную троичную по-
следовательность и её спектр Виленкина-Кре-
стенсона

 4

4
3 3 3 3

{0 0 0 0 0 0 0 1 2}
6 3 0 3 3 0 3 3 0

;
{ }.2 2

                t
S e e e e-π π π - π

=
=

 (25)

Шаг 2. Применим к выбранной на Шаге 1 
троичной последовательности оператор три-
адного сдвига (24).

В результате получаем бент-квадрат

Шаг 3. Выполняя обратное преобразова-
ние каждой строки, получаем троичный бент-
квадрат во временной области

 4

0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 2 1 0 2 1 1 2 0
0 1 2 0 1 2 1 1 1
0 0 0 2 2 2 2 1 0
0 2 1 2 1 0 2 0 1
0 1 2 2 0 1 2 2 2
0 0 0 1 1 1 0 2 1
0 2 1 1 0 2 0 1 2
0 1 2 1 2 0 0 0 0

BKT

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

. (27)

Шаг 4. Путем последовательной конкате-
нации строк временного бент-квадрата (27) 
получаем бент-функцию длины N = 81 

{0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 2 1 0 2 1 1 2 0 0 1
2 0 1 2 1 1 1 0 0 0 2 2 2 2 1 0 0 2 1 2 1 0 2
0 1 0 1 2 2 0 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 0 2 1 0 2 1

1 0 2 0 1 2 0 1 2 1 2 0 0 0 0}.

B =

(28)

Отметим, что для получения троичного 
бент-квадрата на основе оператора триадного 
сдвига может быть использован любой троич-
ный вектор длины N = 9, принадлежащий лю-
бому спектральному классу.

В отличие от двоичных бент-квадратов Аги-
евича, спектральное представление троичных 
бент-квадратов является весьма громоздким, 
поэтому для краткости приведем по одному 
представителю временных бент-квадратов для 
каждого класса (табл. 2)
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(29)

Полученные бент-квадраты (29) являются 
основой для построения классов троичных 
бент-последовательностей длины N = 81, а так-
же для конструирования троичных бент-квад-
ратов большего порядка.

Выводы
1. В статье разработан регулярный метод 

синтеза троичных бент-квадратов произволь-
ного порядка на основе оператора триадного 
сдвига. Данный метод позволил получить пол-
ное множество базовых бент-квадратов девя-
того порядка, которые являются основой для 
построения троичных бент-функций длины  
N = 81.

2. Проведена спектральная классификация 
полного троичного кода длин N = 3 и N = 9,  
в результате чего выделены 10 спектральных 
подклассов векторов длины N = 9, обладаю-
щих уникальной элементарной структурой. 
Спектральная классификация векторов длины 
N = 3 позволила установить, что существуют 
троичные последовательности длины N = 3, 
обладающие равномерным по модулю спек-
тром Виленкина-Крестенсона.

3. Уточнено определение многозначной 
бент-последовательности, в котором учтен фе-
номен существования многозначных бент-
последовательностей длин N = pk, где p –про-
стое число, k ∈ ℕ.
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Zhdanov O. N., Sokolov A. V.

A SYNTHESIS METHOD OF BASIC TERNARY BENT-SQUARES BASED  
ON THE TRIAD SHIFT OPERATOR

Practical application of advanced algebraic constructions in modern communication systems based on MC-CDMA (Multi 
Code Code Division Multiple Access) technology and in cryptography necessitates their further research. One of the most 
commonly used advanced algebraic construction is the binary bent-function having a uniform amplitude spectrum of the 
Walsh-Hadamard transform and, accordingly, having the maximal distance from the codewords of affine code. In addition to 
the binary bent-functions researchers are currently focuses on the development of synthesis methods of their many-valued an-
alogues. In particular, one of the most effective methods for the synthesis of many-valued bent-functions is the method based 
on the Agievich bent-squares. In this paper, we developed a regular synthesis method of the ternary bent-squares on the basis 
of an arbitrary spectral vector and the regular operator of the triad shift. The classification of spectral vectors of lengths N = 
3 and N = 9 is performed. On the basis of spectral classification more precise definition of many-valued bent-sequences is 
given, taking into account the existence of the phenomenon of many-valued bent-sequences for the length, determined by odd 
power of base. The paper results are valuable for practical use: the development of new constant amplitude codes for MC-CD-
MA technology, cryptographic primitives, data compression algorithms, signal structures, algorithms of block and stream en-
cryption, based on advanced principles of many-valued logic. The developed bent-squares design method is also a basis for 
further theoretical research: development of methods of the permutation of rows and columns of basic bent-squares and their 
sign coding, synthesis of composite bent-squares. In addition, the data on the spectral classification of vectors give the task of 
constructing the synthesis methods of bent-functions of lengths N = 32k+1, k ∈ ℕ.

Keywords: bent-functions, many-valued logic, Agievich bent-square.
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