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Существенно нелинейные динамические сис-

темы при определенных условиях обнаружи-
вают свойство хаотизации, состоящее в том, 
что при детерминированных начальных и гра-
ничных условиях система с некоторого момен-
та времени начинает вести себя случайным  
образом. Явления детерминированного хаоса 
изучаются, как правило, для систем с сосредо- 
точенными параметрами, описываемыми обык-
новенными дифференциальными уравнениями. 
Значительно в меньшей степени исследованы 
системы с распределенными параметрами, опи-
сываемые уравнениями в частных производ-
ных. Требования к снижению материалоемко-
сти конструкций требуют исследования их по-
ведения при учете физической нелинейности 
для различных материалов и изучения сценари-
ев перехода системы к состояниям детермини-
рованного хаоса. Для этого применяются раз-
личные методы, одним из которых является 
корреляционный, позволяющий численно оце-
нить явления расцепления корреляций. Переход 
от распределенной системы к сосредоточенной 
осуществляется с помощью метода Бубнова – 
Галеркина и его обобщений, что позволяет в 
случае тел определенной геометрии использо-
вать разложение по собственным функциям. 
Нахождение собственных форм и частот коле-
баний существенно зависит от геометрии пла-
стины и наложенных связей, что в каждом  
неконкретном случае представляет самостоя- 
тельную задачу.  

Рассматривается вязкоупругое тело, описы-
ваемое моделью Кельвина – Фойтха, соверша-
ющее колебания при заданных детерминиро-

ванных граничных и начальных условиях. Тре-
буется найти критерии на физические парамет-
ры тела, при которых возможен переход в хао-
тический режим. 

Рассмотрим вязкоупругое тело объемом V,  
в котором уравнения, определяющие связь 
между напряженным и деформированным со-
стояниями, имеют вид 

 

1 2 κκ 3 4σ λ λ ε δ λ λ ,ιj ij ije
t

∂ ∂   = + + +   ∂τ ∂   
   (1) 

 

где 31 λ,λ  – коэффициенты Ламе; 42 λ,λ  – то 
же вязкости. 

Уравнение движения имеет вид [1] 
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t
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На поверхности S тела граничные условия 
запишем в виде 

 

( )σ δ .jk ik ik j iu n P + =                    (3) 
 

Компоненты тензора деформаций eij выра-
зим через перемещения по формулам Коши 

 

( )1 .
2ij ij ji ki kje u u u u= + +                  (4) 

 

В (1)–(4) принято: ijσ – компоненты тензора 
напряжений; ije  – относительные деформации; 

iu – перемещения; 31 λ,λ – коэффициенты упру-
гости; 42 λ,λ  – коэффициенты вязкости; ρ – 
плотность материала; jn – нормаль к поверхно-
сти тела; Pi – поверхностные силы; t – время. 
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Краевая задача (1)–(4) является несамосо-
пряженной. Воспользуемся методом Бубнова – 
Галеркина. Выделим линейную и нелинейную 
части в уравнении (1), учитывая (4): 
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       (5) 

 

Линейная часть напряжений ijσ~  связана с 
деформациями и их скоростями законом 
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Подставив (5) в (2) и (3), получим уравне-

ния движения 
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и граничные условия в виде 

 

σ δ ,jk jk ij j jF n P + =                     (8) 
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Левые части уравнений (7) и (8) содержат 

объемные и поверхностные силы, работу кото-
рых на возможных перемещениях приравняем 
нулю: 
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Решение (10) ищем в виде 

 

( ) ( ),n r rn iu f t x= ϕ                     (11) 
 

где fr(t) – функция времени; ϕrn(x1, x2, x3) – 
собственные векторы, образующие полную си-
стему функций, удовлетворяющих условию 
ортогональности: 

 

ρ δ .im in mn
V

dVϕ ϕ =∫                    (12) 
 

Проделывая выкладки, аналогичные [1], 
придем к системе дифференциальных уравне-
ний для координатных функций fr(t) (r = 1, 2, 
3), которая в одномерном случае имеет вид: 

 

( )2 2
01 ε ,f f f f+ γ + + α ω = Φ    

(13)  
r = 1;  ( ) ( ),1 tftf =                     

 

где Ф – внешнее возмущение; γ – коэффициент 
вязкости; ω0 – собственная частота; α – коэф-
фициент нелинейности; ε – малый параметр. 

Считаем, что ε << 1 и αf 2 << 1. 
В случае пренебрежимо малого затухания 

уравнение (13) приводится к уравнению дви-
жения для осциллятора Дуффинга 

 

( )2 2
01 ω ε Φ.f f f+ + α =                (14) 

 

В (14) выберем малое возмущение в правой 
части в виде δ-функций Дирака [2], длящихся 
бесконечно малое время и следующих с перио-

дом ,
Ω
2π

=T  ε – малый параметр: 

( ) ( )0Φ ω δ .
n

t t nT
∞

=−∞

= −∑                 (15) 

 

В интервале между двумя соседними δ-толч-
ками решение имеет вид 

 

2
0

3cos 1 ω ψ .
Ω

f A A t  = + α +    
         (16) 

В конечных разностях изменения амплиту-
ды и фазы колебаний представим в виде: 
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( );2sin5,011 nnn AA ψε+=+  
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ψ ψ 2 cosψ sinψ
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Ω
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n
n
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         (17) 

где 

.0,3 2TASn ωε=                      (18) 
 

Фигурные скобки в (17) означают дробную 
часть аргумента. В случае Sn >>  1, как показа-
но в [2, 3], колебания тела, описываемые урав-
нениями типа (14), будут носить стохастиче-
ский перемешивающийся характер, т. е. для 
рядом стоящих значений фаз ψп можно полу-
чить значения ψп+1, заметно отличающиеся 
друг от друга. Это означает, что изменение фаз  
колебаний тела происходит не регулярным,  
а случайным образом. Согласно [3] данная ко- 
лебательная система обладает всеми свойства-
ми стохастичности: перемешиванием, эргодич-
ностью и положительной колмогоровской эн-
тропией. 

Прежде чем переходить к вероятностному 
исследованию устойчивости уравнения (14) 
после наступления хаотизации, рассмотрим 
еще две детерминированные модели, обобщаю- 
щие (14). Предположим, что внешнее воздейст- 
вие зависит от состояния системы, а именно 
амплитуда функции Ф(t) зависит от f 

m(t), где  
m = 2, 3. Тогда уравнение (14) может быть за-
писано в виде 

 

( )2 3
0 0ω ε ω δ 0.

n
f f f t kT f

∞

=−∞

 
+ − − − α = 

 
∑   (19) 

 

В дальнейшем считаем T = 2π, что соответ-
ствует периодическому воздействию внешних 
импульсов в моменты времени ti  (i = 0, 1, …, n,  
n + 1, …). В то же время (19) можно рассматри-
вать как уравнение, описывающее колебание 
упругого тела вследствие изменений жесткости 
в моменты времени ti. 

Для (19) уравнение для амплитуд и фаз типа 
(17), (18) запишется в виде: 

• при m = 2 
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• при m = 3 
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           (21) 

 

Вычисляя корреляционные функции для 
моделей (20), (21) )(, kRknn =ϕϕ +  и исследуя 
их при ,∞→k  устанавливаем условия, при ко-
торых наступает стохатизация колебаний. Учет 
вязкости материала обеспечивает конечный 
рост амплитуды (как в случае линейного, так и 
нелинейного резонанса) и устойчивость коле-
баний. Отметим, что для моделей (20), (21) 
упругая нелинейность без учета вязкости может 
при определенных условиях на параметры си-
стемы приводить к конечному росту амплитуд 
на резонансных частотах и обеспечивать устой- 
чивость. 

На рис. 1 интервал [–δ, δ] определяет область 

реального изменения параметров 
0

εδ ,
12πω

 
= 

 
 

причем выполняются условия резонанса N =  
= 3ω0 для m = 2 при 0 :α ≠  1 – С > 0; 2 – С < 0; 
3 – C = 0, где С – инвариант колебаний. Из рис. 1 
в этом случае следует устойчивость процесса. 
При α = 0 амплитуда колебаний неограниченно 
возрастает (кривые 1′, 2′, 3′), что свидетель-
ствует о том, что учет нелинейности при 0≠α  
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в предыдущем случае играл стабилизирующую 
роль. 

 

 
 

Рис. 1. График изменения амплитуды колебаний  
при значении параметров: m = 2; N = 3ω0 

 
Для случая m = 3, N = 4ω0 из рис. 2 следует, 

что колебания могут быть устойчивыми неза-
висимо от α, но зависимыми от знака ε. 

 

 
 

Рис. 2. График изменения амплитуды колебаний при:  
m = 3; N = 4ω0 

 

На рис. 2: 1 2
0 0

ε εδ ; δ ; ε 0
16πω 8πω

= = >  – кри-

вые 1, 2 при 0,α =  кривые 3, 4 при 0;α ≠  

;
8 0

3 πω
ε

=δ  
0

4 4πω
ε

=δ  – кривые 5, 6 при ,0≠α  

0<ε  (движение неустойчиво). 
Вернемся к уравнению (14) и рассмотрим 

его устойчивость в хаотическом режиме. Запи-
шем (14) в переменных «действие – угол» [2]: 
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где 
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Так как ε << 1, то членом ( )
θ∂

θ∂ tIH ,,ε 1  мож-

но пренебречь, потому что он имеет меньший 

порядок по сравнению с нелинейностью в ω(І). 
Введем функцию плотности вероятности 

( )tIW ,θ,  и запишем уравнение Лиувилля 
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Уравнение (25) представим в виде 
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Обозначим ( ) ( )tIRtIH ,,,,1 θ=
θ∂

θ∂ 
. Разложим 

функции W и R в ряды Фурье по формулам: 
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Уравнение (26) с учетом (27), (28) запишем 
в виде 

 

( ) .0
,

, =












∂
∂

ε+θ+
∂

∂ ∑
∞

−∞=
−

kn
knknn

n WIR
I

inW
t

W    (29) 

 

Для начального распределения ( ), 0nW I =  

( )0 ,0, 0 nW I= δ  ( 0,nδ  – символ Кронекера) урав-
нение (29) примет вид 

 

( ) ( ),
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где .85,0 2 Ωπε== Dc  
Уравнение (30) представляет собой уравне-

ние типа Фоккера – Планка – Колмогорова 
(ФПК) для функций плотности распределения 
вероятности W0 от переменных действие – I, 
которые служат интегралами движения невоз-
мущенной системы (рис. 3).  

Согласно уравнению (30) [2] стохастическое 
дифференциальное уравнение имеет вид 

F(c, ρn) 

F(c, ρn) 
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( ),2
0

t
N
cII ν=                      (31) 

 

где );(δ
2

)()(;0 0 tNtt >=τ+νν<>=ν<  ν(t) – внеш-

нее возмущение в виде «белого шума»; N0/2 – 
спектральная плотность. 

 

 
Рис. 3. Изменение функции распределения W0 согласно 

уравнению Фоккера – Планка – Колмогорова 
 
В случае единичной спектральной плотно-

сти в старых переменных случайный процесс 
будет описываться стохастическим дифферен-
циальным уравнением вида 

 

( ).25,0 0 tcff ν=                    (32) 
 

Соответствующее (32) уравнение ФПК за-
пишется в виде [4] 
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2

20 0
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1 .
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W cf W cf W
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      (33) 

 

Решение (33) для стационарного случая  
будет 

( )0 2 exp ln ,c
MW f
cf

=                 (34) 

 

где М определяется из условия нормировки 
 

( ) .lnexp1
2 dff
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M ∫

∞

∞−

=             (35) 

 

Среднеквадратическое отклонение от рав-
новесных форм колебательного движения (13) 
определяется равенством 

 

( )2 2
0

.
c

E f f W df
∞

−∞

= ∫                  (36) 

 

Тогда согласно [5] решение уравнения (13) 
( ) 0=∗ tf  назовем устойчивым в среднем квадра-

тичном, если для любого 0>µ  найдется такое 
( ) ,0>µ∆  что при выполнении условия ( )µ∆<0f  

для любого 0tt >  справедливо неравенство 
 

μ.][ 2 <fE                          (37) 
 

Критерий устойчивости (37) накладывает 
ограничения на величину интенсивности коле-
баний, т. е. кинетическую энергию. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
1. Проблема возникновения детерминиро-

ванного хаоса в нелинейных вязкоупругих сре-
дах может быть сведена методом Бубнова –  
Галеркина к исследованию уравнений типа 
Дуффинга. 

2. В случае малой вязкости получены усло-
вия перехода колебаний в стохастический ре-
жим. 

3. Для моделей типа параметрических нели-
нейность может играть при определенных 
условиях стабилизирующую роль, а при других 
условиях возможны неустойчивые решения. 

4. Расплывание плотности вероятности во 
времени (дисперсия зависит от времени) свиде-
тельствует о возможности неустойчивых режи-
мов в хаотичном режиме. 

5. Получены условия устойчивости колеба-
ний тела в среднем квадратичном решении. 
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