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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé ÷åòâåðòîé ÷àñòüþ ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà àâ-
òîðà ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòóäåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÍÒÓ. Èçëîæåííûé â íåì
ìàòåðèàë ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè, ÷èòàåìîì â ÷åòâåðòîì ñå-
ìåñòðå íà ýíåðãåòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå.
Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ ÿ, íå ïðåòåíäóÿ íà áåçóïðå÷íîñòü, ñòðåìèëñÿ ê ïîëíîòå è

ñòðîãîñòè â îïðåäåëåíèÿõ, ôîðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé. Ïîëàãàþ, ÷òî ïî
ýòîé ïðè÷èíå ó÷åáíèê íå ñòàë ïåðåãðóæåííûì, òàê êàê ÿ ñòàðàëñÿ âûáèðàòü êîðîòêèå è ñî-
äåðæàòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ îòâåäåííûõ íà êóðñ
ó÷åáíûõ ÷àñîâ. Îïóùåííûå çäåñü ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî
íàéòè â ó÷åáíèêàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïîìåùåí â êîíöå äàííîãî ïîñîáèÿ. Èìåþùèåñÿ â êàæäîì
ïàðàãðàôå íå âñåãäà òðèâèàëüíûå ïðèìåðû è äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ãðàôèêîâ äîïîëíÿþò è
ïîÿñíÿþò èçëîæåíèå.
Òåêñò ëåêöèé ïîäãîòîâëåí ìíîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàáîðà è âåðñòêè ñëîæíûõ òåêñòîâ

MiKTEX . Âñå èìåþùèåñÿ â òåêñòå ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, îíè ïîñòðîåíû â ñðåäå êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica .
Â òåêñòå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ññûëêè íà ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ ÷àñòè ýëåêòðîííîãî

ó÷åáíèêà àâòîðà.

2016 ã. Ï. Ëàñûé
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ÃËÀÂÀ XIV. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ËÀÏËÀÑÀ È ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ
(ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ)

Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ íåìàëîâàæíîå çíà÷åíèå èìåþò ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ñëóæàùåå ïðåäìåòîì
èçó÷åíèÿ â äàííîé ãëàâå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà óïðîùàåò îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé (îðèãèíàëîâ), ïðåâðàùàÿ èõ â àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä èíòåãðà-
ëàìè (èçîáðàæåíèÿìè îðèãèíàëîâ), ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

�1. Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Òàáëèöà èçîáðàæåíèé. Òåîðåìà Áîðåëÿ

Ôîðìàëüíî èíòåãðàëîì Ëàïëàñà êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f(t), îïðåäåëåííîé íà äåéñòâèòåëü-
íîé îñè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F (p) =

+∞∫
0

e−ptf(t)dt (1)

êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà p.
Åñòåñòâåííî èíòåãðàë (1) ñõîäèòñÿ íå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t). Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèëîæå-

íèé äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë Ëàïëàñà íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ îðèãè-
íàëàìè.
Îïðåäåëåíèå 1. Îðèãèíàëîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f(t) (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíàÿ),

îïðåäåëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
1) f(t) = 0, t ≤ 0;
2) íà ëþáîì îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè [0,+∞) äàííàÿ ôóíêöèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà;
3) ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a è A > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ t

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(t)| < Aeat.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðîñòà, à ÷èñëî α = inf a � òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà

îðèãèíàëà f(t). Ìíîæåñòâî âñåõ îðèãèíàëîâ ñ òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà α ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç O(α).
Ñâîéñòâà 2) è 3), êàê ìû óâèäèì íèæå, îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

Ëàïëàñà â íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè, à ñâîéñòâî 1) ñâÿçàíî ñ îáðàòèìîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû îðèãèíàëîâ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
Ïðèìåðû. 1) Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

1(t) =

{
0, t ≤ 0;

1, t > 0.

Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì è òî÷íûé ïîêàçàòåëü ðîñòà äëÿ íåå ðàâåí
α = 0.
Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà íåçðè-

ìî ïðèñóòñòâóåò â çàïèñè ôóíêöèè f(t) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ 1) èç îïðåäåëåíèÿ îðèãèíàëà.
2) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ tn, n ∈ N.
Äëÿ íåå ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4) äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
t→+∞

tn

eεt
= lim

t→+∞

(tn)′

(eεt)′
= lim

t→+∞

ntn−1

εeεt
= lim

t→+∞

n(n− 1)tn−2

ε2eεt
= . . . = lim

t→+∞

n!

εneεt
= 0,

ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå T > 0, ÷òî ïðè âñåõ t > T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
tn

eεt
< 1 ⇐⇒ tn < eεt.

Êðîìå òîãî, tn ≤ Tneεt íà îòðåçêå [0, T ]. Òîãäà, ïîëàãàÿ A = max{1, Tn}, ìû ïîëó÷àåì

tn < Aeεt, t ≥ 0
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è, çíà÷èò, ïðîèçâîëüíîå ε > 0 ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðîñòà äàííîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì è ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü
ïîêàçàòåëåì ðîñòà ýòîé ôóíêöèè, òî tn ∈ O(0).
3) Ýêñïîíåíòà eλt, λ ∈ C.
Çäåñü ∣∣∣eλt∣∣∣ = ∣∣∣etReλ+itImλ

∣∣∣ = etReλ

è, ñòàëî áûòü, äàííàÿ ôóíêöèÿ � îðèãèíàë ñ òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà α = Reλ.
4) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sinλt, cosλt, λ ∈ C.
Òàê êàê (ãëàâà XIII, �3)

sinλt =
eiλt − e−iλt

2i
,

òî

| sinλt| =
∣∣∣∣eiλt − e−iλt

2i

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(∣∣∣eiλt∣∣∣+ ∣∣∣e−iλt
∣∣∣) =

1

2

(
etImλ + e−tImλ

)
≤ e|Imλ|t, t ≥ 0.

ßñíî, ÷òî lim
t→+∞

| sinλt|e−at = +∞ ïðè a < |Imλ|, ïîýòîìó sinλt ∈ O(|Imλ|). Ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì æå è äëÿ ôóíêöèè cosλt.
5) Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè shλt, chλt, λ ∈ C.
Èçâåñòíî (ãëàâà XIII, �3), ÷òî äàííûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè

shλt = −i sin iλt, chλt = cos iλt,

ïîýòîìó îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëàìè ñ òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà α = |Im(iλ)| = |Reλ|.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Ëàïëàñà (1).
Òåîðåìà 1. Èíòåãðàë Ëàïëàñà (1) äëÿ îðèãèíàëà f(t) ∈ O(α) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êîì-

ïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > α. Áîëåå òîãî, â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè

lim
Re p→+∞

F (p) = 0, (2)

èíòåãðàë Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è äîïóñêàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àð-
ãóìåíòó p ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ ïðè Re p = x > α ïîêàçàòåëü a ðîñòà îðèãèíàëà òàê, ÷òîáû x > a >

α, ìû ïîëó÷èì ∣∣e−ptf(t)
∣∣ < Ae−(x−a)t, t ∈ R

è, ïîñêîëüêó íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
0

e−(x−a)tdt = − 1

x− a
e−(x−a)t

∣∣∣∣+∞

0

= − 1

x− a
lim

t→+∞
e−(x−a)t +

1

x− a
= 0 +

1

x− a
=

1

x− a

ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1) èíòåãðàë Ëàïëàñà (1) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p = x > α.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1) è ïðåäûäóùèì ðà-

âåíñòâîì, ìû íàéäåì îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà:

|F (p)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

e−ptf(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
0

∣∣e−ptf(t)
∣∣dt ≤ +∞∫

0

Ae−(x−a)tdt =
A

x− a
.

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò (2).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëèòè÷íîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà Ëàïëàñà ââèäó åãî ñëîæ-

íîñòè ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë Ëàïëàñà, êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãó-

ìåíòà p, îáëàäàåò õîðîøèìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå, ïî êîòîðîìó êàæäîìó îðèãèíàëó f(t) ôîðìóëîé (1) ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå èíòåãðàë Ëàïëàñà F (p), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà. Ôóíê-
öèþ F (p) ìû áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì îðèãèíàëà f(t).
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Îáîçíà÷àòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ìû áóäåì ÷åðåç f(t) → F (p).
Ïðèìåð 1. Íàéòè èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà è ýêñïîíåíòû.
Ðåøåíèå. Êàê ìû ïîêàçàëè â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëàìè.

Äëÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïðè Re p > 0
+∞∫
0

e−pt · 1dt = − 1

p
e−pt

∣∣∣∣+∞

0

= −1

p
lim

t→+∞
e−pt +

1

p
= 0 +

1

p
=

1

p

è, òàêèì îáðàçîì,

1(t) → 1

p
, Re p > 0. (3)

Äëÿ ýêñïîíåíòû eλt, λ ∈ C ïðè Re p > Reλ
+∞∫
0

e−pteλtdt =

+∞∫
0

e−(p−λ)tdt = − 1

p− λ
e−(p−λ)t

∣∣∣∣+∞

0

=

= − 1

p− λ
lim

t→+∞
e−(p−λ)t +

1

p− λ
= 0 +

1

p− λ
=

1

p− λ
è, çíà÷èò,

eλt → 1

p− λ
, Re p > Reλ. (4)

Çàéìåìñÿ òåïåðü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ñâÿçàííûìè ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà îïå-
ðàöèÿìè íàä îðèãèíàëàìè è èçîáðàæåíèÿìè.

1. Ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Åñëè f1(t) ∈ O(α1), f2(t) ∈ O(α2), è f1(t) → F1(p), f2(t) → F2(p), òî äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ
c1, c2 ∈ C

c1f1(t) + c2f2(t) → c1F1(p) + c2F2(p), Re p > max{α1, α2}. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1).
Âî âñåõ ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(t) ∈ O(α) è f(t) → F (p), Re p > α.
2. Ñìåùåíèå èçîáðàæåíèÿ.

Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ

eλtf(t) → F (p− λ), Re p > α+Reλ. (6)

Â ñàìîì äåëå,

eλtf(t) →
+∞∫
0

e−pt
(
eλtf(t)

)
dt =

+∞∫
0

e−(p−λ)tf(t)dt = F (p− λ).

3. Çàïàçäûâàíèå îðèãèíàëà.
Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t0 > 0

f(t− t0) → e−t0pF (p), Re p > α. (7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî

F1(p) =

+∞∫
0

e−ptf(t− t0)dt =

+∞∫
t0

e−ptf(t− t0)dt

è ïðîâåäåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó z = t− t0. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

F1(p) =

+∞∫
0

e−p(z+t0)f(z)dz = e−t0p

+∞∫
0

e−pzf(z)dz = e−t0pF (p),

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
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4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îðèãèíàëà.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(t) è f ′(t) ∈ O(α), òî

f ′(t) → pF (p)− f(+0), Re p > α. (8)

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëå Ëàïëàñà

F1(p) =

+∞∫
0

e−ptf ′(t)dt

ïðè Re p > α, ìû ïîëó÷èì

F1(p) = e−ptf(t)

∣∣∣∣+∞

0

−
+∞∫
0

f(t)de−pt = lim
t→+∞

e−ptf(t)− lim
t→+0

e−ptf(t)+

+

+∞∫
0

f(t)e−ptpdt = 0− f(+0) + p

+∞∫
0

e−ptf(t)dt = pF (p)− f(+0).

5. Èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà.

Èíòåãðàë

t∫
0

f(s)ds ∈ O(β), β = max{α, 0} è

t∫
0

f(s)ds → F (p)

p
, Re p > β. (9)

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èíòåãðàë f1(t) =

t∫
0

f(s)ds ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-

çóåìñÿ ñâîéñòâàìè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1) è îïðåäåëåíèåì îðèãèíàëà:

|f1(t)| ≤
t∫

0

|f(s)|ds ≤ A

t∫
0

easds.

Îòñþäà ïðè a > 0 |f1(t)| ≤ A
a e

as
∣∣t
0
= A

a

(
eat − 1

)
< A

a e
at, à ïðè a ≤ 0 |f1(t)| ≤ At è, ñòàëî áûòü,

òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà èíòåãðàëà îðèãèíàëà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî β = max{α, 0}.
Ïóñòü f1(t) → F1(p). Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó

f ′
1(t) → pF1(p)− f1(+0) = pF1(p)− 0 = pF1(p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ′
1(t) = f(t) è, çíà÷èò, f ′

1(t) → F (p). Ïîýòîìó, pF1(p) = F (p), îòêóäà,

F1(p) =
F (p)

p
, Re p > β.

6. Äèôôåðåíöèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ.

Ôóíêöèÿ tf(t) ∈ O(α) è
tf(t) → −F ′(p), Re p > α. (10)

Ïîñêîëüêó t ∈ O(0), f(t) ∈ O(α), òî ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäåòñÿ Aε > 0 òàêîå, ÷òî

|tf(t)| < Aεe
(α+ε)t, t ≥ 0
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è, òàêèì îáðàçîì, tf(t) ∈ O(α). Ïî òåîðåìå 1 èíòåãðàë Ëàïëàñà ìû ìîæåì äèôôåðåíöèðîâàòü
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è, çíà÷èò,

F ′(p) =

 +∞∫
0

e−ptf(t)dt

′

p

=

+∞∫
0

(
e−ptf(t)

)′
p
dt =

+∞∫
0

e−pt(−tf(t))dt,

ò. å.
tf(t) → −F ′(p), Re p > α.

7. Èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ.

Åñëè
f(t)

t
∈ O(α), òî

f(t)

t
→

∞∫
p

F (q)dq, Re p > α, (11)

ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïðîâîäèòñÿ ïî ëþáîé íåïðåðûâíîé êðèâîé, âåäóùåé
èç òî÷êè p êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, âäîëü êîòîðîé Re q → +∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèå îðèãèíàëà
f(t)

t
÷åðåç F1(p) è âîñïîëüçóåìñÿ

ïðåäûäóùèì ñâîéñòâîì. Òîãäà

t · f(t)
t

→ −F ′
1(p)

è, ñòàëî áûòü, f(t) → −F ′
1(p), ò. å. F

′
1(p) = −F (p). Îòñþäà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàÿ

(2), ìû ïîëó÷èì:
∞∫
p

F ′
1(q)dq = F1(q)

∣∣∣∣∞
p

= lim
Re q→+∞

F1(q)− F1(p) = 0− F1(p) = −F1(p) = −
∞∫
p

F (q)dq.

Çíà÷èò,

F1(p) =

∞∫
p

F (q)dq, Re p > α.

Íàéäåì òåïåðü, ïîëüçóÿñü äîêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, èçîáðàæåíèÿ îðèãèíàëîâ, ðàññìîòðåí-
íûõ â ïðèìåðàõ 2), 4), 5).
Ïðèìåíèâ ê ôóíêöèè Õåâèñàéäà ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, ìû áëàãîäàðÿ

(3) íàéäåì

t = t · 1(t) → −
(
1

p

)′
=

1

p2
,

ò. å.

t → 1!

p2
.

Àíàëîãè÷íî,

t2 = t · t → −
(
1!

p2

)′
= −1! · (−2) · p−3 =

2!

p3
,

t3 = t · t2 → −
(
2!

p3

)′
=

3!

p4
,

· · · · · · · · ·

tn = t · tn−1 → −
(
(n− 1)!

pn

)′
=

n!

pn+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

tn → n!

pn+1
, Re p > 0. (12)
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Äëÿ ôóíêöèè sinλt, λ ∈ C âîñïîëüçóåìñÿ åå ïðåäñòàâëåíèåì ÷åðåç ýêñïîíåíòó:

sinλt =
eiλt − e−iλt

2i
.

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì:

sinλt → 1

2i

(
1

p− λi
− 1

p+ λi

)
=

λ

p2 + λ2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî λ

sinλt → λ

p2 + λ2
, Re p > |Imλ|. (13)

Àíàëîãè÷íî,

cosλt =
eiλt + e−iλt

2
→ 1

2

(
1

p− λi
+

1

p+ λi

)
=

p

p2 + λ2
,

ò. å.
cosλt → p

p2 + λ2
, Re p > |Imλ|. (14)

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé

shλt = −i sin iλt, chλt = cos iλt, λ ∈ C.

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (13) è (14), ìû íàéäåì:

shλt → −i · iλ

p2 + (λi)2
=

λ

p2 − λ2
, chλt → p

p2 + (λi)2
=

p

p2 − λ2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

shλt → λ

p2 − λ2
, Re p > |Reλ| (15)

è
chλt → p

p2 − λ2
, Re p > |Reλ|. (16)

Ñâåäåì âñå íàéäåííûå èçîáðàæåíèÿ (3), (4), (12) � (16) â òàáëèöó.

Òàáëèöà èçîáðàæåíèé

1) 1(t) → 1

p
, Re p > 0;

2) eλt → 1

p− λ
, Re p > Reλ;

3) tn → n!

pn+1
, n ∈ N, Re p > 0;

4) sinλt → λ

p2 + λ2
, Re p > |Imλ|;

5) cosλt → p

p2 + λ2
, Re p > |Imλ|;

6) shλt → λ

p2 − λ2
, Re p > |Reλ|;

7) chλt → p

p2 − λ2
, Re p > |Reλ|.

Ïîëüçóÿñü ýòîé òàáëèöåé è ñâîéñòâàìè 1 � 7 (ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëàìè (5) � (11)), ìû
ìîæåì íàéòè èçîáðàæåíèÿ è äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ îðèãèíàëîâ.
Ïðèìåð 2. Íàéòè èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèé:

a) f1(t) = 2tt sin2 3t; b) f2(t) =

t∫
0

e−2s − cos 5s

s
ds; c) f3(t) =

{
sin t, t ∈ [2, 3];

0, t /∈ [2, 3].
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Ðåøåíèå. a) Ïîñêîëüêó

sin2 3t =
1

2
(1− cos 6t),

òî ïî òàáëèöå èçîáðàæåíèé

sin2 3t → 1

2

(
1

p
− p

p2 + 36

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äàëåå ñâîéñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì:

t sin2 3t → −1

2

(
1

p
− p

p2 + 36

)′
=

= −1

2

(
−p−2 − 1 · (p2 + 36)− p · 2p

(p2 + 36)2

)
=

1

2

(
1

p2
+

36− p2

(p2 + 36)2

)
.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñâîéñòâî ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ:

f1(t) = eln 2·tt sin2 3t → 1

2

(
1

(p− ln 2)2
+

36− (p− ln 2)2

((p− ln 2)2 + 36)2

)
, Re p > ln 2.

b) Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4)

lim
t→0

e−2t − cos 5t

t
= lim

t→0

(e−2t − cos 5t)′

t′
= lim

t→0
(−2e−2t + 5 sin 5t) = −2,

ïîýòîìó ôóíêöèÿ
e−2t − cos 5t

t
ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì ñ òî÷íûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà α = 0. Íàéäåì èçîáðàæåíèå ýòîé ôóíêöèè,
ïðèìåíèâ òàáëèöó è ñâîéñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ1:

e−2t − cos 5t → 1

p+ 2
− p

p2 + 25
=⇒ e−2t − cos 5t

t
→

∞∫
p

(
1

q + 2
− q

q2 + 25

)
dq =

=

∞∫
p

(
d(q + 2)

q + 2
− 1

2
· d(q

2 + 25)

q2 + 25

)
=

∞∫
p

(
d ln(q + 2)− 1

2
d ln(q2 + 25)

)
=

=

∞∫
p

d ln
q + 2√
q2 + 25

= ln
q + 2√
q2 + 25

∣∣∣∣∣
∞

p

= lim
Re q→+∞

ln
q + 2√
q2 + 25

− ln
p+ 2√
p2 + 25

=

= lim
Re q→+∞

ln
1 + 2

q√
1 + 25

q2

− ln
p+ 2√
p2 + 25

= ln 1− ln
p+ 2√
p2 + 25

= − ln
p+ 2√
p2 + 25

.

Òîãäà ïî ñâîéñòâó èíòåãðèðîâàíèÿ îðèãèíàëà

f2(t) → −1

p
ln

p+ 2√
p2 + 25

, Re p > 0.

c) Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Õåâèñàéäà ôóíêöèÿ f3(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f3(t) = 1(t− 2) sin t− 1(t− 3) sin t = 1(t− 2)(sin(t− 2) cos 2 + sin 2 cos(t− 2))−
−1(t− 3)(sin(t− 3) cos 3 + sin 3 cos(t− 3)).

Ïî òàáëèöå è ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè èçîáðàæåíèÿ

sin t cos 2 + sin 2 cos t → cos 2

p2 + 1
+

p sin 2

p2 + 1
=

cos 2 + p sin 2

p2 + 1
.

Àíàëîãè÷íî,

sin t cos 3 + sin 3 cos t → cos 3 + p sin 3

p2 + 1
.

1Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà (ãëàâà XIII, �3).



12

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâî çàïàçäûâàíèÿ îðèãèíàëà, ìû íàéäåì:

1(t− 2)(sin(t− 2) cos 2 + sin 2 cos(t− 2)) → e−2p cos 2 + p sin 2

p2 + 1
,

1(t− 3)(sin(t− 3) cos 3 + sin 3 cos(t− 3)) → e−3p cos 3 + p sin 3

p2 + 1
.

Îêîí÷àòåëüíî,

f3(t) →
e−2p(cos 2 + p sin 2)− e−3p(cos 3 + p sin 3)

p2 + 1
, Re p > 0.

Ââåäåì òåïåðü îäíó ëþáîïûòíóþ èíòåãðàëüíóþ îïåðàöèþ íàä îðèãèíàëàìè, êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ñâåðòêîé.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñâåðòêîé äâóõ îðèãèíàëîâ f1(t) è f2(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f1(t) ∗ f2(t) è îïðåäåëÿåòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ t ðàâåíñòâîì

f1(t) ∗ f2(t) =
t∫

0

f1(s)f2(t− s)ds.

Óêàæåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñâåðòêè.
1) f1(t) ∗ f2(t) = f2(t) ∗ f1(t).
Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà âûïîëíèì â èíòåãðàëå â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ïîä-

ñòàíîâêó z = t− s. Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî s = t− z,ds = −dz è îòðåçîê [0, t] ïðåîáðàçóåòñÿ
â îòðåçîê [t, 0], ìû ïîëó÷èì:

f1(t) ∗ f2(t) =
t∫

0

f1(s)f2(t− s)ds = −
0∫

t

f1(t− z)f2(z)dz =

t∫
0

f2(z)f1(t− z)dz = f2(t) ∗ f1(t).

2) (c1f1(t) + c2f2(t)) ∗ f3(t) = c1(f1(t) ∗ f3(t)) + c2(f2(t) ∗ f3(t)), c1, c2 ∈ C.
Ýòî ñâîéñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà.
Ïîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, f1(t) ∗ f2(t) = 0 ïðè t < 0,

à ïðè t ≥ 0 ñâåðòêà, êàê èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè, íåïðåðûâíà (ãëàâà VII, �1, ñâîéñòâî 7′)). Äàëåå, åñëè f1(t) ∈ O(α1), f2(t) ∈ O(α2),
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ êîíñòàíòû A1 > 0, A2 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ t

|f1(t)| < A1e
(α1+ε)t, |f2(t)| < A2e

(α2+ε)t

è, çíà÷èò,

|fi(t)| < Ae(α+ε)t, i = 1, 2; t ∈ R, A = max{A1, A2}, α = max{α1, α2}.
Íàéäåì îöåíêó ñâåðòêè, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâà 3), 4) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1)
è ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà:

|f1(t) ∗ f2(t)| ≤
t∫

0

|f1(s)||f2(t− s)|ds ≤ A2

t∫
0

e(α+ε)se(α+ε)(t−s)ds = A2e(α+ε)t

t∫
0

ds = A2e(α+ε)tt.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ∈ O(0), à ε > 0 ìîæíî âûáèðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî f1(t) ∗ f2(t) ∈ O(α).
Íàéäåì èçîáðàæåíèå ñâåðòêè.
Òåîðåìà Áîðåëÿ (óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé). Åñëè f1(t) ∈ O(α1), f2(t) ∈ O(α2) è

f1(t) → F1(p), f2(t) → F2(p), òî

f1(t) ∗ f2(t) → F1(p)F2(p), Re p > α, α = max{α1, α2}.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèå ñâåðòêè ÷åðåç F (p). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
èçîáðàæåíèÿ

F (p) =

+∞∫
0

e−pt(f1(t)∗f2(t))dt =
+∞∫
0

e−pt

 t∫
0

f1(s)f2(t− s)ds

dt =

+∞∫
0

dt

t∫
0

e−ptf1(s)f2(t−s)ds.

Èçìåíèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,
ìû ïîëó÷èì:

F (p) =

+∞∫
0

ds

+∞∫
s

e−ptf1(s)f2(t− s)dt.

Ïðîâåäåì â èíòåãðàëå ïî ïåðåìåííîé t çàìåíó ïåðåìåííîé z = t − s è ïîñêîëüêó ïðè ýòîì
t = z + s,dt = dz è ïîëóîñü [s,+∞) îòîáðàæàåòñÿ â ïîëóîñü [0,+∞), òî

F (p) =

+∞∫
0

ds

+∞∫
0

e−p(z+s)f1(s)f2(z)dz =

+∞∫
0

e−psf1(s)ds

+∞∫
0

e−pzf2(z)dz = F1(p)F2(p),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 3. Íàéòè èçîáðàæåíèå èíòåãðàëà f(t) =

t∫
0

5s sin(t+ s)ds.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèñàâ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå

5s sin(t+ s) = 5s sin((t− s) + 2s) = 5s sin 2s cos(t− s) + 5s cos 2s sin(t− s),

ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ñâåðòêè, çàìå÷àåì, ÷òî

f(t) =

t∫
0

5s sin 2s cos(t− s)ds+

t∫
0

5s cos 2s sin(t− s)ds = (5t sin 2t) ∗ cos t+ (5t cos 2t) ∗ sin t.

Ïî òàáëèöå è ñâîéñòâó ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ

5t sin 2t = eln 5·t sin 2t → 2

(p− ln 5)2 + 4
, 5t cos 2t → p− ln 5

(p− ln 5)2 + 4
.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó Áîðåëÿ:

f(t) → 2

(p− ln 5)2 + 4
· p

p2 + 1
+

p− ln 5

(p− ln 5)2 + 4
· 1

p2 + 1
=

3p− ln 5

((p− ln 5)2 + 4)(p2 + 1)
, Re p > ln 5.

Äîêàæåì ïîëåçíóþ â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ôîðìóëó Äþàìåëÿ. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ òåîðåìû Áîðåëÿ ñóùåñòâóåò òàêæå ïðîèçâîäíàÿ f ′

2(t) è f ′
2(t) ∈ O(α2). Âîñïîëüçîâàâøèñü

òåîðåìîé Áîðåëÿ è ñâîéñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà, ïîëó÷èì:

(f1(t) ∗ f2(t))′ → p(F1(p)F2(p))− (f1(t) ∗ f2(t))|t=+0 = pF1(p)F2(p)− 0 = pF1(p)F2(p).

Ñâåðòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé s ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì t
îò ôóíêöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò s è t. Ïðèìåíèâ òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà (ãëàâà VIII, �2), ìû íàéäåì:

(f1(t)∗f2(t))′ =

 t∫
0

f1(s)f2(t− s)ds

′

= f1(t)f2(0)+

t∫
0

f1(s)f
′
2(t−s)ds = f1(t)f2(0)+f1(t)∗f ′

2(t).

Çíà÷èò,
f1(t)f2(0) + f1(t) ∗ f ′

2(t) → pF1(p)F2(p) � ôîðìóëà Äþàìåëÿ. (17)

Íàéäåì â çàâåðøåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà èçîáðàæåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî îðèãèíàëà.



14

Òåîðåìà 2. Èçîáðàæåíèå F (p) T -ïåðèîäè÷åñêîãî îðèãèíàëà f(t) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

F (p) =

T∫
0

e−ptf(t)dt

1− e−pT
, Re p > 0. (18)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåäåì â èíòåãðàëå

F (p) =

+∞∫
0

e−ptf(t)dt

ïîäñòàíîâêó s = t + T. Òîãäà t = s − T, dt = ds è ïîëóîñü [0,+∞] ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîëóîñü
[T,+∞]. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (p) =

+∞∫
T

e−p(s−T )f(s− T )ds = epT
+∞∫
T

e−psf(s)ds = epT

F (p)−
T∫
0

e−ptf(t)dt

 ,

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (18).
Ïðèìåð 4. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè f(t) = {t}, ãäå {t} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, ò.å.

ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì è åãî öåëîé ÷àñòüþ.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé è íà ïðîìåæóòêå [0, 1) {t} = t.

1 2 3 4 5 6
x

1

y

O

Çäåñü
T∫
0

e−ptf(t)dt =

1∫
0

e−pttdt.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:
1∫

0

e−pttdt = −1

p

1∫
0

tde−pt = −1

p

e−ptt

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

e−ptdt

 =

= −1

p

(
e−p +

1

p
e−pt

∣∣∣∣1
0

)
= −1

p

(
e−p +

e−p

p
− 1

p

)
=

1− e−p(p+ 1)

p2
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (18), íàõîäèì:

f(t) → 1− e−p(p+ 1)

p2(1− e−p)
.

�2. Íàõîæäåíèå îðèãèíàëà ïî èçîáðàæåíèþ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî èçâåñòíîìó èçîáðàæå-
íèþ F (p) íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé îðèãèíàë, ò. å. ôóíêöèþ f(t), äëÿ êîòîðîé f(t) → F (p).
Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷íî òàêæå, êàê è ïðÿìîå, ò. å. F (p) → f(t).
Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà âàæíóþ äëÿ ïðèëîæåíèé òåîðåìó, ãàðàíòèðóþùóþ åäèíñòâåííîñòü

îðèãèíàëà, íàéäåííîãî ïî èçîáðàæåíèþ.
Òåîðåìà 1. Åñëè f1(t) è f2(t) � äâà îðèãèíàëà, èìåþùèå îäíî è òîæå èçîáðàæåíèå, òî

f1(t) = f2(t) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ýòèõ ôóíêöèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå Ñâåøíèêîâà À.Ã. è
Òèõîíîâà À.Í. ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ïðèâåäåííîìó â ñïèñêå ëèòåðà-
òóðû.
Ïðîñòåéøèì èç ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçîáðàæåíèþ ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûé, êî-

òîðûé îñíîâàí íà òàáëèöå èçîáðàæåíèé, ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñâîéñòâàõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è òåîðåìå Áîðåëÿ. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì ñïðàâà íàëåâî ïðèâåäåí-
íóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå òàáëèöó èçîáðàæåíèé.

Òàáëèöà îðèãèíàëîâ

1)
1

p
→ 1(t), Re p > 0;

2)
1

p− λ
→ eλt, Re p > Reλ;

3)
1

pn
→ tn−1

(n− 1)!
, n ∈ N, Re p > 0;

4)
1

p2 + λ2
→ 1

λ
sinλt, Re p > |Imλ|;

5)
p

p2 + λ2
→ cosλt, Re p > |Imλ|;

6)
1

p2 − λ2
→ 1

λ
shλt, Re p > |Reλ|;

7)
p

p2 − λ2
→ chλt, Re p > |Reλ|.

Òàáëè÷íûì ìåòîäîì ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî íàéòè îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Â ñàìîì äåëå, òàêàÿ ôóíêöèÿ, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà, íåïðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé è ïîýòîìó (ãëàâà VI, �3) åå ìîæíî ðàçëîæèòü â
ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé âèäà

a

(p− λ)r
, (1)

ãäå a, λ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 1 ≤ r ∈ N. Îðèãèíàë æå äëÿ äðîáè (1) ëåãêî íàõîäèòñÿ ïî
òàáëèöå îðèãèíàëîâ è ñâîéñòâó ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðè r = 1

a

p− λ
→ aeλt.

Åñëè æå r > 1, òî
a

(p− λ)r
→ aeλt

tr−1

(r − 1)!
.

Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé âèäà (1) ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè a, λ è äðîáåé âèäà

bp+ c

(p2 + kp+ l)s
, b, c, k, l ∈ R, k2 − 4l < 0, 1 ≤ s ∈ N. (2)

Íàéäåì îðèãèíàë äëÿ äðîáè (2). Ïðè s = 1 ïîñëå âûäåëåíèÿ â çíàìåíàòåëå ïîëíîãî êâàäðàòà,
ìû ïîëó÷èì

bp+ c

p2 + kp+ l
= b · p− µ

(p− µ)2 + ν2
+ c1 ·

ν

(p− µ)2 + ν2
,

ãäå µ, ν > 0, c1 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ è ñâîéñòâó
ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ

bp+ c

p2 + kp+ l
→ eµt(b cos νt+ c1 sin νt).

Åñëè æå s > 1, òî íàéäÿ îðèãèíàëû f1(t) è f2(t) äëÿ äðîáåé
bp+ c

p2 + kp+ l
è

1

p2 + kp+ l
, ñîîò-

âåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî ïî òåîðåìå Áîðåëÿ (s − 1) ðàç ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ñâåðòêó
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îðèãèíàëîâ, à èìåííî,

bp+ c

(p2 + kp+ l)2
=

bp+ c

p2 + kp+ l
· 1

p2 + kp+ l
→ f3(t) = f1(t) ∗ f2(t),

bp+ c

(p2 + kp+ l)3
=

bp+ c

(p2 + kp+ l)2
· 1

p2 + kp+ l
→ f4(t) = f3(t) ∗ f2(t),

· · · · · · · · · · · ·
bp+ c

(p2 + kp+ l)s
=

bp+ c

(p2 + kp+ l)s−1
· 1

p2 + kp+ l
→ fs(t) ∗ f2(t).

Ïðèìåð 1. Íàéòè îðèãèíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé èçîáðàæåíèþ

3p2 − 2p+ 1

p3 + 1
.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó
3p2 − 2p+ 1

p3 + 1
=

3p2 − 2p+ 1

(p+ 1)(p2 − p+ 1)
,

òî ðàçëîæåíèå äàííîé äðîáè íà ïðîñòåéøèå èìååò âèä

3p2 − 2p+ 1

p3 + 1
=

a

p+ 1
+

bp+ c

p2 − p+ 1
.

Íàéäåì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Òàê êàê

a

p+ 1
+

bp+ c

p2 − p+ 1
=

a(p2 − p+ 1) + (bp+ c)(p+ 1)

(p+ 1)(p2 − p+ 1)
,

òî
3p2 − 2p+ 1 = a(p2 − p+ 1) + (bp+ c)(p+ 1)

ïðè âñåõ p ∈ C. Îòñþäà ïðè p = −1 ìû íàõîäèì 6 = 3a è, çíà÷èò, a = 2. Äàëåå ïðè p = 0
1 = a + c, îòêóäà c = −1. Íàêîíåö, ïðè p = 1 ìû ïîëó÷àåì 2 = a + 2b + 2c è, ñòàëî áûòü,
b = −c = 1. Òàêèì îáðàçîì,

3p2 − 2p+ 1

p3 + 1
=

2

p+ 1
+

p− 1

p2 − p+ 1
.

Íàéäåì îðèãèíàëû äëÿ êàæäîé èç ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Äëÿ ïåðâîé ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ
2

p+ 1
→ 2e−t.

Âòîðóþ ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì, âûäåëèâ â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò:

p− 1

p2 − p+ 1
=

p− 1(
p− 1

2

)
+ 3

4

=

(
p− 1

2

)
− 1

2(
p− 1

2

)
+ 3

4

=
p− 1

2(
p− 1

2

)
+
(√

3
2

)2 − 1√
3
·

√
3
2(

p− 1
2

)
+
(√

3
2

)2 .
Îòñþäà ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ è ñâîéñòâó ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ

p− 1

p2 − p+ 1
→ e

t
2

(
cos

√
3

2
t− 1√

3
sin

√
3

2
t

)
.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

3p2 − 2p+ 1

p3 + 1
→ 2e−t + e

t
2

(
cos

√
3

2
t− 1√

3
sin

√
3

2
t

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçîáðàæåíèþ.
Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (p) êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà p = x+ yi óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
a) F (p) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ïîëóïëîñêîñòè Re p > α è çäåñü

lim
p→∞

F (p) = 0;
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b) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì Re p = x > α ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

x+i∞∫
x−i∞

|F (p)|dy,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðÿìîé p = x + yi, y ∈ (−∞,+∞), ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé
îñè. Òîãäà ôóíêöèÿ F (p) â ïîëóïëîñêîñòè Re p > α ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè f(t),
îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

f(t) =
1

2πi

x+i∞∫
x−i∞

eptF (p)dp, Re p > α (3)

è ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì.
Ñ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû òàêæå ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ó÷åáíèêå Ñâåøíèêîâà À.Ã. è

Òèõîíîâà À.Í. ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, èìåþùåìñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
Ñîîòíîøåíèå (3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìåëëèíà èëè ôîðìóëîé îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà, êîòîðàÿ â îáùåì âèäå ðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçâåñòíîìó èçîáðà-
æåíèþ. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3) ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëîì Ìåëëèíà.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èíòåãðàë Ìåëëèíà, èñïîëüçîâàâ òåî-

ðèþ âû÷åòîâ (ãëàâà XIII, �7).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (p) êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 2 è, ñâåðõ òîãî, îíà äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîëóïëîñêîñòü Re p ≤ α,
ãäå îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê p1, p2, . . . , pn è âî âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
p→∞

F (p) = 0.

Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì îðèãèíàëà

f(t) =

n∑
k=1

res
pk

(eptF (p)). (4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2 îðèãèíàë äëÿ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ íàõîäèò-
ñÿ ïî ôîðìóëå (3). Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó Ìåëëèíà ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î âû÷åòàõ (ãëàâà
XIII, �7), ìû ïîëó÷èì

x+i∞∫
x−i∞

eptF (p)dp = 2πi
n∑

k=1

res
pk

(eptF (p)),

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (4).
Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà (4) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, íå ðàçëàãàÿ åå íà ïðîñòåéøèå äðîáè. Êàê èçâåñòíî (ãëàâà XIII, �6),
äëÿ òàêîé ôóíêöèè âñå îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç p1, p2, . . . , pn, ÿâëÿþòñÿ
ïîëþñàìè. Ïîðÿäêè ýòèõ ïîëþñîâ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç r1, r2, . . . , rn, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïî-
ëþñû ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòè çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííîé â ãëàâå XIII, �7 ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ â
ïîëþñàõ:

f(t) =
n∑

k=1

1

(rk − 1)!
lim
p→pk

drk−1

dprk−1

(
(p− pk)

rkeptF (p)
)
.

Åñëè âñå êîðíè p1, p2, . . . , pn çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

F (p) =
F1(p)

F2(p)
ïðîñòûå, òî âû÷åòû â íèõ ðàâíû

res
pk

(eptF (p)) = lim
p→pk

(p− pk)e
ptF1(p)

F2(p)
= epkt · F1(pk)

lim
p→pk

F2(p)−F2(pk)
p−pk

=
F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt
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è, çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

f(t) =

n∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ

F (p) =
e

1
p

p2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ F (p) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, îíà
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì îñîáîé òî÷êè p = 0,
âî-âòîðûõ,

lim
p→∞

F (p) = lim
p→∞

e
1
p

p2
= 0

è, â-òðåòüèõ, ïðè Re p = x > 0 èíòåãðàë
x+i∞∫

x−i∞

|F (p)|dy

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1), òàê êàê íà äàííîé ïðÿìîé p =
= x+ yi, x > 0, y ∈ (−∞,+∞)

|F (p)| =

∣∣∣∣∣e
1
p

p2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ e

1
x+yi

x2 + y2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣e x

x2+y2
− y

x2+y2
i
∣∣∣

x2 + y2
≤ e

1
x

x2 + y2

è
+∞∫

−∞

e
1
x

x2 + y2
dy =

e
1
x

x
arctg

y

x

∣∣∣∣+∞

−∞
=

πe
1
x

x
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4). Òî÷êà p = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè eptF (p).
Íàéäåì âû÷åò â íåé, ðàçëîæèâ ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà. Ïðèìåíèâ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â
ðÿä Ìàêëîðåíà, ïîëó÷èì:

eptF (p) =
1

p2

(
1 + pt+

p2t2

2!
+

p3t3

3!
+

p4t4

4!
+ . . .

)(
1 +

1

p
+

1

2!p2
+

1

3!p3
+

1

4!p4
+ . . .

)
.

Îòñþäà

res
0
(eptF (p)) = t+

t2

2!
+

t3

2!3!
+

t4

3!4!
+ . . . =

∞∑
n=1

tn

(n− 1)!n!

è, çíà÷èò,

f(t) =

∞∑
n=1

tn

(n− 1)!n!
.

Òàêèì îáðàçîì, îðèãèíàë äëÿ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. Èç-
âåñòíî, ÷òî ýòîò ñòåïåííîé ðÿä âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà I1(z) � ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

z2y′′ + zy′ − (z2 + 1)y = 0

(óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ), ïî ôîðìóëå

f(t) =
√
tI1

(
2
√
t
)
.
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�3. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàíî äëÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà çäåñü ñëåäóþùèé: âî-ïåðâûõ, ïîëü-
çóÿñü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (�1), ìû ïåðåõîäèì îò äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî èçîáðàæå-
íèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ, èç êîòîðîãî îíî, ò. å. èçîáðàæåíèå, è íàõîäèòñÿ; âî-âòîðûõ, ïðèìåíÿÿ
ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçîáðàæåíèþ (�2), ìû ïî èçîáðàæåíèþ âîññòàíàâëèâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèé îðèãèíàë, êîòîðûé è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Îñîáåííî óäîáíî èñïîëüçîâàòü óêàçàííûé àëãîðèòì â çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ an−1x

′ + anx = f(t); (1)

x(0) = x0, x
′(0) = x′0, . . . , x

(n−1)(0) = x
(n−1)
0 . (2)

Çäåñü x = x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ∈ R; a1, a2, . . . , an; x0, x
′
0, . . . , x

(n−1)
0 �

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, f(t) � îðèãèíàë.
Ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè (1) � (2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî (ãëàâà IX, �3) è ÿâëÿåòñÿ

îðèãèíàëîì âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî n-îé âêëþ÷èòåëüíî. Ïîñëåäíåå âû-
òåêàåò èç îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèå
èñêîìîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç X(p), ò. å. x(t) → X(p). Èñïîëüçîâàâ ïîñëåäîâàòåëüíî n ðàç ñâîéñòâî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà, ìû ïîëó÷èì:

x′(t) → pX(p)− x(0) = pX(p)− x0,

x′′(t) → p(pX(p)− x0)− x′(0) = p2X(p)− x0p− x′0,

· · · · · · · · · ·
x(n)(t) → pnX(p)− x0p

n−1 − x′0p
n−2 − . . .− x

(n−2)
0 p− x

(n−1)
0 .

Ïóñòü f(t) → F (p). Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1), ìû, ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ, íàéäåì

Pn(p)X(p) = F (p) +Qn−1(p),

ãäå Pn(p) = pn + a1p
n−1 + . . . + an−1p + an � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, Qn−1(p) � ïîëèíîì ñòåïåíè n − 1.
Îòñþäà

X(p) =
F (p) +Qn−1(p)

Pn(p)
.

Ïî íàéäåííîìó èçîáðàæåíèþ X(p) ìû, èñïîëüçîâàâ òàáëè÷íûé ìåòîä èëè ôîðìóëó Ìåëëèíà,
íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé îðèãèíàë x(t), êîòîðûé è áóäåò ñëóæèòü ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è Êîøè (1) � (2).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), òî

ñëåäóåò ñ÷èòàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2) ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ò. å.

x(0) = c1, x
′(0) = c2, . . . , x

(n−1)(0) = cn.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2) çàäàíû â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ̸= 0, òî äîñòàòî÷íî
â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (1) ïðîâåñòè çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå
s = t − t0. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òî÷íî òàêîãî æå âèäà, íî
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â íóëå.
Ïðèìåð 1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

4x′′ + x = 3 cos
t

2
; x(0) = −1, x′(0) = 2.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü x(t) → X(p). Òîãäà

x′(t) → pX(p)− x(0) = pX(p) + 1,

x′′(t) → p(pX(p) + 1)− x′(0) = p2X(p) + p− 2.

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

4
(
p2X(p) + p− 2

)
+X(p) =

3p

p2 + 1
4

.

Îòñþäà

4

(
p2 +

1

4

)
X(p) = 4(2− p) +

3p

p2 + 1
4

è, çíà÷èò,

X(p) =
2− p

p2 + 1
4

+
3p

4
(
p2 + 1

4

)2 .
Íàéäåì îðèãèíàëû äëÿ êàæäîé èç äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ïåðâîé âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé
îðèãèíàëîâ:

2− p

p2 + 1
4

= 4 ·
1
2

p2 + 1
4

− p

p2 + 1
4

→ 4 sin
t

2
− cos

t

2
.

Äëÿ âòîðîé äðîáè çàìåòèì, ÷òî

3p

4
(
p2 + 1

4

)2 = −3

4

(
1
2

p2 + 1
4

)′

è òàê êàê ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ
1
2

p2 + 1
4

→ sin
t

2
,

òî, ïðèìåíèâ ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì
3p

4
(
p2 + 1

4

)2 → 3

4
t sin

t

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

x(t) = 4 sin
t

2
− cos

t

2
+

3

4
t sin

t

2
.

Åñëè â çàäà÷å Êîøè (1) � (2) âñå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàâíû íóëþ, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíîé ôîðìóëà Äþàìåëÿ, ïîëó÷åííàÿ â �1.
Íàéäåì ñíà÷àëà â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è Êîøè

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ an−1x

′ + anx = 1; x(0) = x′(0) = . . . = x(n−1) = 0. (3)

Ïóñòü x1(t) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à X1(p) � åãî èçîáðàæåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì

Pn(p)X1(p) =
1

p
=⇒ X1(p) =

1

pPn(p)
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ èçîáðàæåíèå X(p) ðåøåíèÿ x(t) èñõîäíîé çàäà÷è:

X(p) =
F (p)

Pn(p)
.

Î÷åâèäíî,
X(p) = pF (p)X1(p).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Äþàìåëÿ, ìû íàõîäèì:

X(p) → x(t) = f(t)x1(0) + f(t) ∗ x′1(t) =
t∫

0

f(s)x′1(t− s)ds.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) � (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå

x(t) =

t∫
0

f(s)x′1(t− s)ds, (4)

ãäå x1(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3). Ïðåèìóùåñòâîì ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíà
èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ìîæåò áûòü ñëîæíîé çàäà÷åé.
Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

x′′ + 2x′ + x =
e−t

t2 + 1
; x(0) = 0, x′(0) = 0.

Ðåøåíèå. Ðåøèì ñíà÷àëà çàäà÷ó

x′′ + 2x′ + x = 1; x(0) = 0, x′(0) = 0.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç x1(t) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à ÷åðåç X1(p) åãî èçîáðàæåíèå, ìû íàõîäèì

X1(p) =
1

p(p+ 1)2
=

1

p
− 1

p+ 1
− 1

(p+ 1)2
→ x1(t) = 1− e−t − te−t.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (4), ó÷èòûâàÿ, ÷òî x′1(t) = te−t, ìû ïîëó÷èì

x(t)=

t∫
0

e−s

s2 + 1
(t− s)e−t+sds=e−t

t

t∫
0

ds

s2 + 1
− 1

2

t∫
0

d(s2 + 1)

s2 + 1

=e−t

(
t arctg t− 1

2
ln(t2 + 1)

)
.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìû ìîæåì ðåøèòü è çàäà÷ó Êîøè äëÿ
ñèñòåìû n ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x′1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + f1(t),

x′2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + f2(t),

· · · · · · · · · · · · ·
x′n = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn + fn(t),

(5)

x1(0) = x10, x2(0) = x20, . . . , xn(0) = xn0, (6)

ãäå x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè; aij , i, j = 1, n; xi0, i = 1, n �
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; fi(t), i = 1, n � îðèãèíàëû.
Ïóñòü x1(t), x2(t), . . . , xn(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5) � (6). Îáîçíà÷èì

x1(t) → X1(p), x2(t) → X2(p), . . . , xn(t) → Xn(p).

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5), ìû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ èçîáðàæåíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(a11 − p)X1(p) + a12X2(p) + . . .+ a1nXn(p) = −x10 − F1(p),

a21X1(p) + (a22 − p)X2(p) + . . .+ a2nXn(p) = −x20 − F2(p),

· · · · · · · · · · · · ·
an1X1(p) + an2X2(p) + . . .+ (ann − p)Xn(p) = −xn0 − Fn(p),

ãäå F1(p), F2(p), . . . , Fn(p) � èçîáðàæåíèÿ îðèãèíàëîâ f1(t), f2(t), . . . , fn(t), ñîîòâåòñòâåííî. Ðå-
øèâ ýòó ñèñòåìó, íàì îñòàíåòñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðàæåíèÿì îðèãèíàëû.
Ïðèìåð 3. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

x′ = 2x+ y + t,

y′ = x− 2y − 3,

x(0) = 2, y(0) = 0.



22

Ðåøåíèå. Åñëè äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ

x(t) → X(p), y(t) → Y (p),

òî
x′(t) → pX(p)− x(0) = pX(p)− 2, y′(t) → pY (p)− y(0) = pY (p).

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì êàæäîãî èç óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì

pX(p)− 2 = 2X(p) + Y (p) +
1

p2
,

pY (p) = X(p)− 2Y (p)− 3

p
èëè 

(p− 2)X(p) − Y (p) = 2 +
1

p2
,

−X(p) + (p+ 2)Y (p) = −3

p
.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà (ãëàâà I, �5, ïóíêò 2). Òàê êàê

∆ =

∣∣∣∣ p− 2 −1

−1 p+ 2

∣∣∣∣ = p2 − 5,

∆1 =

∣∣∣∣∣ 2 +
1
p2

−1

−3
p p+ 2

∣∣∣∣∣ = 2p+ 4− 2

p
+

2

p2
,

∆2 =

∣∣∣∣∣ p− 2 2 + 1
p2

−1 −3
p

∣∣∣∣∣ = −1 +
6

p
+

1

p2
,

òî 
X(p) =

∆1

∆
=

2p+ 4

p2 − 5
− 2

p(p2 − 5)
+

2

p2(p2 − 5)
,

Y (p) =
∆2

∆
= − 1

p2 − 5
+

6

p(p2 − 5)
+

1

p2(p2 − 5)
.

Ïîñêîëüêó

1

p(p2 − 5)
=

1

5
· (5− p2) + p2

p(p2 − 5)
=

1

5

(
p

p2 − 5
− 1

p

)
,

1

p2(p2 − 5)
=

1

5

(
1

p2 − 5
− 1

p2

)
,

òî
X(p) =

2p+ 4

p2 − 5
− 2

5

(
p

p2 − 5
− 1

p

)
+

2

5

(
1

p2 − 5
− 1

p2

)
=

8

5
· p

p2 − 5
+

22

5
· 1

p2 − 5
+

2

5

(
1

p
− 1

p2

)
,

Y (p) = − 1

p2 − 5
+

6

5

(
p

p2 − 5
− 1

p

)
+

1

5

(
1

p2 − 5
− 1

p2

)
=

6

5
· p

p2 − 5
− 4

5
· 1

p2 − 5
− 1

5

(
6

p
+

1

p2

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ

x(t) =
8

5
ch

√
5 t+

22

5
√
5
sh

√
5 t+

2

5
(1− t),

y(t) =
6

5
ch

√
5 t− 4

5
√
5
sh

√
5 t− 1

5
(6 + t).
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ÃËÀÂÀ XV. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ çàäà÷ ôèçèêè, ìåõàíèêè, òåõíèêè ÷àñòî ïðèâîäèò
ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âñå îñíîâíûå òåðìèíû è îïðåäå-
ëåíèÿ, êîòîðûå ìû â ñâîå âðåìÿ ââîäèëè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
ãëàâå IX àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ è íà óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûå ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü â ýòîé ãëàâå.
Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîòû â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì òåëå, à òàêæå ÿâëåíèÿ äèô-

ôóçèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè èëè óðàâíåíèåì Ôóðüå:

u′t = a2
(
u′′xx + u′′yy + u′′zz

)
+ g(x, y, z, t), (1)

ãäå a � ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, u = u(x, y, z, t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ (íàïðèìåð, òåìïåðàòó-
ðà, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ òåïëîâîé ïðîöåññ), g(x, y, z, t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Óñòàíîâèâøèéñÿ òåïëîâîé ïðîöåññ â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì òåëå ñ èñòî÷íèêàìè âíóòðåí-

íåãî òåïëîèçëó÷åíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

u′′xx + u′′yy + u′′zz = g(x, y, z). (2)

Åñëè æå â òåëå îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè âíóòðåííåãî òåïëîèçëó÷åíèÿ, òî ìû ïðèõîäèì ê óðàâ-
íåíèþ Ëàïëàñà

u′′xx + u′′yy + u′′zz = 0. (3)

Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ âîëí � óïðóãèõ, çâóêîâûõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîçíèêàåò
âîëíîâîå óðàâíåíèå

u′′tt = a2
(
u′′xx + u′′yy + u′′zz

)
+ g(x, y, z, t). (4)

Êàæäîå èç óðàâíåíèé (1) � (4) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé
ôèçè÷åñêîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ èç ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé âûáðàòü åäèíñòâåííîå, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç åå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Òàêèìè
äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ÷àùå âñåãî ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (çàäà÷à Êîøè), îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ èçó÷åíèå ïðîöåññà è ãðàíè÷íûå
èëè êðàåâûå óñëîâèÿ, çàäàííûå íà ãðàíèöå ñðåäû çàäà÷è. Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
(1) è âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4) ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à Êîøè, òàê è ñìåøàííàÿ çàäà÷à, ò.å. çàäà-
÷à Êîøè è êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2) è óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (3) ñòàâÿòñÿ
òîëüêî ðàçëè÷íîãî ðîäà êðàåâûå çàäà÷è.
Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòàâëåííîé êîððåêòíî, åñëè åå ðåøåíèå ñó-

ùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè
óñëîâèé çàäà÷è íåò ïðîòèâîðå÷èâûõ è èõ äîñòàòî÷íî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ.
Óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè äàííûõ çàäà÷è òàêæå íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿ-
åòñÿ è åå ðåøåíèå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî âàæíûì äëÿ ïðàêòèêè, òàê êàê
èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÷àùå âñåãî íàõîäÿòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ èç ýêñïåðèìåíòà è
ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òîáû ìàëàÿ ïîãðåøíîñòü íåñèëüíî ïîâëèÿëà íà ðåøåíèå.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ãëàâå çàäà÷è ïîñòàâëåíû êîððåêòíî, ÷òî ñëåäóåò èç îáùåé

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè
ìîäåëÿìè ýòèõ çàäà÷.

�1. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîòû â ñòåðæíå

Ðàññìîòðèì òîíêèé îäíîðîäíûé ïðÿìîëèíåéíûé ñòåðæåíü ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé
ïîâåðõíîñòüþ, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè Ox. Ïîñòîÿííóþ ïëîùàäü S ëþáîãî åãî ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòîé x ìû áóäåì ñ÷èòàòü íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî âñåì òî÷êàì ñå÷åíèÿ â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî ïðèïèñàòü îäíó è òó æå òåìïåðàòóðó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç u(x, t). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âíóòðè ñòåðæíÿ èìåþòñÿ èñòî÷íèêè òåïëîèçëó÷åíèÿ ñ
íåïðåðûâíîé èíòåíñèâíîñòüþ G(x, t).
Åñëè ðàçëè÷íûå ó÷àñòêè ñòåðæíÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ òåìïåðàòóðó, òî â íåì áóäåò ïðîèñõî-

äèòü òåïëîîáìåí, ò. å. ïåðåìåùåíèå òåïëîòû îò áîëåå íàãðåòûõ ÷àñòåé ê ìåíåå íàãðåòûì. Â
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ïðèíÿòûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ òåïëîîáìåí â ñòåðæíå áóäåò ïðîèñõîäèòü âäîëü îñè Ox. Íàé-
äåì óðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå, ò. å. äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â êîòîðîì íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà u(x, t), êîòîðóþ
ìû çàðàíåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ïåðåìåííîé x è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî âðåìåíè t. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì âíóòðè ñòåðæíÿ ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó M, âîçüìåì ìàëóþ ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ ïëîùàäüþ ∆S, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
M è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè çàêîíîì Ôóðüå, ñîãëàñíî êîòîðîìó
êîëè÷åñòâî òåïëîòû ∆Q, ïðîõîäÿùåé çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ÷åðåç óêàçàííóþ ìàëóþ ïîâåðõíîñòü
ïðîïîðöèîíàëüíî ∆S∆t è ïðîèçâîäíîé u′n̄ òåìïåðàòóðû ïî íîðìàëè n̄ ê ïîâåðõíîñòè:

∆Q = −ku′n̄∆S∆t,

ãäå k � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåé òåïëîïðîâîäíîñòè ñòåðæíÿ.
Âîçüìåì òåïåðü ìàëûé ýëåìåíò ñòåðæíÿ ñ äëèíîé ∆x ìåæäó òî÷êàìè x è x+∆x è ñîñòàâèì

òåïëîâîé áàëàíñ äëÿ íåãî. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû ∆Q1, ïðîõîäÿùåé âíóòðü ýëåìåíòà ÷åðåç ëåâîå
ñå÷åíèå x çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ïî çàêîíó Ôóðüå ðàâíî

∆Q1 = −ku′x(x, t)S∆t,

òàê êàê çäåñü íîðìàëü íàïðàâëåíà âäîëü îñè Ox è ïîýòîìó u′n̄ = u′x. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç ïðàâîå
ñå÷åíèå x+∆x âíóòðü ýëåìåíòà çà âðåìÿ ∆t ïðîõîäèò êîëè÷åñòâî òåïëîòû

∆Q2 = ku′x(x+∆x, t)S∆t.

Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííîé x, òî
ìû ìîæåì çàïèñàòü

u′x(x+∆x, t) = u′x(x, t) + u′′xx(x, t)∆x+ o(∆x),

ãäå o(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆x. Ñëåäîâàòåëüíî,

∆Q2 = k(u′x(x, t) + u′′xx(x, t)∆x)S∆t+ kSo(∆x)∆t.

Èìåþùèåñÿ â ñòåðæíå èñòî÷íèêè òåïëîèçëó÷åíèÿ âûäåëÿþò âíóòðè äàííîãî ýëåìåíòà çà âðåìÿ
∆t òåïëîòó â êîëè÷åñòâå

∆Q3 = G(x, t)S∆x∆t.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âõîäÿùåé â ýëåìåíò è âûäåëÿþùåéñÿ â íåì ðàâíî

∆Q = ∆Q1 +∆Q2 +∆Q3 = ku′′xx(x, t)S∆x∆t+G(x, t)S∆x∆t+ kSo(∆x)∆t.

Ýòî æå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü èíà÷å, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çà âðåìÿ ∆t òåìïå-
ðàòóðà ýëåìåíòà ñòåðæíÿ èçìåíèëàñü îò âåëè÷èíû u(x, t) äî âåëè÷èíû u(x, t + ∆t). Åñëè c �
òåïëîåìêîñòü ñòåðæíÿ, ρ � åãî ïëîòíîñòü, òî

∆Q = cρS∆x(u(x, t+∆t)− u(x, t))

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ââèäó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè

u(x, t+∆t)− u(x, t) = u′t(x, t)∆t+ o(∆t),

ãäå o(∆t) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆t,

∆Q = cρu′t(x, t)S∆x∆t+ cρS∆x o(∆t).

Òàêèì îáðàçîì,

cρu′t(x, t)S∆x∆t+ cρS∆x o(∆t) = ku′′xx(x, t)S∆x∆t+G(x, t)S∆x∆t+ kSo(∆x)∆t.

Äåëÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà S∆x∆t è óñòðåìëÿÿ ∆x è ∆t ê íóëþ, ïîëó÷èì

cρu′t(x, t) = ku′′xx(x, t) +G(x, t).

Ðàçäåëèâ, íàêîíåö, îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå cρ è îáîçíà÷èâ a2 =
k

cρ
è

g(x, t) =
G(x, t)

cρ
, ìû ïðèõîäèì ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t = a2u′′xx + g(x, t). (1)
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Âåëè÷èíà a2 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.
Óðàâíåíèå (1) îáîáùàåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà ïëàñòèíó íà ïëîñêîñòè èëè òåëî â ïðî-

ñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðèíèìàåò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âèä

u′t = a2
(
u′′xx + u′′yy

)
+ g(x, y, t)

èëè
u′t = a2

(
u′′xx + u′′yy + u′′zz

)
+ g(x, y, z, t).

�2. Ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òîíêîì, îäíîðîäíîì, ïðÿìîëèíåéíîì ñòåðæíå äëèíû l > 0 ñ òåïëîèçî-
ëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè òåïëîèçëó÷åíèÿ, êîíöû åãî ïîääåð-
æèâàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíà òåìïåðàòóðà â
ëþáîé òî÷êå ñòåðæíÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòèòåìïåðàòóðó â ëþáîé òî÷êå ñòåðæíÿ â ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè.
Ðàçìåñòèì êîíöû ñòåðæíÿ â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Òàê êàê â ñòåðæíå îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè

òåïëîèçëó÷åíèÿ, òî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ u(x, t) â
òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), â êîòîðîì g(x, t) = 0, x ∈ [0, l], t ≥ 0,
ò. å. îäíîðîäíîìó îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè. Èçâåñòíàÿ íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòó-
ðà òî÷åê ñòåðæíÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f(x), x ∈ [0, l], êîòîðóþ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-ìîíîòîííîé íà îòðåçêå [0, l]. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ äàííîãî òåïëîâîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ îäíîðîäíûìè, ò. å.
íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

u′t = a2u′′xx, x ∈ (0, l), t > 0, (1)

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, l], (2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0. (3)

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (1)�(3) èçâåñòíûì â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ìåòîäîì Ôóðüå èëè ìå-
òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ñîãëàñíî êîòîðîìó íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â
âèäå

u(x, t) = X(x)T (t), (4)

ò. å. â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ
çàäà÷è.
Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (4) â óðàâíåíèå (1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u′t(x, t) = X(x)T ′(t), u′′xx(x, t) = X ′′(x)T (t).

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
X(x)T ′(t) = a2X ′′(x)T (t),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

a2T (t)
. (5)

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé t è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà íå
çàâèñèò òàêæå è îò x, ïîñêîëüêó îíà ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè, çàâèñÿùåé îò t. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç µ. Çíà÷èò,
óðàâíåíèå (5) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

X ′′(x)

X(x)
= µ,

T ′(t)

a2T (t)
= µ
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èëè ðàâíîñèëüíîé åé ñèñòåìå 
X ′′(x)− µX(x) = 0,

T ′(t)

T (t)
= µa2.

(6)

Áóäåì ðåøàòü ñíà÷àëà ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (6). Ïîäñòàâèâ êðàåâûå óñëîâèÿ (3) â
ðàâåíñòâî (4), ìû ïîëó÷èì

u(0, t) = X(0)T (t) = 0, u(l, t) = X(l)T (t) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
X(0) = X(l) = 0,

êîëü ñêîðî íàñ èíòåðåñóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (1). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè X(x) ìû äîëæíû ðåøàòü ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

X ′′(x)− µX(x) = 0, (7)

X(0) = X(l) = 0. (8)

Ïîêàæåì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå êðàåâàÿ çàäà÷à (7)�(8) èìååò òîëüêî ïðè µ < 0. Íèæå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èçó÷åííóþ íàìè â ãëàâå IX, �4, ïóíêò 1.
Åñëè µ > 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (7), èìååò âèä

λ2 − µ = 0. (9)

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ±√
µ, ñëåäîâàòåëüíî, îáùèì ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

X(x) = C1e
−√

µx + C2e
√
µx.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êðàåâûå óñëîâèÿ (8), ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
C1 + C2 = 0,

C1e
−√

µl + C2e
√
µl = 0,

èìåþùóþ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå C1 = C2 = 0 è, ñòàëî áûòü, â ýòîì ñëó÷àå X(x) = 0.
Åñëè µ = 0, òî óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä X ′′(x) = 0 è åãî îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ X(x) = C1x+ C2. Ïîäñòàíîâêà â íåãî êðàåâûõ óñëîâèé (8) äàåò íàì{
C2 = 0,

C1l + C2 = 0,

ò. å. îïÿòü æå C1 = C2 = 0 è, çíà÷èò, X(x) = 0.
Íàêîíåö, åñëè µ < 0, òî, îáîçíà÷èâ µ = −ν2, ν > 0, ìû ïîëó÷èì ÷èñòî ìíèìûå êîðíè

±νi õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (9) è ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôóíêöèþ

X(x) = C1 cos νx+ C2 sin νx. (10)

Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (8), ìû íàõîäèì{
C1 = 0,

C1 cos νl + C2 sin νl = 0,

îòêóäà C2 sin νl = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå (10) áûëî íåòðèâèàëüíûì, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû sin νl = 0 è, ñòàëî áûòü νl = πn, n ∈ N. Çíà÷èò, âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ïîñòîÿííîé ν íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

νn =
πn

l
, n ∈ N.
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Ïîëàãàÿ â (10) C2 = 1, ìû äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëó÷àåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(7)�(8):

Xn(x) = sin νnx, n ∈ N. (11)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå (6) è ðåøèì ïðè êàæäîì µ = −ν2n, n ∈ N âòîðîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïåðåìåííûå â íåì ðàçäåëåíû, ïîýòîìó∫

dT (t)

T (t)
= −

∫
ν2na

2dt =⇒ ln |T (t)| = −(aνn)
2t+ ln |bn| =⇒ T (t) = bne

−(aνn)2t,

ãäå bn � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ìû èìååì
ðåøåíèå

Tn(t) = bne
−(aνn)2t (12)

âòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6).
Ïåðåìíîæèâ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêöèè (11) è (12), ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ

ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = bne
−(aνn)2t sin νnx, n ∈ N (13)

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (1), êàæäîå èç êîòîðûõ ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì
óñëîâèÿì (3).
Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îäíîðîäíûì, ïîýòîìó ëþáàÿ ëèíåé-

íàÿ êîìáèíàöèÿ åãî ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ôàêò ïðîâåðÿ-
åòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà ðåøåíèé (13), à, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä

∞∑
n=1

un(x, t)

âìåñòå ñ ðÿäàìè
∞∑
n=1

∂tun(x, t) è
∞∑
n=1

∂xxun(x, t)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè x ∈ [0, l] è t ≥ 0, òî ñóììà ðÿäà

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(x, t) =

∞∑
n=1

bne
−(aνn)2t sin νnx

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñ÷èòàÿ ýòî ïðåäïîëîæåíèå
âûïîëíåííûì, íàéäåì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû bn ïîñëåäíåãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-
åìñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2), ñîãëàñíî êîòîðîìó

u(x, 0) =

∞∑
n=1

bn sin νnx =

∞∑
n=1

bn sin
πnx

l
= f(x), x ∈ [0, l]

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà bn, n ∈ N ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [0, l], â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì (ãëàâà XII, �4). Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πnx

l
dx, n ∈ N. (14)

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêöèþ f(x) ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

bne
−(aνn)2t sin νnx =

∞∑
n=1

bne
−(aπn

l )
2
t sin

πnx

l
, (15)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (14), à òàêæå ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî
ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé t è äâîéíûì ïî ïåðåìåííîé x, ðàâíîìåðíî
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ñõîäÿòñÿ ïðè x ∈ [0, l] è t ≥ t0, ãäå t0 � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M òàêîå, ÷òî |f(x)| ≤ M, x ∈ [0, l]. Òîãäà ïî
ñâîéñòâó 4) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïðèâåäåííîìó â ãëàâå VII, �1

|bn| =

∣∣∣∣∣∣2l
l∫

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

l

l∫
0

|f(x)|dx ≤ 2

l

l∫
0

Mdx =
2

l
·M · l = 2M, n ∈ N

è, çíà÷èò, äëÿ ñëàãàåìûõ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣bne−(aπn
l )

2
t sin

πnx

l

∣∣∣ ≤ |bn|e−(
aπn
l )

2
t0
∣∣∣sin πnx

l

∣∣∣ ≤ 2Me−(
aπn
l )

2
t0 , n ∈ N, x ∈ [0, l], t ≥ t0.

×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

e−(
aπn
l )

2
t0

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, îí îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñõîäÿùèìñÿ ðÿ-
äîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∞∑
n=1

e−(
aπ
l )

2
t0n.

Òîãäà ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
n=1

2Me−(
aπn
l )

2
t0 ,

à âìåñòå ñ íèì ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (ãëàâà XII, �2) ðÿä (15) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
ðàâíîìåðíî ïðè x ∈ [0, l] è t ≥ t0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöè-
îíàëüíûõ ðÿäîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (15) ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé
t è äâîéíûì ïî ïåðåìåííîé x.
Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä

u(x, t) =
∞∑
n=1

bne
−(aπn

l )
2
t sin

πnx

l
, x ∈ [0, l], t ≥ 0 (16)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì (14).
Ïðèìåð. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-

íîñòè:
u′t = 9u′′xx,

u(x, 0) = (x− 1) sinx, x ∈ [0, 1],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (16). Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ðÿäà. Ó íàñ a = 3, f(x) =
(x− 1) sinx, l = 1, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (14)

bn =
2

1

1∫
0

(x− 1) sinx sin
πnx

1
dx = 2

1∫
0

(x− 1) · 1
2
(cos(πn− 1)x− cos(πn+ 1)x)dx =

=

1∫
0

(x− 1)d

(
1

πn− 1
sin(πn− 1)x− 1

πn+ 1
sin(πn+ 1)x

)
=

= (x− 1)

(
1

πn− 1
sin(πn− 1)x− 1

πn+ 1
sin(πn+ 1)x

) ∣∣∣∣1
0

−

−
1∫

0

(
1

πn− 1
sin(πn− 1)x− 1

πn+ 1
sin(πn+ 1)x

)
d(x− 1) =
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= 0− 1

(πn− 1)2

1∫
0

sin(πn− 1)xd((πn− 1)x) +
1

(πn+ 1)2

1∫
0

sin(πn+ 1)x d((πn+ 1)x) =

=

(
cos(πn− 1)x

(πn− 1)2
− cos(πn+ 1)x

(πn+ 1)2

) ∣∣∣∣1
0

=

(
cos(πn− 1)

(πn− 1)2
− cos(πn+ 1)

(πn+ 1)2

)
−

−
(

1

(πn− 1)2
− 1

(πn+ 1)2

)
=

4πn((−1)n cos 1− 1)

(π2n2 − 1)2
, n ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì äàííîé ñìåøàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) = 4π
∞∑
n=1

((−1)n cos 1− 1)n

(π2n2 − 1)2
e−9π2n2t sinπnx, x ∈ [0, 1], t ≥ 0.

�3. Ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ äâóìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ñòàöèîíàðíîå, ò. å. íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè, ðàñïðåäåëåíèå òåì-
ïåðàòóðû â òîíêîé, êðóãëîé, îäíîðîäíîé, òåïëîèçîëèðîâàííîé ñ îáåèõ ñòîðîí ïëàñòèíå áåç
èñòî÷íèêîâ âíóòðåííåãî òåïëîèçëó÷åíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíà òåìïåðàòóðà íà îêðóæíî-
ñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ýòó ïëàñòèíó. Òàêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è Äèðèõëå.
Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà íå çàâèñèò îò âðåìåíè

è â ïëàñòèíå íåò èñòî÷íèêîâ òåïëîèçëó÷åíèÿ, òî ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò äâó-
ìåðíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ íà÷àëî
ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy â öåíòðå êðóãëîé ïëàñòèíû D ðàäèóñà R0 > 0, ìû ìîæåì çàïèñàòü
çàäà÷ó Äèðèõëå â âèäå:

∆u = u′′xx + u′′yy = 0, (x, y) ∈ D, (1)

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ C, (2)

ãäå g(x, y) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îêðóæíîñòè C : x2 + y2 = R2
0.

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â óðàâíåíèè Ëà-
ïëàñà (1). Ïîñêîëüêó

u = u(r, φ), ãäå r =
√

x2 + y2, φ = arctg
y

x
± π,

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ (ãëàâà VIII, �2), ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì:

u′x = u′rr
′
x + u′φφ

′
x, u

′′
xx = (u′′rrr

′
x + u′′rφφ

′
x)r

′
x + u′rr

′′
xx + (u′′φrr

′
x + u′′φφφ

′
x)φ

′
x + u′φφ

′′
xx =

= u′′rr(r
′
x)

2 + 2u′′rφr
′
xφ

′
x + u′′φφ(φ

′
x)

2 + u′rr
′′
xx + u′φφ

′′
xx;

u′′yy = u′′rr(r
′
y)

2 + 2u′′rφr
′
yφ

′
y + u′′φφ(φ

′
y)

2 + u′rr
′′
yy + u′φφ

′′
yy.

Îòñþäà,

∆u = u′′rr
(
(r′x)

2 + (r′y)
2
)
+2u′′rφ(r

′
xφ

′
x+r′yφ

′
y)+u′′φφ

(
(φ′

x)
2 + (φ′

y)
2
)
+u′r(r

′′
xx+r′′yy)+u′φ(φ

′′
xx+φ′′

yy).

Ó÷èòûâàÿ, äàëåå, ÷òî

r′x =
1

2
√

x2 + y2

(
x2 + y2

)′
x
=

x√
x2 + y2

= cosφ, r′y =
y√

x2 + y2
= sinφ,

φ′
x =

1

1 +
( y
x

)2 (yx)′x =
1

1 +
( y
x

)2 (− y

x2

)
= − y

x2 + y2
= −sinφ

r
,

φ′
y =

1

1 +
( y
x

)2 (yx)′y =
1

1 +
( y
x

)2 · 1
x
=

x

x2 + y2
=

cosφ

r
,

r′′xx = (cosφ)′x = − sinφ · φ′
x =

sin2 φ

r
, r′′yy = (sinφ)′y = cosφ · φ′

y =
cos2 φ

r
,
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φ′′
xx = −

(
y

x2 + y2

)′

x

= y
(
x2 + y2

)−2 (
x2 + y2

)′
x
=

2xy

(x2 + y2)2
=

sin 2φ

r2
,

φ′′
yy =

(
x

x2 + y2

)′

y

= − 2xy

(x2 + y2)2
= −sin 2φ

r2
,

ìû íàõîäèì

(r′x)
2 + (r′y)

2 = cos2 φ+ sin2 φ = 1, r′xφ
′
x + r′yφ

′
y = cosφ

(
−sinφ

r

)
+ sinφ · cosφ

r
= 0,

(φ′
x)

2 + (φ′
y)

2 =

(
−sinφ

r

)2

+
(cosφ

r

)2
=

1

r2
,

r′′xx + r′′yy =
sin2 φ

r
+

cos2 φ

r
=

1

r
, φ′′

xx + φ′′
yy =

sin 2φ

r2
− sin 2φ

r2
= 0.

Çíà÷èò,

∆u = u′′rr +
u′′φφ
r2

+
u′r
r

è, ñòàëî áûòü, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ïðèíèìàåò âèä:

u′′rr +
u′′φφ
r2

+
u′r
r

= 0.

Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå êðóãà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

f(φ) = g(R0 cosφ,R0 sinφ), φ ∈ [−π, π),

êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-ìîíîòîííîé íà ïðîìåæóòêå
[−π, π), òî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ çàäà÷à Äèðèõëå (1)�(2) çàïèøåòñÿ â âèäå:

u′′rr +
u′′φφ
r2

+
u′r
r

= 0, r ∈ [0, R0), φ ∈ [−π, π), (3)

u(R0, φ) = f(φ), φ ∈ [−π, π). (4)

Ýòó çàäà÷ó, êàê è çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â ñòåðæíå, ìû áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì
Ôóðüå, à èìåííî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (3) ìû ïîïûòàåìñÿ îòûñêàòü â âèäå

u(r, φ) = R(r)Φ(φ),

ãäå R(r), Φ(φ) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó

u′r(r, φ) = R′(r)Φ(φ), u′′rr(r, φ) = R′′(r)Φ(φ), u′′φφ(r, φ) = R(r)Φ′′(φ),

òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ â (3) ìû ïîëó÷èì:

R′′(r)Φ(φ) +
R(r)Φ′′(φ)

r2
+

R′(r)Φ(φ)

r
= 0.

Îòñþäà, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ìû íàõîäèì

−r2R′′(r) + rR′(r)

R(r)
=

Φ′′(φ)

Φ(φ)
= µ,

ãäå µ � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåèçâåñòíûå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà{

Φ′′(φ)− µΦ(φ) = 0,

r2R′′(r) + rR′(r) + µR(r) = 0.
(5)

Ðåøàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(φ) îáÿçàíà áûòü
2π-ïåðèîäè÷åñêîé, ìû, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ µ
îáÿçàíà áûòü íåïîëîæèòåëüíîé. Åñëè µ = 0, òî

Φ′′(φ) = 0 =⇒ Φ(φ) =
a0
2

+ b0φ,
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ãäå a0, b0 � ïîñòîÿííûå. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò 2π-ïåðèîäè÷åñêîé òîëüêî ïðè b0 = 0. Çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå

Φ0(φ) =
a0
2
.

Åñëè µ = −λ2, λ > 0, òî

Φ′′(φ) + λ2Φ(φ) = 0 =⇒ Φ(φ) = a cosλφ+ b sinλφ

è, çíà÷èò, äëÿ 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè Φ(φ) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîñòîÿííàÿ λ áûëà íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëîì, ò. å.

λ = n, n ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ðåøåíèåì ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (5) ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Φn(φ) = an cosnφ+ bn sinnφ,

ãäå an, bn � ïîñòîÿííûå.
Çàéìåìñÿ òåïåðü âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (5) ïðè µ = −n2, n ∈ N :

r2R′′(r) + rR′(r)− n2R(r) = 0. (6)

Ýòî èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà, ðåøåíèå êîòîðîãî áóäåì èñêàòü â âèäå

R(r) = rs, s ∈ R.

Äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû ýòó ôóíêöèþ è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, áóäåì èìåòü

r2s(s− 1)rs−2 + rsrs−1 − n2rs = 0.

Îòñþäà
s(s− 1) + s− n2 = 0 ⇐⇒ s2 − n2 = 0 =⇒ s1,2 = ±n

è, çíà÷èò,
R(r) = C1r

n + C2r
−n,

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) íå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì â
íóëå, ïîýòîìó C2 = 0. Ïîëàãàÿ C1 = R−n

0 , ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå

Rn(r) =

(
r

R0

)n

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6).
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

u0(r, φ) =
a0
2
, un(r, φ) = Rn(r)Φn(φ) =

(
r

R0

)n

(an cosnφ+ bn sinnφ), n ∈ N

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

un(r, φ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
r

R0

)n

(an cosnφ+ bn sinnφ)

è ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî ïî÷ëåííûì äâîéíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî îáåèì ïåðåìåííûì,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðè r ∈ [0, R0], φ ∈ [−π, π). Òîãäà ñóììà ýòîãî ðÿäà

u(r, φ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
r

R0

)n

(an cosnφ+ bn sinnφ) (7)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3). Íàéäåì êîýôôèöèåíòû a0, an, bn, n ∈ N äàííîãî ðÿäà.
Âîñïîëüçîâàâøèñü êðàåâûì óñëîâèåì (4), ìû ïîëó÷èì:

u(R0, φ) = f(φ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnφ+ bn sinnφ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f(φ) íà ïðîìåæóòêå [−π, π) è ïîýòîìó (ãëàâà XII, �4) îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

a0 =
1

π

π∫
−π

f(φ)dφ, an =
1

π

π∫
−π

f(φ) cosnφ dφ, bn =
1

π

π∫
−π

f(φ) sinnφ dφ, n ∈ N. (8)

Ôóíêöèÿ f(φ) îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M > 0, ïîýòîìó
âñå êîýôôèöèåíòû a0, an, bn, n ∈ N òàêæå îãðàíè÷åíû. Â ñàìîì äåëå,

|a0| =

∣∣∣∣∣∣ 1π
π∫

−π

f(φ)dφ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

π

π∫
−π

|f(φ)|dφ ≤ 1

π

π∫
−π

Mdφ =
1

π
·M · 2π = 2M.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî |an| ≤ 2M, |bn| ≤ 2M, n ∈ N. Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì,
÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) ñ êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëåííûìè ïî
ôîðìóëàì (8), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè r ∈ [0, R̃0], φ ∈ [−π, π), ãäå R̃0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, ìåíüøåå R0. Äåéñòâèòåëüíî, ñëàãàåìûå ýòîãî ðÿäà îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíàìè∣∣∣∣( r

R0

)n

(an cosnφ+ bn sinnφ)

∣∣∣∣ ≤
(
R̃0

R0

)n

(|an|| cosnφ|+ |bn|| sinnφ|) ≤

≤

(
R̃0

R0

)n

(2M · 1 + 2M · 1) = 4M

(
R̃0

R0

)n

, n ∈ N, r ∈ [0, R̃0], φ ∈ [−π, π).

×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

4M

(
R̃0

R0

)n

ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ çíàìåíàòå-

ëåì R̃0
R0

< 1. Òîãäà ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (ãëàâà XII, �2) ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
ðàâíîìåðíî íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõî-
äèìîñòü ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ èç (7) ïî÷ëåííûì äâîéíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííûì
r è φ.
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (3), (4) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóììà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (7), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(8).
Ïðèìåð. Íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå:

u′′rr +
u′′φφ
r2

+
u′r
r

= 0, r ∈ [0, 2), φ ∈ [−π, π),

u(2, φ) = f(φ), φ ∈ [−π, π),

ãäå

f(φ) =


20, φ ∈

[
−π,−π

2

)
;

30, φ ∈
[
−π

2 , 0
)
;

0, φ ∈
[
0, π2

)
;

10, φ ∈
[
π
2 , π

)
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå (7). Ïî ôîðìóëàì (8)

a0 =
1

π

 −π
2∫

−π

20dφ+

0∫
−π

2

30dφ+

π
2∫

0

0dφ+

π∫
π
2

10dφ

 =

=
10

π

(
2 φ

∣∣∣∣−π
2

−π

+ 3 φ

∣∣∣∣0
−π

2

+ φ

∣∣∣∣π
π
2

)
=

10

π

(
2 · π

2
+ 3 · π

2
+

π

2

)
= 30;
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an =
1

π

 −π
2∫

−π

20 cosnφdφ+

0∫
−π

2

30 cosnφdφ+

π
2∫

0

0 cosnφdφ+

π∫
π
2

10 cosnφdφ

 =

=
10

πn

(
2 sinnφ

∣∣∣∣−π
2

−π

+ 3 sinnφ

∣∣∣∣0
−π

2

+ sinnφ

∣∣∣∣π
π
2

)
=

=
10

πn

(
2 sin

(
−πn

2

)
− 0 + 0− 3 sin

(
−πn

2

)
+ 0− sin

πn

2

)
= 0;

bn =
1

π

 −π
2∫

−π

20 sinnφdφ+

0∫
−π

2

30 sinnφdφ+

π
2∫

0

0 sinnφdφ+

π∫
π
2

10 sinnφdφ

 =

= − 10

πn

(
2 cosnφ

∣∣∣∣−π
2

−π

+ 3 cosnφ

∣∣∣∣0
−π

2

+ cosnφ

∣∣∣∣π
π
2

)
=

= − 10

πn

(
2 cos

(
−πn

2

)
− 2 cos(−πn) + 3− 3 cos

(
−πn

2

)
+ cosπn− cos

πn

2

)
=

= − 10

πn

(
3− (−1)n − 2 cos

πn

2

)
, n ∈ N.

Ïîýòîìó ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ðÿä

u(r, φ) = 15− 10

π

∞∑
n=1

(
3− (−1)n − 2 cos πn

2

n

)(r
2

)n
sinnφ, r ∈ [0, 2], φ ∈ [−π, π).

�4. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

u′′tt = a2u′′xx, x ∈ R, t > 0 (1)

ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u(x, 0) = f(x), x ∈ R (2)

è
u′t(x, 0) = g(x), x ∈ R, (3)

ãäå ôóíêöèè f(x) è g(x) ìû ïðåäïîëàãàåì, ñîîòâåòñòâåííî, äâàæäû è îäèí ðàç äèôôåðåíöè-
ðóåìûìè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìó î÷åíü äëèííîé ñòðóíû,

ñîâåðøàþùåé ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ áåç âûíóæäàþùåé ñèëû, åñëè èçâåñòíû íà÷àëüíàÿ
ôîðìà ñòðóíû è íà÷àëüíûå ñêîðîñòè åå òî÷åê.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (1) ê íîâûì ïåðåìåííûì ïî ôîð-

ìóëàì
x1 = x− at, t1 = x+ at.

Èñïîëüçîâàâ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (ãëàâà
VIII, �2), ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì:

u′x = u′x1
∂xx1 + u′t1∂xt1 = u′x1

+ u′t1 ,

u′′xx = u′′x1x1
∂xx1 + u′′x1t1∂xt1 + u′′t1x1

∂xx1 + u′′t1t1∂xt1 = u′′x1x1
+ 2u′′x1t1 + u′′t1t1 ,

u′t = u′x1
∂tx1 + u′t1∂tt1 = u′x1

(−a) + u′t1a = a(−u′x1
+ u′t1),

u′′tt = a(−u′′x1x1
∂tx1 − u′′x1t1∂tt1 + u′′t1x1

∂tx1 + u′′t1t1∂tt1) =

= a(−u′′x1x1
(−a)− u′′x1t1a+ u′′t1x1

(−a) + u′′t1t1a) = a2(u′′x1x1
− 2u′′x1t1 + u′′t1t1).

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â âîëíîâîå óðàâíåíèå (1), ìû ïîëó÷èì

a2(u′′x1x1
− 2u′′x1t1 + u′′t1t1) = a2(u′′x1x1

+ 2u′′x1t1 + u′′t1t1),
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îòêóäà
u′′x1t1 = 0 (4)

è, çíà÷èò,

u′x1
= φ(x1), u(x1, t1) =

∫
φ(x1)dx1 + φ2(t1).

Îáîçíà÷èâ φ1(x1) =

∫
φ(x1)dx1, ìû çàïèøåì ôîðìóëó

u(x1, t1) = φ1(x1) + φ2(t1),

ãäå φ1(x1), φ2(t1) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (4). Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì x, t, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ (1):

u(x, t) = φ1(x− at) + φ2(x+ at). (5)

Ïîäáåðåì òåïåðü ôóíêöèè φ1 è φ2 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2) è (3).
Ïîäñòàâëÿÿ â (5) t = 0, ìû áëàãîäàðÿ (2) ïîëó÷àåì

u(x, 0) = φ1(x) + φ2(x) = f(x).

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ (5) ïî ïåðåìåííîé t, ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

u′t(x, t) = φ′
1(x− at)(x− at)′t + φ′

2(x+ at)(x+ at)′t = −aφ′
1(x− at) + aφ′

2(x+ at),

îòêóäà, ââèäó (3)
u′t(x, 0) = −aφ′

1(x) + aφ′
2(x) = g(x).

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà −aφ′
1(x) + aφ′

2(x) = g(x) â ïðåäåëàõ îò 0 äî x :
x∫

0

(−aφ′
1(s) + aφ′

2(s))ds =

x∫
0

g(s)ds =⇒ (−aφ1(s) + aφ2(s))

∣∣∣∣x
0

= −aφ1(x) + aφ2(x)−

−(−aφ1(0) + aφ2(0)) =

x∫
0

g(s)ds =⇒ −φ1(x) + φ2(x) = −φ1(0) + φ2(0) +
1

a

x∫
0

g(s)ds.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèøëè ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
φ1(x) + φ2(x) = f(x),

−φ1(x) + φ2(x) = −φ1(0) + φ2(0) +
1

a

x∫
0

g(s)ds

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, èç êîòîðîé

φ1(x) =
1

2

f(x)− 1

a

x∫
0

g(s)ds+ φ1(0)− φ2(0)

 ,

φ2(x) =
1

2

f(x) +
1

a

x∫
0

g(s)ds− φ1(0) + φ2(0)

 .

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ôóíêöèè â (5), ïîëó÷èì:

u(x, t) =
1

2

f(x− at)− 1

a

x−at∫
0

g(s)ds+ φ1(0)− φ2(0)

+

+
1

2

f(x+ at) +
1

a

x+at∫
0

g(s)ds− φ1(0) + φ2(0)

 =
1

2

f(x− at) + f(x+ at) +
1

a

x+at∫
x−at

g(s)ds

 .
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (1)�(3) äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) =
1

2

f(x− at) + f(x+ at) +
1

a

x+at∫
x−at

g(s)ds

 , x ∈ R, t ≥ 0. (6)

Ðàâåíñòâî (6) íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Äàëàìáåðà.
Ïðèìåð. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-

íèÿ:
u′′tt = 2u′′xx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = sin
x

2
, x ∈ R,

u′t(x, 0) = 2−x2
x, x ∈ R.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàøåé çàäà÷è a =
√
2, f(x) = sin x

2 , u
′
t(x, 0) = 2−x2

x. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
Äàëàìáåðà (6). Ïîñêîëüêó

f(x− at) + f(x+ at) = sin
x−

√
2t

2
+ sin

x+
√
2t

2
= 2 sin

x

2
cos

√
2t

2
,

x+at∫
x−at

g(s)ds =

x+
√
2t∫

x−
√
2t

2−s2sds = −1

2

x+
√
2t∫

x−
√
2t

2−s2d
(
−s2

)
=

= −1

2

2−s2

ln 2

∣∣∣∣∣
x+

√
2t

x−
√
2t

=
2−x2−2t2

2 ln 2

(
22

√
2xt − 2−2

√
2xt
)
,

òî ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è Êîøè ñëóæèò ôóíêöèÿ

u(x, t) = sin
x

2
cos

√
2t

2
+

2−x2−2t2

4
√
2 ln 2

(
22

√
2xt − 2−2

√
2xt
)
, x ∈ R, t ≥ 0.

�5. Ìåòîä ñåòîê (êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé) ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà çàìåíå ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èõ ïðèáëè-
æåííûìè çíà÷åíèÿìè, âûðàæåííûìè ÷åðåç çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â îòäåëüíûõ äèñêðåò-
íûõ òî÷êàõ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èëè

ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé, ÷åì ïåðâîíà÷àëüíàÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà íåêîòîðîì
äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê (ñåòêå), ïðèíàäëåæàùåì îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé ïîñòàâëåíà çàäà÷à.
Çàïèøåì òåïåðü íåêîòîðûå èç êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé. Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðå-

ìåííîé f(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîì ìàëîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
òî÷êó x, ìû ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ãëàâà V, �5, ïóíêò 1, ôîðìóëà
(3)):

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(h),

ãäå o(h) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì h ïðè h → 0. Îòñþäà

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x) +

o(h)

h
è, çíà÷èò,

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
(1)

ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè h → 0 ïîãðåøíîñòüþ.
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Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ê äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé âáëèçè òî÷êè x ôóíêöèè f(x) ôîðìó-
ëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷èì:

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 + o1(h

2),

f(x− h)− f(x) = −f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 + o2(h

2),

ãäå o1(h
2), o2(h

2) � áåñêîíå÷íî ìàëûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì h2 ïðè h → 0. Ñëîæèâ
ïî÷ëåííî ýòè ðàâåíñòâà, ìû íàéäåì

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) = f ′′(x)h2 + o1(h
2) + o2(h

2)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
= f ′′(x) +

o1(h
2) + o2(h

2)

h2
.

Òàêèì îáðàçîì,

f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
, (2)

ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü ýòîé ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè h → 0.
Ðàññìîòðèì ìåòîä ñåòîê íà ïðèìåðå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè:
u′t = a2u′′xx + g(x, t), (3)

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ l, l > 0,

u(0, t) = φ0(t), u(l, t) = φl(t), 0 ≤ t ≤ T, T > 0,
(4)

ãäå g(x, t), f(x), φ0(t), φl(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Ðàçîáüåì îòðåçêè [0, l] îñè Ox íà m, à îòðåçîê [0, T ] îñè Ot íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ

h =
l

m
, τ =

T

n
.

×åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåì îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì. Â ðåçóëüòàòå
ïðÿìîóãîëüíèê {(x, t)|0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T áóäåò ðàçáèò íà mn ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè
â òî÷êàõ (xi, tj), ãäå xi = ih, i = 0,m; tj = jτ, j = 0, n. Ìíîæåñòâî âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêîâ
íàçûâàåòñÿ ñåòêîé, à îòäåëüíûå âåðøèíû � óçëàìè ñåòêè. Óçëû, èìåþùèå îäèíàêîâûé èíäåêñ
j, îáðàçóþò ñëîé ñåòêè ñ íîìåðîì j. ×èñëà h è τ íàçûâàþòñÿ øàãàìè ñåòêè ïî ïåðåìåííûì
x è t, ñîîòâåòñòâåííî.
Â êàæäîì âíóòðåííåì óçëå ñåòêè (xi, tj) ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ u′t çàìåíèì ðàçíîñòíûì îò-

íîøåíèåì ïî ôîðìóëå (1):

u′t(xi, tj) ≈
ui,j+1 − uij

τ
,

ãäå uij , ui,j+1 � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîñåäíèõ óçëàõ (xi, tj) è (xi, tj+1).
Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé u′′xx âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2):

u′′xx(xi, tj) ≈
ui−1,j − 2uij + ui+1,j

h2
.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ âìåñòî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (3), ìû ïîëó÷èì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

ui,j+1 − uij
τ

= a2
ui−1,j − 2uij + ui+1,j

h2
+ gij , (5)

ãäå gij = g(xi, tj), àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (3) â óçëå ñåòêè (xi, tj) ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïðè h → 0, τ → 0 ïîãðåøíîñòüþ.
Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ (4) îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ

óçëàõ ñåòêè:
ui0 = f(xi), i = 0,m, (6)

u0j = φ0(tj), umj = φl(tj), j = 0, n. (7)



37

Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå (5) â âèäå

ui,j+1 =
a2τ

h2
(ui−1,j + ui+1,j) +

(
1− 2a2τ

h2

)
uij + τgij , (8)

ìû çàìå÷àåì, ÷òî áëàãîäàðÿ (6) è (7) ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè âî âñåõ âíóò-
ðåííèõ óçëàõ ñåòêè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîñëåäîâàòåëüíî, ñëîé çà ñëîåì, ïî ôîðìóëå (8).
Èç òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, íàéäåííîå ïî ôîðìóëå (8), ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ïðè h → 0, τ → 0,
åñëè

τ

h2
≤ 1

2a2
.

Ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãàõ h è τ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííîìó
âûøå ñîîòíîøåíèþ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå (8) áóäåò ñêîëü óãîäíî
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âî âñåõ óçëàõ ñåòêè.
Îñîáåííî ïðîñòîé âèä óðàâíåíèå (8) ïðèîáðåòàåò â ñëó÷àå

τ

h2
=

1

2a2
,

à èìåííî,

ui,j+1 =
1

2
(ui−1,j + ui+1,j) + τgij , τ =

h2

2a2
. (9)

×òîáû âûÿñíèòü ñ êàêîé òî÷íîñòüþ íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è, ïðîâîäÿò âû÷èñëåíèÿ íà ñãó-
ùàþùèõñÿ ñåòêàõ ïðè h1 = h/2, τ1 = τ/4. Îáîçíà÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â óçëàõ

ñãóùåííîé ñåòêè ÷åðåç u
(1)
ij . Òîãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ε > 0 äî-

ñòèãíóòà, åñëè ∣∣∣uij − u
(1)
ij

∣∣∣ < ε

âî âñåõ ñîâïàäàþùèõ óçëàõ èñõîäíîé è ñãóùåííîé ñåòîê.
Ïðèìåð. Íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè
u′t = 0, 05u′′xx + 4πt cos

(
2π
(
x+ t2

))
+ 0, 2π2 sin

(
2π
(
x+ t2

))
ïðè íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå

u(x, 0) = sin(2πx), 0 ≤ x ≤ 1

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

u(0, t) = sin
(
2πt2

)
, u(1, t) = sin

(
2π
(
1 + t2

))
, 0 ≤ t ≤ 1.

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé ñìå-
øàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) = sin
(
2π
(
x+ t2

))
.

Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïî ôîðìóëå (9) â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
Mathematica, óæå ïðè m = 40, n = 160 ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îò òî÷íûõ âî âñåõ óçëàõ ñåòêè íå áîëåå, ÷åì íà 0,044.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è.
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ÃËÀÂÀ XVI. ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âîçíèêíîâåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòñÿ ê ñåðåäèíå XVII
âåêà è ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Á. Ïàñêàëÿ, Ï. Ôåðìà, ß. Áåðíóëëè. Ïî êðàéíåé ìåðå â ýòî âðåìÿ â
ïåðåïèñêå Á. Ïàñêàëÿ è Ï. Ôåðìà îáñóæäàëèñü çàäà÷è, òðåáîâàâøèå îöåíêè øàíñîâ â àçàðòíûõ
èãðàõ (îñîáåííî â èãðå â êîñòè, èìåâøåé â òî âðåìÿ áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå). Èìåííî â
ðåçóëüòàòå àíàëèçà ýòèõ çàäà÷ ñôîðìèðîâàëîñü òàêîå âàæíåéøåå ïîíÿòèå, êàê âåðîÿòíîñòü â
åå êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè.
Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ åñòåñòâîçíàíèÿ àêòèâíî ðàçâèâàëèñü, óãëóáëÿëèñü è ñîâåðøåíñòâîâàëèñü

ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé
ðàçâèâàåòñÿ â òåñíîé âçàèìîñâÿçè ñ äðóãèìè àáñòðàêòíûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, òàêèìè êàê
àëãåáðà è àíàëèç. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ
åå ñòàíîâëåíèÿ âíåñëè òàêèå ãèãàíòû ìàòåìàòèêè, êàê Ï. Ëàïëàñ, Ê. Ãàóññ, Ï.Ë. ×åáûøåâ,
À.À. Ìàðêîâ, À.Ì. Ëÿïóíîâ, À. Ïóàíêàðå, À.Í. Êîëìîãîðîâ.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå àïïàðàò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿþòñÿ â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, òåõíè-

÷åñêèõ íàóêàõ, ýêîíîìèêå, äåìîãðàôèè, ñòðàõîâàíèè � ïðàêòè÷åñêè â ëþáîé ñôåðå ÷åëîâå÷å-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè, ãäå òðåáóåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íàó÷íûé ïîäõîä. È çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü,
÷òî íåðåäêî Íîáåëåâñêèå ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå ïî ïðàâó ïðèñóæäàëèñü ìàòåìàòèêàì � ñïåöè-
àëèñòàì ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå âåðîÿòíîñòíûå

ýêñïåðèìåíòû, ò. å. ýêñïåðèìåíòû, èñõîä êîòîðûõ íåîäíîçíà÷åí, ñëó÷àåí. Ïðè ìíîãîêðàòíîì
ïîâòîðåíèè òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ âûÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âåðîÿòíîñòíûõ ïðîöåññîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãíî-
çèðîâàòü èõ èñõîä, ÷òî, áåçóñëîâíî, î÷åíü âàæíî â ïðèëîæåíèÿõ.

�1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, àëãåáðà ñîáûòèé

Ïðè ïðîâåäåíèè ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî âûäåëèòü ñîâîêóïíîñòü (êî-
íå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ) ïðîñòåéøèõ, âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ äðóã äðóãà èñõîäîâ, êîòîðûå ñî-
ñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ìû îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ω.
Ôèçè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííà, ïîýòîìó ôîðìàëüíî

ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ýòî ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Åãî ýëåìåíòû ìû
è áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè èëè èñõîäàìè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ òðåáóåòñÿ çàïè-

ñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Ïðèìåð 1. Âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â îäíîêðàòíîì âûáðàñûâàíèè èã-

ðàëüíîé êîñòè.
Çäåñü ýëåìåíòàðíûé èñõîä ωk � âûïàäåíèå k î÷êîâ k = 1, 6 è, ñëåäîâàòåëüíî,

Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}.
Ïðèìåð 2. Êàìåðà ôîòîôèêñàöèè, óñòàíîâëåííàÿ íà ñêîðîñòíîé àâòîòðàññå, ðåãèñòðè-

ðóåò êîëè÷åñòâî ïðîåçæàþùèõ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T ìàøèí.
Â ýòîì âåðîÿòíîñòíîì ýêñïåðèìåíòå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå � ÷èñëî çàðåãèñòðèðîâàííûõ

êàìåðîé àâòîìîáèëåé çà óêàçàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîñêîëüêó âåðõíþþ ãðàíèöó ÷èñëà
ïðîåçæàþùèõ ìàøèí çà âðåìÿ T óñòàíîâèòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, òî

Ω = {0} ∪N.

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñ÷åòíî.
Ïðèìåð 3. Îáðûâ ïðîâîäà ðàâíîâîçìîæåí â ëþáîé òî÷êå ôèêñèðîâàííîãî ó÷àñòêà L ëèíèè

âûñîêîâîëüòíûõ ïåðåäà÷.
Â äàííîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûé èñõîä � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà óêàçàííîãî ó÷àñòêà ïðîâîäà è,

çíà÷èò,
Ω = {M |M ∈ L}.

Çäåñü, î÷åâèäíî, ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íåñ÷åòíî.
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Íàðÿäó ñ ýëåìåíòàðíûìè â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîèñõîäÿò
è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ñîáûòèÿ. Ôîðìàëüíî ëþáîå ñîáûòèå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàê
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω è ñ÷èòàòü, ÷òî äàííîå
ñîáûòèå ïðîèçîøëî, åñëè âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ îäíèì èç ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñîáûòèå.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò ñ èãðàëüíîé êîñòüþ (ïðèìåð 1). Çäåñü

ñîáûòèÿ A ={÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷åòíî} è B ={÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ êðàòíî òðåì}
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìíîæåñòâà

A = {ω1, ω3, ω5}, B = {ω3, ω6}. (1)

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
íåâîçìîæíûì è äîñòîâåðíûì ñîáûòèÿìè.
Ñîáûòèÿ � ìíîæåñòâà, ïîýòîìó ìû ìîæåì âûïîëíÿòü íàä íèìè îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïå-

ðåñå÷åíèÿ è âû÷èòàíèÿ.
Îáúåäèíåíèåì A∪B èëè ñóììîé A+B äâóõ äàííûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå

ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé. Èíà÷å ãîâîðÿ,
îáúåäèíåíèå A ∪B ñîñòàâëÿþò ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ïðèíàäëåæàùèå A èëè B.
Äëÿ ñîáûòèé (1)

A ∪B = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷åòíî èëè êðàòíî òðåì} = {ω1, ω3, ω5, ω6}.
Ïåðåñå÷åíèåì A∩B èëè ïðîèçâåäåíèåì AB äàííûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå

ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò êàæäîå èç ýòèõ ñîáûòèé. Ïåðåñå÷åíèå A ∩ B ñîñòîèò
èç îáùèõ äëÿ A è B ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Åñëè A ∩B = ∅, òî äàííûå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.
Âñïîìíèâ î ñîáûòèÿõ (1), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

A ∩B = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷åòíî è êðàòíî òðåì} = {ω3}.
Ðàçíîñòüþ A\B èëè A−B ýòèõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå íàñòóïàåò òîãäà,

êîãäà ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò, à B íå ïðîèñõîäèò. Ðàçíîñòü A \ B ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, âõîäÿùèå â ñîáûòèå A è íå âõîäÿùèå â B.
Ñîáûòèå Ω\A íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ā. Î÷åâèäíî,

ñîáûòèå Ā ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A è íàîáîðîò.
Âîçâðàùàÿñü ê ñîáûòèÿì (1), ìû ìîæåì çàïèñàòü

A \B = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷åòíî, íî íåêðàòíî òðåì} = {ω1, ω5},
B \A = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ êðàòíî òðåì è ÷åòíî} = {ω6},
Ā = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ÷åòíî} = {ω2, ω4, ω6},
B̄ = {÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íåêðàòíî òðåì} = {ω1, ω2, ω4, ω5}.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä
ìíîæåñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé

A∩ (B ∪C) = (A∩B)∪ (A∩C), A∪ (B ∩C) = (A∪B)∩ (A∪C), A ∪B = Ā∩ B̄, A ∩B = Ā∪ B̄.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ââåäåì îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íå äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòî
îãðàíè÷èâàòüñÿ ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ èç Ω, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñîáûòèé.
Àëãåáðîé ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèé Ω, äëÿ êîòîðîé Ω ∈ A è îíà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå îïåðàöèé, ò.å.

A ∪B ∈ A, A ∩B ∈ A, A \B ∈ A,

åñëè A,B ∈ A. Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè An ∈ A, n ∈ N
∞∪
n=1

An ∈ A,

∞∩
n=1

An ∈ A,
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òî A íàçûâàþò σ-àëãåáðîé ñîáûòèé.
Äëÿ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé àëãåáðà ñîáûòèé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà

íåîäíîçíà÷íî. Âñþäó â äàëüíåéøåì íàøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå.
Åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû

ñîáûòèé A ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A òàêæå
êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.
Åñëè æå Ω íåñ÷åòíî è ðàâíîìîùíî (ãëàâà IV, �2) ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, òî, îòîæäåñòâëÿÿ

Ω è R, ìû îòíåñåì ê σ-àëãåáðå A âñå ïðîìåæóòêè (êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå) íà R, à òàêæå
âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýòèõ ïðîìåæóòêîâ. Àíàëîãè÷íî
ñòðîèòñÿ σ-àëãåáðà è â ñëó÷àå, êîãäà Ω íåñ÷åòíî è ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó
÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü σ-àëãåáðó íà ïëîñêîñòè è â
ïðîñòðàíñòâå.

�2. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ñïîñîáû çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëèì òåïåðü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó îáúåêòèâíîé
âîçìîæíîñòè åãî íàñòóïëåíèÿ.
Ïóñòü A � σ-àëãåáðà ñîáûòèé, ïîñòðîåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω äàí-

íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ P (A), îïðåäåëåííàÿ íà σ-

àëãåáðå ñîáûòèé A è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

I. 0 ≤ P (A) ≤ 1, A ∈ A;

II. P (Ω) = 1;

III. P

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An)

äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

An ∈ A, n ∈ N.

Àêñèîìàìè I � III âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ò. å. íà îäíîì è òîì æå ïðî-
ñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ìîæíî ïîñòðîèòü äâå è áîëåå âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè
P (A). Âûáîð òîé èëè èíîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè èçó-
÷àåìîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.
1). P (∅) = 0.
Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó Ω∩∅ = ∅ è Ω∪∅ = Ω, òî, ïðèìåíÿÿ àêñèîìû III è I, ìû ïîëó÷àåì

P (Ω ∪∅) = P (Ω) + P (∅) = P (Ω), 1 + P (∅) = 1 =⇒ P (∅) = 0,

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
2). Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ A

P (Ā) = 1− P (A).

Ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, òàê êàê ñîáûòèÿ A è Ā íåñîâìåñòíû
è â îáúåäèíåíèè äàþò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå Ω.
3). Åñëè A ⊆ B, ò.å. ñîáûòèå A âëå÷åò çà ñîáîé ñîáûòèå B, òî

P (B \A) = P (B)− P (A)è P (A) ≤ P (B).

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå B = A ∪ (B \A) è ïî òðåòüåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

P (B) = P (A) + P (B \A),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

4) Åñëè A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . . è A =
∞∪
n=1

An, òî

P (A) = lim
n→∞

P (An).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâèì ñîáûòèå A êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé

A = A1

∞∪
n=1

(An+1 \An)

è âîñïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé III è ïðåäûäóùèì ñâîéñòâîì:

P (A) = P (A1) +

∞∑
n=1

P (An+1 \An) = P (A1) +

∞∑
n=1

(P (An+1)− P (An)) = lim
n→∞

P (An).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñâîéñòâî

5) Åñëè A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . è A =
∞∩
n=1

An, òî

P (A) = lim
n→∞

P (An).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñïîñîáû çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè.
1. Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èññëåäóåìîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåí-
òà êîíå÷íî è îíè îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, ÷òî äàåò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü èõ ðàâíî-
âîçìîæíûìè. Ïóñòü

ω1, ω2, . . . , ωn

� ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ. Èõ âåðîÿòíîñòè åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðàâíûìè ïî îïðåäåëåíèþ, ò. å.

P (ω1) = P (ω2) = . . . = P (ωn) = p.

Íàéäåì âåëè÷èíó p, ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ îïðåäåëÿåìîé íàìè âåðîÿòíîñòè âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèî-
ìû I � III. Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþò
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, òî, èñïîëüçîâàâ àêñèîìû II è III, ìû íàõîäèì:

P (Ω) = P (ω1) + P (ω2) + . . .+ P (ωn) =⇒ 1 = np =⇒ p =
1

n
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå

A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωim}.
Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ωi1 , ωi2 , . . . , ωim íàçûâàþòñÿ áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè ñîáûòèþ A. Âåðî-
ÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ïî àêñèîìå III ðàâíà

P (A) = P (ωi1) + P (ωi2) + . . .+ P (ωim) = p+ p+ . . .+ p︸ ︷︷ ︸
m

= pm =
m

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (A) =
m

n
, (1)

ò. å. âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ ê èõ îáùåìó êîëè÷åñòâó.
Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåì àêñèîìàì.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð 1 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è óïîìèíàâøèåñÿ òàì íèæå

ñîáûòèÿ A è B. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé è âñåõ ñîáûòèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëü-
òàòå îïåðàöèé íàä íèìè.
Ðåøåíèå. Çäåñü âñå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû. Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (1)

P (A) =
3

6
=

1

2
, P (B) =

2

6
=

1

3
, P (A ∪B) =

4

6
=

2

3
, P (A ∩B) =

1

6
,

P (A \B) =
2

6
=

1

3
, P (B \A) =

1

6
, P (Ā) =

3

6
=

1

2
, P (B̄) =

4

6
=

2

3
.

Ïðèìåð 2. Âûáðàñûâàåòñÿ ïàðà èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà øåñòè.
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Ðåøåíèå. Çäåñü ðàâíîâîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû � âñåâîçìîæíûå ïàðû (k, l), ãäå k
� ÷èñëî î÷êîâ íà ïåðâîé êîñòè, l � íà âòîðîé. ×èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ n = 6 · 6 = 36.
Ïåðå÷èñëèì áëàãîïðèÿòñòâóþùèå èñõîäû:

(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1).

Òàêèì îáðàçîì, m = 5 è ïî ôîðìóëå (1)

P (A) =
5

36
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîãî òèïà ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âû-
áîðêè èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïðîñòåéøèìè âûáîðêàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ
è ñî÷åòàíèÿ.
Ïóñòü ìíîæåñòâî ñîäåðæèò k ýëåìåíòîâ. Åñëè ìû èõ âûñòðàèâàåì â óïîðÿäî÷åííóþ öåïî÷-

êó, òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé. Ïîñêîëüêó ïåðâûì
ìîæåò áûòü ëþáîé èç k ýëåìåíòîâ, âòîðûì � ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ k−1 ýëåìåíòîâ è òàê äàëåå,
òî îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî

k · (k − 1) · . . . · 2 · 1 = k!.

Åñëè ìû áóäåì âûáèðàòü è âûêëàäûâàòü â óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l ýëåìåí-
òîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, òî ìû ïîëó÷èì êîìáèíàöèþ íàçûâàåìóþ ðàçìåùåíèåì. ×èñëî âñåõ
ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Al

k è ïî àíàëîãèè ñ êîëè÷åñòâîì ïåðåñòàíîâîê âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Al
k = k · (k − 1) · . . . · (k − l + 1).

Íàêîíåö, åñëè âûáðàòü l ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà è ó÷èòûâàòü òîëüêî èõ ñîñòàâ, à íå ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ, òî òàêàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C l

k êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé. Åñëè âíóòðè ôèêñèðîâàííîãî ñî÷åòàíèÿ ïðîèçâîëüíî óïîðÿäî÷èâàòü
ýëåìåíòû, òî òåì ñàìûì èç êàæäîãî ñî÷åòàíèÿ ìû ïîëó÷èì l! ðàçìåùåíèé è, ñòàëî áûòü,
÷èñëà ñî÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì C l

k · l! = Al
k, îòêóäà

C l
k =

Al
k

l!
=

k · (k − 1) · . . . · (k − l + 1)

l!
.

Ïðèìåð 3. Â ðÿä íà äåñÿòü ìåñò ðàññàæèâàþòñÿ ïÿòü ñòóäåíòîâ ãðóïïû �1 è ñòîëü-
êî æå ñòóäåíòîâ ãðóïïû �2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: A = {íèêàêèå äâà
ñòóäåíòà èç îäíîé ãðóïïû íå áóäóò ñèäåòü ðÿäîì}; B = {âñå ñòóäåíòû ãðóïïû �2 áóäóò
ñèäåòü ðÿäîì}.
Ðåøåíèå. Çäåñü ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè äåñÿòè ñòó-

äåíòîâ â ðÿäó. Ñëåäîâàòåëüíî, n = 10!. Äëÿ ñîáûòèÿ A ñòóäåíòû êàæäîé èç ãðóïï äîëæíû
ñèäåòü ÷åðåç îäíîãî. Òàêèõ âàðèàíòîâ äâà è â êàæäîì èç íèõ ñòóäåíòû ìîãóò êàê óãîäíî ïåðå-
ñàæèâàòüñÿ, ïîýòîìó áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ çäåñü m1 = 2 · 5! · 5! è, çíà÷èò, ïî ôîðìóëå
(1)

P (A) =
2 · 5! · 5!

10!
=

1

126
.

Äëÿ ñîáûòèÿ B âñå ñòóäåíòû ãðóïïû �2 áóäóò ñèäåòü ðÿäîì â øåñòè ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó ñ
ó÷åòîì èõ ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåùåíèÿ m2 = 6 · 5! · 5! = 3m1 è, ñòàëî áûòü,

P (B) = 3P (A) =
1

42
.

Ïðèìåð 4. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåëåôîííûå íîìåðà ñîñòîÿò èç ñåìè öèôð è âñåâîçìîæíûå íî-
ìåðà ðàâíîâåðîÿòíû, íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíî âûáðàííîì íîìåðå: A = {âñå
öèôðû ðàçëè÷íû}; B = {íîìåð ñîäåðæèò ïî äâå öèôðû 1 è 2}.
Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ñëóæàò âñåâîçìîæíûå òåëå-

ôîííûå íîìåðà. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ öèôðà â íîìåðå ìîæåò áûòü ëþáîé èç äåñÿòè âîçìîæíûõ,
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òî îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ ðàâíî n = 107. ×èñëî íîìåðîâ ñ ðàçëè÷íûìè öèôðà-
ìè ðàâíî m1 = A7

10. Òîãäà ïî ôîðìóëå (1)

P (A) =
A7

10

107
=

10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4
107

= 0,06048.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî íîìåðîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ B. Öèôðà 1 âñòðå÷àåòñÿ äâà-
æäû, ïîýòîìó â ñåìèçíà÷íîì íîìåðå îíà ðàçìåùàåòñÿ C2

7 ñïîñîáàìè. Îñòàåòñÿ ïÿòü ïîçèöèé
â íîìåðå. Öèôðà 2 ïîâòîðÿåòñÿ òàêæå äâàæäû è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò C2

5 ñïîñîáîâ åå ðàç-
ìåùåíèÿ. Íà îñòàâøèõñÿ òðåõ ïîçèöèÿõ â íîìåðå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ëþáàÿ öèôðà, êðîìå
åäèíèöû è äâîéêè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïîäõîäÿùèõ äëÿ ñîáûòèÿ B íîìåðîâ ðàâíî
m2 = C2

7 · C2
5 · 83. Çíà÷èò,

P (B) =
C2
7 · C2

5 · 83

107
=

7·6
2! · 5·4

2! · 83

107
= 0,010752.

Ïðèìåð 5. Èç êîëîäû êàðò â 52 ëèñòà èçâëåêàþòñÿ íàóäà÷ó òðè êàðòû. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî â âûáîðêå îêàæóòñÿ: a) òðîéêà, ñåìåðêà, òóç (ñîáûòèå A); b) íå ìåíåå äâóõ
êàðò òðåôîâîé ìàñòè (ñîáûòèå B).
Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïî òðè

êàðòû. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êàðò â êîìáèíàöèÿõ íåâàæåí, òî èõ îáùåå êîëè÷åñòâî
ðàâíî n = C3

52. Ñîáûòèþ A â ïóíêòå à) ñîîòâåòñòâóþò m1 = 4 · 4 · 4 = 64 êîìáèíàöèé. Ïîýòîìó

P (A) =
64

C3
52

=
64

52·51·50
3!

=
16

5525
.

Ñîáûòèþ B ñîîòâåòñòâóþò êîìáèíàöèè, ñîäåðæàùèå äâå èëè òðè êàðòû òðåôîâîé ìàñòè. ×èñ-
ëî êîìáèíàöèé, ñîäåðæàùèõ äâå êàðòû òðåôîâîé ìàñòè ðàâíî C2

13 · 39, à ÷èñëî êîìáèíàöèé,
öåëèêîì ñîñòîÿùèõ èç êàðò òðåôîâîé ìàñòè, íàñ÷èòûâàåòñÿ C3

13. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ êîìáèíàöèé ðàâíî m2 = C2

13 · 39 + C3
13. Òîãäà

P (B) =
C2
13 · 39 + C3

13

C3
52

=
13·12
2! · 39 + 13·12·11

3!
52·51·50

3!

=
64

425
.

2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

Ïóñòü ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâîçìîæíû, à èõ ìíîæåñòâî Ω íåñ÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû íå ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (1), à èñïîëüçóåì äðóãóþ
èäåþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ω ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó íà ïðÿìîé, ïëîñ-

êîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå. Ìû áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êàê ýòî ìíîæåñòâî, òàê è åãî ïîä-
ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ñîáûòèÿì σ-àëãåáðû A, ïîñòðîåííîé íà Ω, èìåþò êîíå÷íóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ìåðó, ò. å. äëèíó íà ïðÿìîé, ïëîùàäü íà ïëîñêîñòè èëè îáúåì â ïðîñòðàíñòâå.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ∈ A ïðî-

ïîðöèîíàëüíà ìåðå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ìíîæåñòâà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(A),
ò. å.

P (A) = kµ(A), k > 0.

Ïî âòîðîé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

P (Ω) = 1 = kµ(Ω) =⇒ k =
1

µ(Ω)
.

Ïîýòîìó

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)
(2)

� ôîðìóëà ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàâ ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ äëèíû, ïëîùàäè è îáúåìà, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (A) =
l(A)

l(Ω)
, P (A) =

S(A)

S(Ω)
, P (A) =

V (A)

V (Ω)
(3)

íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2), ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì àêñèîìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ïðèìåð 6. Ñòåðæåíü äëèíîé 200 ìì íàóäà÷ó ëîìàåòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè. Îïðåäåëèòü

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà ÷àñòü ñòåðæíÿ ìåæäó òî÷êàìè èçëîìà áóäåò íå
áîëåå 10 ìì.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z � ðàññòîÿíèÿ îò îäíîãî èç êîíöîâ ñòåðæíÿ äî òî-

÷åê èçëîìà, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ≤ y ≤ z. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
O(0, 0, 0),K(0, 0, 200), L(0, 200, 200),M(200, 200, 200). Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A = {õîòÿ áû îä-
íà ÷àñòü ñòåðæíÿ ìåæäó òî÷êàìè èçëîìà íå áîëåå 10 ìì}. Òîãäà ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå Ā
ñîñòàâëÿþò òî÷êè ïèðàìèäû Ω, äëÿ êîòîðûõ y − x > 10, z − y > 10 è, ñëåäîâàòåëüíî, Ā òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïèðàìèäîé, êîòîðàÿ âûðåçàåòñÿ èç Ω ïëîñêîñòÿìè y−x = 10, z−y = 10. Åå âåðøèíû
íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ O1(0, 10, 20),K1(0, 10, 200), L1(0, 190, 200),M1(180, 190, 200).

O

K

L

M

O1

K1

L1

M1

0

200

x

0

200

y

0

200

z

Îáúåì ïèðàìèäû Ω ðàâåí

V (Ω) =
1

3
SKLM |OK| = 1

3
· 1
2
· 2002 · 200 =

1

6
· 2003.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ îáúåì ïèðàìèäû Ā :

V (Ā) =
1

3
SK1L1M1 |O1K1| =

1

3
· 1
2
· 1802 · 180 =

1

6
· 1803.

Òîãäà, èñïîëüçîâàâ òðåòüþ èç ôîðìóë (3), ìû ïîëó÷èì:

P (Ā) =
1
6 · 1803
1
6 · 2003

= 0,93 = 0,729.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 2) âåðîÿòíîñòè

P (A) = 1− 0,729 = 0,271.

�3. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Òåîðåìû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ïóñòü â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ P (A) � âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå
A ñîáûòèé äàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñîáûòèå B ∈ A, äëÿ êîòîðîãî P (B) > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â

ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ñîáûòèå B ïðîèçîøëî. Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äàåò íàì
âîçìîæíîñòü ïåðåñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè âñåõ ñîáûòèé.
Îïðåäåëåíèå 1. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ∈ A, åñëè ñîáûòèå B ïðîèçîøëî,

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P (A|B), êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (1)

Ïîÿñíèì ýòî ïîíÿòèå íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü ïðè îáùåì ÷èñëå n
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîáûòèÿì A ∩ B è B áëàãîïðèÿòñòâóþò, ñîîòâåòñòâåííî, m1 è m2 ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Òîãäà, åñëè ñîáûòèå B ïðîèçîøëî, òî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïîä íîâîé,
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ò.å. óñëîâíîé, âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ñëåäóåò ïîíèìàòü äîëþ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èñõî-
äîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ êàê B, òàê è A, îò ÷èñëà èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ B, ò. å.

P (A|B) =
m1

m2
=

m1
n
m2
n

=
P (A ∩B)

P (B)
,

÷òî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé (1).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (1), óäîâëåòâî-

ðÿåò âñåì àêñèîìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Àíàëîãè÷íî, åñëè P (A) > 0, òî îïðåäåëåíà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B, åñëè A ïðî-

èçîøëî:

P (B|A) =
P (A ∩B)

P (A)
. (2)

Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 5% âñåõ ìóæ÷èí è 0,25% âñåõ æåíùèí � äàëüòîíèêè. Íà
îáñëåäîâàíèå ïðèáûëî îäèíàêîâîå ÷èñëî ìóæ÷èí è æåíùèí. Íàóäà÷ó âûáðàííîå ëèöî îêàçà-
ëîñü äàëüòîíèêîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ìóæ÷èíà?
Ðåøåíèå. I. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ A = {âûáðàííîå ëèöî � ìóæ÷èíà}, B = {âûáðàííîå ëèöî

� äàëüòîíèê}. Ïóñòü íà îáñëåäîâàíèå ïðèáûëè n ìóæ÷èí è n æåíùèí. Òîãäà ïî ôîðìóëå
êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (A ∩B) =
0,05n

2n
= 0,025;P (B) =

0,05n+ 0,0025n

2n
= 0,02625

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (1)

P (A|B) =
0,025

0,02625
=

20

21
.

II. Òàê êàê ñðåäè ïðèáûâøèõ íà îáñëåäîâàíèå ëþäåé ÷èñëî ìóæ÷èí-äàëüòîíèêîâ ðàâíî
0,05n, à ÷èñëî æåíùèí-äàëüòîíèêîâ ñîñòàâëÿåò 0,0025n, òî ïî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿò-
íîñòè

P (A|B) =
0,05n

0,05n+ 0,0025n
=

0,05

0,0525
=

20

21
.

Èç ôîðìóë (1) è (2) ñëåäóåò
Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü P (A)P (B) > 0. Òîãäà

P (A ∩B) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B), (3)

ò.å. âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç íèõ
íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîãî, åñëè ïåðâîå ïðîèçîøëî.
Ôîðìóëà (3) äîïóñêàåò î÷åâèäíîå îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñîáûòèé:

P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P (A1)P (A2|A1) · . . . · P (An|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1). (4)

Ïðèìåð 2. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé äâà áåëûõ, òðè ÷åðíûõ è ïÿòü êðàñíûõ øàðîâ, ñëó÷àéíî,
ïîñëåäîâàòåëüíî è áåç âîçâðàùåíèÿ èçâëåêàþòñÿ òðè øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âñå èçâëå÷åííûå øàðû ðàçíîãî öâåòà.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ: Aw = {ïåðâûé èçâëå÷åííûé øàð � áåëûé}, As = {âòîðîé èç-

âëå÷åííûé øàð � ÷åðíûé}, Ar = {òðåòèé èçâëå÷åííûé øàð � êðàñíûé}, A = {âñå èçâëå÷åííûå
øàðû ðàçíîãî öâåòà}. Ïîñêîëüêó

P (Aw) =
2

10
=

1

5
, P (As|Aw) =

3

9
=

1

3
, P (Ar|Aw ∩As) =

5

8
,

òî ïî ôîðìóëå (4)

P (Aw ∩As ∩Ar) = P (Aw)P (As|Aw)P (Ar|Aw ∩As) =
1

5
· 1
3
· 5
8
=

1

24
.

Ðàçíîöâåòíûå øàðû ìîãóò èçâëåêàòüñÿ â ëþáîé èç 3! = 6 ðàâíîâåðîÿòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ïîýòîìó

P (A) = 6 · 1

24
=

1

4
.

Ââåäåì òåïåðü âàæíîå â ïðèëîæåíèÿõ ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü P (B) > 0 è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
ýòîãî ñîáûòèÿ, åñëè B ïðîèçîøëî, ò.å. P (A) = P (A|B). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ñîáûòèå A ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò B.
Åñëè A íå çàâèñèò îò B, òî ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (A ∩B) = P (A)P (B),

îòêóäà ïðè P (A) > 0 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

P (B) =
P (A ∩B)

P (A)
= P (B|A),

ò. å. è ñîáûòèå B íå çàâèñèò îò A è ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà ïðîèç-

âåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé. Âåðíî, î÷åâèäíî, è îáðàòíîå, ò. å. åñëè âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé, òî äàííûå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû.
Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå

÷èñëî ñîáûòèé. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ýòîãî ïåðå-
ñå÷åíèÿ, êîãäà âñå ñîáûòèÿ ëþáîé îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîé ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé ïðîèçî-
øëè. Èç ôîðìóëû (4) òîãäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ÷èñëà
ñîáûòèé äàííîé ñîâîêóïíîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé:

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aim) = P (Ai1)P (Ai2) · . . . · P (Aim),m ≤ n.

Ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðèìåð 3. Èç 100 ñòóäåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â àóäèòîðèè, ÷àñòü èçó÷àåò àíãëèéñêèé,

ôðàíöóçñêèé èëè íåìåöêèé ÿçûêè, à îñòàëüíûå � èòàëüÿíñêèé èëè èñïàíñêèé. Èçâåñòíî, ÷òî
50 ÷åëîâåê èçó÷àþò àíãëèéñêèé ÿçûê, 40 � ôðàíöóçñêèé è 35 � íåìåöêèé. Àíãëèéñêèé è ôðàí-
öóçñêèé ÿçûêè èçó÷àþò 20 ñòóäåíòîâ, àíãëèéñêèé è íåìåöêèé � 8, ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé
� 10, àíãëèéñêèé, ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé � 6. Îäèí èç ñòóäåíòîâ âûøåë èç àóäèòîðèè. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: E = {âûøåäøèé èçó÷àåò àíãëèéñêèé ÿçûê}; F = {âûøåäøèé
èçó÷àåò ôðàíöóçñêèé ÿçûê}; D = {âûøåäøèé èçó÷àåò íåìåöêèé ÿçûê}. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü
âñå ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ E,F,D íåçàâèñèìûìè?
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïàðó ñîáûòèé E è F. Äëÿ íåå

P (E) =
50

100
= 0,5;P (F ) =

40

100
= 0,4;P (E ∩ F ) =

20

100
= 0,2.

Òàê êàê P (E ∩ F ) = 0,2 = 0,5 · 0,4 = P (E)P (F ), òî ñîáûòèÿ E è F íåçàâèñèìû.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû E è D ìû íàõîäèì

P (D) =
35

100
= 0,35;P (E ∩D) =

8

100
= 0,08,

ïîýòîìó P (E∩D) = 0,08 ̸= 0,5 ·0,35 = 0,175 = P (E)P (D) è, çíà÷èò, ñîáûòèÿ E è D çàâèñèìû.
Íàêîíåö, äëÿ ïàðû ñîáûòèé F è D ìû èìååì

P (F ∩D) =
10

100
= 0,1 ̸= 0,4 · 0,35 = 0,14 = P (F )P (D)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèÿ F è D çàâèñèìû.
Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìû òîëüêî ñîáûòèÿ E è F. Ñîáûòèÿ äâóõ äðóãèõ ïàð çàâèñèìû,

ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìû è ñîáûòèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè E,F,D.
Ïî òðåòüåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñî-

áûòèé ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé. Åñëè æå íàñòóïëåíèå îäíîãî èç ñîáûòèé íå
èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèå äðóãîãî, òî âåðîÿòíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëîæíåå. Íàéäåì
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó.
Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ñóììå

âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé áåç âåðîÿòíîñòè èõ ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (5)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàïèøåì î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

A ∪B = A ∪ (B \A), B = (A ∩B) ∪ (B \A),

ïðè÷åì ñîáûòèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ íåñîâìåñòíû. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì êàæ-
äîãî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé òðåòüþ àêñèîìó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷èì:

P (A ∪B) = P (A) + P (B \A), P (B) = P (A ∩B) + P (B \A).

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ âåðîÿòíîñòü P (B \A), ìû è ïîëó÷èì ôîðìóëó (5).
Ïîêàæåì, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ÷òî â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé

A è B íåçàâèñèìûìè áóäóò òàêæå ñîáûòèÿ Ā è B, A è B̄, Ā è B̄. Óáåäèìñÿ â ýòîì, íàïðèìåð,
äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé. Òàê êàê

A ∪B = Ā ∩ B̄,

òî, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 2) âåðîÿòíîñòè (�1), ôîðìóëå (5) è íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A è B

P (A ∪B) = 1−P (A∪B) = 1−(P (A)+P (B)−P (A∩B)) = 1−P (A)−P (B)+P (A)P (B) = P (Ā∩B̄).

Îòñþäà

P (Ā ∩ B̄) = 1− P (A)− P (B)(1− P (A)) = (1− P (A))(1− P (B)) = P (Ā)P (B̄),

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
Äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ñîáûòèé ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêîé.

Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ ñîáûòèé ïîñëå äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (5) ìû íàéäåì:

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− (P (A ∩B) + P (A ∩ C) + P (B ∩ C)) + P (A ∩B ∩ C).

Ïðèìåð 4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ IS = {âûøåä-
øèé èçó÷àåò èòàëüÿíñêèé èëè èñïàíñêèé ÿçûêè}.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî

IS = E ∪ F ∪D.

Òàê êàê
P (E) = 0,5; P (F ) = 0,4; P (D) = 0,35; P (E ∩ F ) = 0,2;

P (E ∩D) = 0,08; P (F ∩D) = 0,1; P (E ∩ F ∩D) = 0,06,

òî ïî ïðåäûäóùåé ôîðìóëå

P (E ∪ F ∪D) = 0,5 + 0,4 + 0,35− (0,2 + 0,08 + 0,1) + 0,06 = 0,93.

Ñëåäîâàòåëüíî,
P (IS) = 1− P (E ∪ F ∪D) = 1− 0,93 = 0,07.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîáûòèé ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä:

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =
n∑

k=1

P (Ak)−
∑

1≤k1<k2≤n

P (Ak1 ∩Ak2)+

+
∑

1≤k1<k2<k3≤n

P (Ak1 ∩Ak2 ∩Ak3) + . . .+ (−1)n−1P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An).

Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íåçàâèñèìû, òî ïðîùå ñíà÷àëà íàéòè âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ñîáûòèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáû-
òèé:

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = P (Ā1 ∩ Ā2 ∩ . . . ∩ Ān) = P (Ā1)P (Ā2) · . . . · P (Ān). (6)

Òîãäà
P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = 1− (1− P (A1))(1− P (A2)) · . . . · (1− P (An)).

Ïðèìåð 5. Ðàññ÷èòàòü íàäåæíîñòü ñëåäóþùåé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè:

1 2

3 4

5

6 7

8 9 10
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Âñå ýëåìåíòû ýòîé öåïè ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è èñïðàâíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè
pk, k = 1, 10.
Ðåøåíèå. Ââåäåì ñîáûòèÿ A = {áåçîòêàçíàÿ ðàáîòà öåïè}, Ak = {ýëåìåíò ñ íîìåðîì k

èñïðàâåí}, k = 1, 10. Ïî óñëîâèþ P (Ak) = pk, k = 1, 10.
Ïî ñòðóêòóðå öåïü ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åííûõ áëîêîâ: ïåðâûé èç íèõ

ñîñòàâëÿþò äâå ïàðàëëåëüíûå ëèíèè, âòîðîé � òðè ïàðàëëåëüíûå ëèíèè. Ïóñòü B1 = {áåçîò-
êàçíàÿ ðàáîòà ïåðâîãî áëîêà}, B2 = {áåçîòêàçíàÿ ðàáîòà âòîðîãî áëîêà}. Òîãäà A = B1 ∩B2 è
áëàãîäàðÿ íåçàâèñèìîñòè ðàáîòû áëîêîâ

P (A) = P (B1 ∩B2) = P (B1)P (B2). (7)

Äëÿ ïåðâîãî áëîêà
B1 = (A1 ∩A2) ∪ (A3 ∩A4)

è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (B1) = P (A1 ∩A2) + P (A3 ∩A4)− P ((A1 ∩A2) ∩ (A3 ∩A4)),

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ðàáîòû ýëåìåíòîâ öåïè, ìû íàõîäèì:

P (B1) = P (A1)P (A2) + P (A3)P (A4)− P (A1)P (A2)P (A3)P (A4) = p1p2 + p3p4 − p1p2p3p4.

Äëÿ âòîðîãî áëîêà
B2 = A5 ∪ (A6 ∩A7) ∪ (A8 ∩A9 ∩A10).

Çäåñü ïðîùå âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé
(6):

P (B̄2) = P (Ā5)P (A6 ∩A7)P (A8 ∩A9 ∩A10).

Òàê êàê

P (Ā5) = 1− P (A5) = 1− p5,

P (A6 ∩A7) = 1− P (A6 ∩A7) = 1− P (A6)P (A7) = 1− p6p7,

P (A8 ∩A9 ∩A10) = 1− P (A8 ∩A9 ∩A10) = 1− P (A8)P (A9)P (A10) = 1− p8p9p10,

òî
P (B̄2) = (1− p5)(1− p6p7)(1− p8p9p10)

è, çíà÷èò,
P (B2) = 1− P (B̄2) = 1− (1− p5)(1− p6p7)(1− p8p9p10).

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âåðîÿòíîñòè ðàáîòû áëîêîâ â (7), ïîëó÷èì

P (A) = (p1p2 + p3p4 − p1p2p3p4)(1− (1− p5)(1− p6p7)(1− p8p9p10)).

�4. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç (ôîðìóëû Áåéåñà)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ îäíèì èç ïîïàðíî
íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé H1,H2, . . . ,Hn, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïîòåçàìè. Òîãäà

H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hn = Ω

è ïî âòîðîé è òðåòüåé àêñèîìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
n∑

k=1

P (Hk) = 1.

Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A

A ∩ Ω = A ∩ (H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hn) ⇐⇒ A = (A ∩H1) ∪ (A ∩H2) ∪ . . . ∪ (A ∩Hn)

è, çíà÷èò, ïî òðåòüåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (A) =
n∑

k=1

P (A ∩Hk) =
n∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk).
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Òàêèì îáðàçîì,

P (A) =

n∑
k=1

P (Hk)P (A|Hk), (1)

ò. å. âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè äàííîãî ñîáûòèÿ èëè, èíà÷å, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòåé ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ ñ êàæäîé èç ãèïî-
òåç. Ðàâåíñòâî (1) íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Ïðèìåð 1. Ñòóäåíò Ïåòðîâ çíàåò òîëüêî 10 èç 25 ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ. Â êàêîì

ñëó÷àå øàíñû Ïåòðîâà ïîëó÷èòü çíàêîìûé áèëåò âûøå: êîãäà îí ïîäõîäèò òÿíóòü áèëåò
ïåðâûì èëè âòîðûì ïî ñ÷åòó?
Ðåøåíèå. Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A = {ñòóäåíò Ïåòðîâ ïîëó÷àåò

çíàêîìûé áèëåò}. Åñëè îí âûòàñêèâàåò áèëåò ïåðâûì, òî, î÷åâèäíî,

P (A) =
10

25
=

2

5
.

Åñëè Ïåòðîâ âûòàñêèâàåò áèëåò âòîðûì, òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíàêîìûé áèëåò çàâèñèò îò
òîãî, êàêîé áèëåò âûòàùèë ïåðâûé ñòóäåíò. Çäåñü ìû èìååì äâå ãèïîòåçû:

H1 = {ïåðâûé ñòóäåíò âûòàùèë çíàêîìûé Ïåòðîâó áèëåò},
H2 = {ïåðâûé ñòóäåíò âûòàùèë íåçíàêîìûé Ïåòðîâó áèëåò}.

Ïîñêîëüêó

P (H1) =
10

25
=

2

5
, P (A|H1) =

9

24
=

3

8
; P (H2) = 1− 2

5
=

3

5
, P (A|H2) =

10

24
=

5

12
,

òî ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (1)

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
2

5
· 3
8
+

3

5
· 5

12
=

2

5
.

Òàêèì îáðàçîì, øàíñû ïîëó÷èòü çíàêîìûé áèëåò îäèíàêîâû íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèì ïî
ñ÷åòó Ïåòðîâ âûòàñêèâàåò áèëåò.
Ïðèìåð 2. Â ïåðâîé óðíå íàõîäÿòñÿ îäèí áåëûé è äåâÿòü ÷åðíûõ øàðîâ, à âî âòîðîé �

îäèí ÷åðíûé è ïÿòü áåëûõ øàðîâ. Èç êàæäîé óðíû íàóãàä è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà óäàëèëè
ïî îäíîìó øàðó, à îñòàâøèåñÿ øàðû ññûïàëè â ïóñòóþ òðåòüþ óðíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî øàð, èçâëå÷åííûé èç òðåòüåé óðíû, îêàæåòñÿ áåëûì.
Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A = {øàð, èçâëå÷åííûé èç òðåòüåé óðíû

� áåëûé}. ßñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A çàâèñèò îò òîãî, êàêèå øàðû áûëè óäàëåíû èç
ïåðâûõ äâóõ óðí. Çäåñü âîçìîæíû ÷åòûðå ãèïîòåçû:

H1 = {èç ïåðâîé è âòîðîé óðí óäàëèëè ïî áåëîìó øàðó},
H2 = {èç ïåðâîé óðíû óäàëèëè áåëûé øàð, èç âòîðîé � ÷åðíûé},
H3 = {èç ïåðâîé óðíû óäàëèëè ÷åðíûé øàð, èç âòîðîé � áåëûé},
H4 = {èç ïåðâîé è âòîðîé óðí óäàëèëè ïî ÷åðíîìó øàðó}.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A :

P (H1) =
1

10
· 5
6
=

1

12
, P (A|H1) =

4

14
=

2

7
;

P (H2) =
1

10
· 1
6
=

1

60
, P (A|H2) =

5

14
;

P (H3) =
9

10
· 5
6
=

3

4
, P (A|H3) =

5

14
;

P (H4) =
9

10
· 1
6
=

3

20
, P (A|H4) =

6

14
=

3

7
.



50

Òîãäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (1)

P (A) =
4∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk) =
1

12
· 2
7
+

1

60
· 5

14
+

3

4
· 5

14
+

3

20
· 3
7
=

38

105
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â äàííîì âåðîÿòíîñòíîì ýêñïåðèìåíòå ñ ñîâîêóïíîñòüþ ãèïîòåç
H1,H2, . . . , Hn ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå A. Ýòî, åñòåñòâåííî, ïîâëèÿåò íà âåðîÿòíîñòè
ãèïîòåç. Ïåðåñ÷èòàåì èõ, ò. å. íàéäåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (Hk|A), k = 1, n. Ïî òåîðåìå
óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (A ∩Hk) = P (A)P (Hk|A) = P (Hk)P (A|Hk).

Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì Áåéåñà:

P (Hk|A) =
P (Hk)P (A|Hk)

P (A)
, k = 1, n. (2)

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ëþáîé ãèïîòåçû, åñëè ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå, ðàâíà
äîëå âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ ñ äàííîé ãèïîòåçîé îò ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ.
Ïðèìåð 3. Ïðîèçâåäåíû òðè íåçàâèñèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòà, â êàæäîì èç

êîòîðûõ ñîáûòèå B ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ äðóãîãî ñî-
áûòèÿ A çàâèñèò îò ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ B : ïðè îäíîêðàòíîì ïîÿâëåíèè ñîáûòèÿ B
ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0,1, ïðè äâóêðàòíîì ïîÿâëåíèè ðàâíà 0,3, ïðè òðåõêðàòíîì ïîÿâëå-
íèè ðàâíà 0,7; åñëè ñîáûòèå B íå ïðîèçîøëî íè ðàçó, òî ñîáûòèå A íåâîçìîæíî. Îïðåäåëèòü
íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ B, åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ ãèïîòåç: Hk = {ñîáûòèå B ïðîèçîøëî k ðàç},

k = 0, 3. Ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

P (H0) = (1− 0,2)3 = 0,83 = 0,512.

Åñëè ñîáûòèå B ïðîèñõîäèò îäèí ðàç, òî ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ â îäíîì èç òðåõ ýêñïåðèìåíòîâ,
à â äâóõ äðóãèõ îíî íå ïðîèñõîäèò. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî òàêîãî ñëó÷àÿ ðàâíà, î÷åâèäíî,
0,2 · (1− 0,2)2 = 0,2 · 0,82 = 0,128 è, ïîñêîëüêó âñå îíè íåñîâìåñòíû, òî

P (H1) = 3 · 0,128 = 0,384.

Àíàëîãè÷íî,
P (H2) = 3 · 0,22 · 0,8 = 0,096, P (H3) = 0,23 = 0,008.

Ïî óñëîâèþ
P (A|H0) = 0, P (A|H1) = 0,1, P (A|H2) = 0,3, P (A|H3) = 0,7.

Òîãäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (1)

P (A) = 0,512 · 0 + 0,384 · 0,1 + 0,096 · 0,3 + 0,008 · 0,7 = 0 + 0,0384 + 0,0288 + 0,0056 = 0,0728.

Íàéäåì ïî ôîðìóëàì Áåéåñà (2) óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç:

P (H0|A) =
0

0,0728
= 0, P (H1|A) =

0,0384

0,0728
=

48

91
,

P (H2|A) =
0,0288

0,0728
=

36

91
, P (H3|A) =

0,0056

0,0728
=

1

13
.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âòîðîé ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíåå âñåãî ñîáûòèå
B ïðîèçîøëî îäèí ðàç.

�5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñëó÷àéíûå âåêòîðû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ñî ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ X = X(ω), îïðåäå-
ëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì
x ìíîæåñòâî

{ω ∈ Ω |X(ω) < x},
êîòîðîå ìû êîðîòêî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (X < x), ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, ò.å. (X < x) ∈ A.
Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè èç A íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû A, ïîýòîìó ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ

òàêæå è ìíîæåñòâà
(X ≥ x) = (X < x),

(x1 ≤ X < x2) = (X < x2) \ (X < x1),

(X = x) =
∞∩
n=1

(
x ≤ X < 1 +

1

n

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëåíû âåðîÿòíîñòè åå ïîïàäàíèÿ â ëþáûå
ìíîæåñòâà σ-àëãåáðû, îáðàçîâàííîé ïðîìåæóòêàìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Êàê ìû óâèäèì
íèæå, äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü âåðîÿòíîñòè P (X < x), x ∈ R.
Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ

F (x) = P (X < x), x ∈ R

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì äåé-
ñòâèòåëüíîì x ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ñëó÷àéíîé òî÷êè X íà ïîëóîñü (−∞, x).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Â

ñàìîì äåëå, åñëè x1 < x2, òî ñîáûòèå (X < x1) âëå÷åò çà ñîáîé ñîáûòèå (X < x2) è ïî
ñâîéñòâó 3) âåðîÿòíîñòè (�2)

F (x1) ≤ F (x2).

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â ïðîìåæóòîê [x1, x2), x1 < x2.
Ïîñêîëüêó

(−∞, x2) = (−∞, x1) ∪ [x1, x2),

òî ïî òðåòüåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

P (X < x2) = P (X < x1) + P (x1 ≤ X < x2)

è, çíà÷èò,
P (x1 ≤ X < x2) = F (x2)− F (x1). (1)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ R è ïóñòü yn, n ∈ N � óáûâàþùàÿ, ñõîäÿùàÿñÿ ê x
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà, î÷åâèäíî,

(X = x) =
∞∩
n=1

(x ≤ X < yn)

è ïî ñâîéñòâó 5) âåðîÿòíîñòè (�2) è ôîðìóëå (1)

P (X = x) = lim
n→∞

P (x ≤ X < yn) = lim
n→∞

(F (yn)− F (x)) = lim
n→∞

F (yn)− F (x).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå óáûâàåò, òî ñóùåñòâóåò ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë

F (x+ 0) = lim
y→x+0

F (y) = lim
n→∞

F (yn)

è, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òî÷êó x íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

P (X = x) = F (x+ 0)− F (x). (2)

Óñòàíîâèì åùå äâà ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
1). lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1.
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Äîêàæåì ïåðâîå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
∞∩
n=1

(−∞,−n) = ∅

è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 5) âåðîÿòíîñòè (�2):

lim
n→∞

P (X < −n) = P (∅) ⇐⇒ lim
n→∞

F (−n) = 0.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ íî-
ìåð nε, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî F (−n) < ε, â ÷àñòíîñòè,

F (−nε) < ε. (3)

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, n ∈ N òàêóþ, ÷òî lim
n→∞

xn = −∞. Äëÿ

íåå ñóùåñòâóåò íîìåð Nε òàêîé, ÷òî ïðè n > Nε âûïîëíÿåòñÿ xn < −nε. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ
íåðàâåíñòâî (3) è òî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå óáûâàåò, ìû ïîëó÷àåì

F (xn) ≤ F (−nε) < ε, n > Nε.

Òàêèì îáðàçîì, F (xn) < ε ïðè n > Nε, ÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
x→−∞

F (x) = 0.

Âòîðîå èç ïðåäåëüíûõ ðàâåíñòâ ñâîéñòâà 1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, åñëè èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé:

R =

∞∪
n=1

(−∞, n).

2). Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà, ò.å. F (x− 0) = F (x).
Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå, åñëè âçÿòü âîçðàñòàþùóþ è ñõîäÿ-

ùóþñÿ ê ÷èñëó x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn, n ∈ N è ïðåäñòàâèòü ïîëóîñü (−∞, x) êàê îáúåäèíåíèå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âëîæåííûõ ïðîìåæóòêîâ:

(−∞, x) =

∞∪
n=1

(−∞, yn).

Èç ìíîæåñòâà âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûäåëèì äâà òèïà, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â
ïðèëîæåíèÿõ: äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èëè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìåííî
òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â íàøåì äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå èëè

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
{x1, x2, . . . , xn, . . .}

ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pk = P (X = xk) > 0, k = 1, 2, . . . , n, . . . ;

∞∑
k=1

pk = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîáíî çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòðîê, â ïåðâîé èç êîòîðûõ óêàçûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, à âî
âòîðîé � ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè:

xk x1 x2 . . . xn . . .

pk p1 p2 . . . pn . . .

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ñî
ñêà÷êàìè â òî÷êàõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì âåðîÿòíîñòÿì.
Ïðèìåð 1. Áàñêåòáîëèñò áðîñàåò ìÿ÷ â êîðçèíó äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Áðîñêè âûïîë-

íÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì áðîñêå ðàâíà 0,8.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X � ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ áðîñêîâ, åñëè êîëè÷åñòâî
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áðîñêîâ: a) îãðàíè÷åíî ÷åòûðüìÿ; b) ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèì. Â ñëó÷àå a) çàïè-
ñàòü òàêæå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.
Ðåøåíèå. a). Çäåñü ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÷åòûðå âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îíà ïðè-

íèìàåò ñ âåðîÿòíîñòÿìè, êîòîðûå ìû íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé óìíîæåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé (�3):

p1 = P (X = 1) = 0,8; p2 = P (X = 2) = (1− 0,8)0,8 = 0,16;

p3 = P (X = 3) = (1− 0,8)(1− 0,8)0,8 = 0,032;

p4 = P (X = 4) = (1− 0,8)(1− 0,8)(1− 0,8) = 0,008;

p1 + p2 + p3 + p4 = 0,8 + 0,16 + 0,032 + 0,008 = 1.

Çàïèøåì ýòî ðàñïðåäåëåíèå â òàáëèöó:

xk 1 2 3 4
pk 0,8 0,16 0,032 0,008

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä:

F (x) =


0, x ≤ 1;

0,8, 1 < x ≤ 2;

0,96, 2 < x ≤ 3;

0,992, 3 < x ≤ 4;

1, x > 4.

Ïîñòðîèì åå ãðàôèê:

-1 1 2 3 4 5
x

0.8

0.961

FHxL

O

Â ñëó÷àå b) âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ëþáûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè ðàâíû

pn = P (X = n) = (1− 0,8)n−10,8 = 0,8 · 0,2n−1, n ∈ N

è
∞∑
n=1

pn =

∞∑
n=1

0,8 · 0,2n−1 = 0,8

∞∑
n=1

0,2n−1 = 0,8 · 1

1− 0,2
= 1.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ,
êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå äåéñòâèòåëüíîé îñè è èíòåãðèðóå-
ìàÿ ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ p(x) (ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé), ÷åðåç
êîòîðóþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

F (x) =

x∫
−∞

p(z)dz (4)

ïðè ëþáîì x ∈ R.
Ãðàôèê ïëîòíîñòè p(x) íàçûâàåòñÿ êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ââèäó êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè p(x) íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åå

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè (ãëàâà VII, �1, ñâîéñòâî
7′) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Òîãäà ïî ôîðìóëå (2)

P (X = x) = F (x+ 0)− F (x) = F (x)− F (x) = 0
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è, òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òî÷êó íà ÷èñ-
ëîâîé îñè ðàâíà íóëþ. Íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1) è ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1), âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X â ïðîìåæóòîê [x1, x2), x1 < x2 :

P (x1 ≤ X < x2) = F (x2)− F (x1) =

x2∫
−∞

p(z)dz −
x1∫

−∞

p(z)dz =

x2∫
x1

p(z)dz.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âî âñå ïðîìåæóò-
êè (x1, x2), [x1, x2), (x1, x2], [x1, x2] ÷èñëîâîé ïðÿìîé îäèíàêîâû è ðàâíû

P (x1 ≤ X ≤ x2) =

x2∫
x1

p(x)dx. (5)

Ïðèâåäåì åùå äâà ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

1).

+∞∫
−∞

p(x)dx = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (4) ïðè x → +∞ è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 1) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ãåîìåòðè÷åñêè ñâîéñòâî 1) îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà 1.
2). Åñëè x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè,òî â íåé

p(x) = F ′(x),

ò.å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé.
Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 7′) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (ãëàâà

VII, �1).
Çàìå÷àíèå. Åñëè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíà åäèíè÷íàÿ ìàññà è èç-

âåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ ρ(x), x ∈ R, òî, êàê èçâåñòíî, ìàññà îòðåçêà [x1, x2]
âû÷èñëÿåòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé (5) ôîðìóëå

m =

x2∫
x1

ρ(x)dx.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ è ìàññîé, ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ.
Ïðèìåð 2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

èìååò âèä :

p(x) =


eax, x ≤ 0;

xa−1, 0 < x ≤ 1;

0, x > 1,

ãäå a � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàéòè a, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ïîñòðîèòü ãðà-
ôèêè ôóíêöèé p(x), F (x).
Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 1) ïëîòíîñòè. Òàê êàê

+∞∫
−∞

p(x)dx =

0∫
−∞

eaxdx+

1∫
0

xa−1dx+

+∞∫
1

0dx =

=
1

a
eax
∣∣∣∣0
−∞

+
xa

a

∣∣∣∣1
0

+ 0 =
1

a

(
1− lim

x→−∞
eax
)
+

1

a
=

1

a
(1− 0) +

1

a
=

2

a
,

òî
2

a
= 1 =⇒ a = 2.
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Òàêèì îáðàçîì,

p(x) =


e2x, x ≤ 0;

x, 0 < x ≤ 1;

0, x > 1.

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè x ≤ 0, òî ïî ôîðìóëå (4)

F (x) =

x∫
−∞

e2zdz =
1

2
e2z
∣∣∣∣x
−∞

=
1

2

(
e2x − lim

z→−∞
e2z
)

=
1

2

(
e2x − 0

)
=

e2x

2
.

Åñëè 0 < x ≤ 1, òî

F (x) =

0∫
−∞

e2zdz +

x∫
0

zdz = F (0) +
z2

2

∣∣∣∣x
0

=
1

2
+

x2

2
=

x2 + 1

2
.

Íàêîíåö, åñëè x > 1, òî

F (x) =

0∫
−∞

e2zdz +

1∫
0

zdz +

x∫
1

0dz = F (1) + 0 = 1.

Çíà÷èò,

F (x) =


e2x

2
, x ≤ 0;

x2 + 1

2
, 0 < x ≤ 1;

1, x > 1.

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

-2 -1 1 2
x

1

pHxL

O

-2 -1 1 2
x

1

FHxL

O

Ïîíÿòèå îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ è íà ìíîãî-
ìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èëè ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ
äâóìåðíûìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì (X,Y ) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (X,Y ) =

(X(ω), Y (ω)), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, äëÿ êîòîðîé ëþáîé
òî÷êå (x, y) ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

(X < x, Y < y) = {ω ∈ Ω | (X(ω) < x, Y (ω) < y)},
ÿâëÿþùååñÿ ñîáûòèåì, ò.å. (X < x, Y < y) ∈ A.
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Èç îïðåäåëåíèÿ σ-àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ìíîæåñòâà (X < x) è
(Y < y) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿìè è, çíà÷èò, êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = X(ω), Y =
Y (ω) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü P (X < x, Y < y).
Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

F (x, y) = P (X < x, Y < y), x, y ∈ R

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ x, y ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X,Y ) â óãîë íà ïëîñêîñòè, ãäå X < x, Y < y.
Òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íå óáûâàåò ïî êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûõ, ò. å. ïðè x1 <
x2 èëè y1 < y2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

F (x1, y1) ≤ F (x2, y2).

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) â ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè

{(x, y)|x1 ≤ x < x2, y1 ≤ y < y2},
êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ([x1, x2), [y1, y2)). Ïîñêîëüêó

((−∞, x2), (−∞, y2)) = ([x1, x2), [y1, y2)) ∪ (((−∞, x1), (−∞, y2)) ∪ ((−∞, x2), (−∞, y1)))

è
([x1, x2), [y1, y2)) ∩ (((−∞, x1), (−∞, y2)) ∪ ((−∞, x2), (−∞, y1))) = ∅,

òî

F (x2, y2) = P (x1 ≤ X < x2, y1 ≤ Y < y2) + P ((X < x1, Y < y2) ∪ (X < x2, Y < y1)).

Ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (�3)

P ((X < x1, Y < y2) ∪ (X < x2, Y < y1)) = P (X < x1, Y < y2) + P (X < x2, Y < y1)−
−P ((X < x1, Y < y2) ∩ (X < x2, Y < y1)) = F (x1, y2) + F (x2, y1)− P (X < x1, Y < y1) =

= F (x1, y2) + F (x2, y1)− F (x1, y1).

Çíà÷èò,

F (x2, y2) = P (x1 ≤ X < x2, y1 ≤ Y < y2) + F (x1, y2) + F (x2, y1)− F (x1, y1),

îòêóäà

P (x1 ≤ X < x2, y1 ≤ Y < y2) = F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1). (6)

Ïîäîáíî (2) ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â òî÷êó íà
ïëîñêîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

P (X = x, Y = y) = F (x+ 0, y + 0)− F (x+ 0, y)− F (x, y + 0) + F (x, y). (7)

Ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà 1) è 2) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñëåäóåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1′). lim
x→−∞

F (x, y) = lim
y→−∞

F (x, y) = 0, lim
x→+∞
y→+∞

F (x, y) = 1;

2′). F (x− 0, y) = F (x, y − 0) = F (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

êîîðäèíàòû X ÷åðåç FX(x), à êîîðäèíàòû Y ÷åðåç FY (y). Ïîñêîëüêó

(X < x) =

∞∪
n=1

(X < x, Y < n),

òî ïî ñâîéñòâó 4) âåðîÿòíîñòè (�2)

P (X < x) = lim
n→∞

P (X < x, Y < n) ⇐⇒ FX(x) = lim
n→∞

F (x, n).



57

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y) íå óáûâàåò ïî ïåðåìåííîé y, ìû ïîëó÷àåì

FX(x) = lim
y→+∞

F (x, y). (8)

Àíàëîãè÷íî,
FY (y) = lim

x→+∞
F (x, y). (9)

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ åãî êî-
îðäèíàò X è Y, ò.å.

F (x, y) = FX(x)FY (y) (10)

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x, y.
Îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå

ñëó÷àéíûå âåêòîðû.
Ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè îí ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå

èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

(xk, yl), k = 1, 2, . . . ,m, . . . ; l = 1, 2, . . . , n, . . .

ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pkl = P (X = xk, Y = yl), k = 1, 2, . . . ,m, . . . ; l = 1, 2, . . . , n, . . . ,

ïðè÷åì
∞∑
k=1

pkl > 0, l = 1, 2, . . . , n, . . . ;
∞∑
l=1

pkl > 0, k = 1, 2, . . . ,m, . . . ;
∞∑
k=1

∞∑
l=1

pkl = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà óäîáíî çàïèñûâàòü â òàáëèöó:

xk \ yl y1 y2 . . . yn . . .

x1 p11 p12 . . . p1n . . .

x2 p21 p22 . . . p2n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm pm1 pm2 . . . pmn . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé è

äëÿ ëþáûõ x, y

F (x, y) =
∑
xk<x

∑
yl<y

pkl. (11)

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Îáîçíà÷èì

pk· = P (X = xk), k = 1, 2, . . . ,m, . . . ; p·l = P (Y = yl), l = 1, 2, . . . , n, . . . .

Â òî âðåìÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå xk, ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Y ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç âîçìîæíûõ ñâîèõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó

pk· =
∞∑
l=1

P (X = xk, Y = yl) =
∞∑
l=1

pkl, k = 1, 2, . . . ,m, . . . . (12)

Àíàëîãè÷íî

p·l =
∞∑
k=1

P (X = xk, Y = yl) =
∞∑
k=1

pkl, l = 1, 2, . . . , n, . . . . (13)

Äîêàæåì óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà: äèñêðåòíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ âåðîÿòíîñòåé
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

pkl = pk·p·l. (14)
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Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìû.
Òîãäà ïî ôîðìóëàì (7), (10) è (2) äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

pkl = P (X = xk, Y = yl) = F (xk + 0, yl + 0)− F (xk + 0, yl)− F (xk, yl + 0) + F (xk, yl) =

= FX(xk + 0)FY (yl + 0)− FX(xk + 0)FY (yl)− FX(xk)FY (yl + 0) + FX(xk)FY (yl) =

= (FX(xk + 0)− FX(xk))(FY (yl + 0)− FY (yl)) = pk·p·l.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (14). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y)
ïëîñêîñòè ïî ôîðìóëàì (11), (14)

F (x, y) =
∑
xk<x

∑
yl<y

pkl =
∑
xk<x

∑
yl<y

pk·p·l =
∑
xk<x

pk·
∑
yl<y

p·l = FX(x)FY (y),

÷òî è îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y.
Ïðèìåð 3. Äâà áàñêåòáîëèñòà A è B ïîî÷åðåäíî áðîñàþò ìÿ÷ â êîðçèíó äî ïåðâîãî ïîïàäà-

íèÿ îäíèì èç íèõ, ïðè÷åì íà÷èíàåò áàñêåòáîëèñò A, êîòîðûé ïîïàäàåò ïðè êàæäîì áðîñêå
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8 è êîëè÷åñòâî åãî áðîñêîâ îãðàíè÷åíî òðåìÿ, à áàñêåòáîëèñò B ïîïàäàåò
ïðè îäíîì áðîñêå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4 è êîëè÷åñòâî åãî áðîñêîâ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî
áîëüøèì, ò.å. ïîñëå òðåõ ïðîìàõîâ A áàñêåòáîëèñò B ïðîäîëæàåò áðîñàòü äî ïåðâîãî ïîïà-
äàíèÿ. Áðîñêè êàæäîãî èç áàñêåòáîëèñòîâ íåçàâèñèìû. a) Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (X,Y ), ãäå X � ÷èñëî áðîñêîâ, âûïîëíåííûõ áàñêåòáîëèñòîì A, Y � ÷èñëî áðîñêîâ,
âûïîëíåííûõ áàñêåòáîëèñòîì B. b) Âåðíî ëè, ÷òî A ïîïàäåò ñî âòîðîé ïîïûòêè ñ áîëü-
øåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì B, èñïîëüçîâàâøèé ëþáîå êîëè÷åñòâî ïîïûòîê? c) ßâëÿþòñÿ ëè
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìûìè?
Ðåøåíèå. a). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, à

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y çíà÷åíèÿ yl = l − 1, l ∈ N. Åñëè áàñêåòáîëèñò A äåëàåò îäíó ïîïûòêó
(X = 1), òî B íè ðàçó íå áðîñàåò, åñëè A ïîïàë, èëè ïîïàäàåò ïðè ñâîåé ïîïûòêå, åñëè A íå
ïîïàë. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå Y = 0 èëè Y = 1 è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ðàâíû1

p11 = 0,8; p12 = 0,2 · 0,4 = 0,08; p1l = 0, l > 2.

Åñëè X = 2, ò. å. A ñîâåðøàåò äâà áðîñêà, òî Y = 1 èëè Y = 2, òàê êàê èëè A ïîïàäàåò ñî
âòîðîãî ðàçà ïîñëå ïåðâîãî ïðîìàõà B, èëè B ïîïàäàåò ïîñëå âòîðîãî ïðîìàõà A. Âåðîÿòíîñòè
ýòèõ çíà÷åíèé:

p21 = 0; p22 = 0,2 · 0,6 · 0,8 = 0,096; p23 = 0,2 · 0,6 · 0,2 · 0,4 = 0,0096; p2l = 0, l > 3.

Íàêîíåö, åñëè X = 3, òî Y ≥ 2, òàê êàê èëè A ïîïàäàåò ñ òðåòüåãî ðàçà ïîñëå äâóõ ïðîìàõîâ
B, èëè B ïðîäîëæàåò áðîñàòü ïîñëå òðåõ ïðîìàõîâ A. Â ýòîì ñëó÷àå

p31 = p32 = 0; p33 = 0,2 · 0,6 · 0,2 · 0,6 · 0,8 = 0,01152;

p3l = 0,2 · 0,6 · 0,2 · 0,6 · 0,2 · 0,6l−4 · 0,4 = 0,0032 · 0,6l−2, l > 3.

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå â òàáëèöó:

xk \ yl 0 1 2 3 . . . n . . .

1 0,8 0,08 0 0 . . . 0 . . .

2 0 0,096 0,0096 0 . . . 0 . . .

3 0 0 0,01152 0,001152 . . . 0,0032 · 0,6n−2 . . .

Äëÿ êîíòðîëÿ íàéäåì ñóììó âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà:
3∑

k=1

∞∑
l=1

pkl = 0,8 + 0,08 + 0,096 + 0,0096 + 0,01152 +

∞∑
l=4

0,0032 · 0,6l−2 =

= 0,99712 + 0,0032 · 0,36 · 1

1− 0,6
= 0,99712 + 0,00288 = 1.

1Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé (�3).
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b). Ïóñòü áàñêåòáîëèñò A ïîïàäàåò ìÿ÷îì â êîðçèíó ñî âòîðîé ïîïûòêè ñ âåðîÿòíîñòüþ P1,
à B, êîòîðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ïîïûòîê, � ñ âåðîÿòíîñòüþ P2. Òîãäà,
î÷åâèäíî,

P1 = p22 = 0,096, P2 = 1− p11 − p22 − p33 = 1− 0,8− 0,096− 0,01152 = 0,09248

è, òàêèì îáðàçîì, P1 > P2.
c). Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàâèñèìû. Ïðîâåðèì ýòî ôîðìàëüíî.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (12) è (13), ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

p1· = 0,8 + 0,08 = 0, 88; p2· = 0,096 + 0,0096 = 0,1056;

p3· = 0,01152 +
∞∑
l=4

0,0032 · 0,6l−2 = 0,01152 + 0,00288 = 0,0144.

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y :

p·1 = 0,8; p·2 = 0,08 + 0,096 = 0,176; p·3 = 0,0096 + 0,01152 = 0,02112;

p·l = 0,0032 · 0,6l−2, l > 3.

Òàê êàê p11 = 0,8 ̸= 0,88 · 0,8 = 0,704 = p1·p·1, òî óæå ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (14) íå âûïîëíÿåòñÿ
è, çíà÷èò, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàâèñèìû.
Ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ,

îãðàíè÷åííàÿ, íåïðåðûâíàÿ â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì, âîç-
ìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ëèíèé è èíòåãðèðóåìàÿ ïî âñåé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ äâóõ
ïåðåìåííûõ p(x, y) (èìåíóåìàÿ â äàëüíåéøåì ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé), ÷å-
ðåç êîòîðóþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) äàííîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà âûðàæàåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

F (x, y) =

x∫
−∞

ds

y∫
−∞

p(s, t)dt =

x∫
−∞

y∫
−∞

p(s, t)dsdt (15)

ïðè ëþáûõ x, y ∈ R.
Áëàãîäàðÿ ïåðå÷èñëåííûì â îïðåäåëåíèè ñâîéñòâàì ïëîòíîñòè, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x, y) íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåïðåðûâíà âî âñåé ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, êàê ñëåäóåò
èç ôîðìóëû (7), âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â òî÷êó íà ïëîñ-
êîñòè ðàâíà íóëþ.
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (6), (15) è ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, íàéäåì

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè:

P (x1 ≤ X ≤ x2, y1 ≤ Y ≤ y2) =

x2∫
−∞

y2∫
−∞

p(x, y)dxdy −
x1∫

−∞

y2∫
−∞

p(x, y)dxdy−

−
x2∫

−∞

y1∫
−∞

p(x, y)dxdy +

x1∫
−∞

y1∫
−∞

p(x, y)dxdy =

x2∫
−∞

y2∫
y1

p(x, y)dxdy −
x1∫

−∞

y2∫
y1

p(x, y)dxdy =

=

x2∫
x1

y2∫
y1

p(x, y)dxdy.

Òàêèì îáðàçîì,

P (x1 ≤ X ≤ x2, y1 ≤ Y ≤ y2) =

x2∫
x1

y2∫
y1

p(x, y)dxdy. (16)

Ïóñòü òåïåðü D � çàìêíóòàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, êâàäðèðóåìàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îáëàñòè D íà ìàëûå ÷àñòè ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîð-
äèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′ ⊆ D çàìêíóòóþ îáëàñòü, ñîñòîÿùóþ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåð-
æàùèõñÿ â D. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16) è ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà (ãëàâà
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X, �2), ìû ìîæåì çàïèñàòü:

P
(
(X,Y ) ∈ D′) = ∫∫

D′

p(x, y)dxdy.

Ïåðåõîäÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ê ïðåäåëó ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàãîíàëè âñåõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â D′ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
ïîïàäàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) â îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè:

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy. (17)

Ïåðåôîðìóëèðóåì ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà 1) è 2) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

1′).

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

p(x, y)dxdy = 1.

2′). Åñëè (x, y) � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x, y)
íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,òî â íåé

p(x, y) = F ′′
xy(x, y).

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ïî ôîðìóëàì (8) è
(15)1

FX(x) = lim
y→+∞

F (x, y) = lim
y→+∞

x∫
−∞

y∫
−∞

p(s, t)dsdt =

x∫
−∞

 +∞∫
−∞

p(s, y)dy

ds,

ò. å.

FX(x) =

x∫
−∞

 +∞∫
−∞

p(s, y)dy

ds. (18)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó (9), ìû íàéäåì:

FY (y) =

y∫
−∞

 +∞∫
−∞

p(x, t)dx

dt. (19)

Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êîîðäèíàòû X äàííîãî íåïðåðûâíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ÷åðåç pX(x), à êîîðäèíàòû Y ÷åðåç pY (y). Òîãäà èç ôîðìóë (18) è
(19) ñëåäóåò, ÷òî

pX(x) =

+∞∫
−∞

p(x, y)dy, pY (y) =

+∞∫
−∞

p(x, y)dx. (20)

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà: íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x, y), pX(x), pY (y)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p(x, y) = pX(x)pY (y). (21)

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Ïóñòü íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâè-
ñèìû. Òîãäà ïî ôîðìóëå (10) è ñâîéñòâàì 2) è 2′) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâåííî,

F ′′
xy(x, y) = F ′

X(x)F ′
Y (y) =⇒ p(x, y) = pX(x)pY (y).

1Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ïëîòíîñòü p(x, y) äîïóñêàåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî êàæäîé

èç ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå
x∫

−∞

y∫
−∞

p(s, t)dsdt.
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Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (21). Èíòåãðèðóÿ îáå åãî
÷àñòè ïî îáëàñòè ((−∞, x), (−∞, y)), ìû ïîëó÷èì:

x∫
−∞

ds

y∫
−∞

p(s, t)dt =

x∫
−∞

ds

y∫
−∞

pX(s)pY (t)dt =

x∫
−∞

pX(s)ds

y∫
−∞

pY (t)dt.

Çíà÷èò, ïî ôîðìóëàì (15) è (4)
F (x, y) = FX(x)FY (y),

÷òî è îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y.
Ïðèìåð 4. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) ðàñïðåäåëåí â êâàäðàòå ([0, 1], [0, 1]).

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ýòîãî âåêòîðà â ïðÿìîóãîëüíèê Πxy = ([0, x], [0, y]), 0 ≤ x, y ≤ 1
ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó Vxy óñå÷åííîãî ïëîñêîñòüþ x+2y+ z = 3 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà ñ îñíîâàíèåì Πxy. Òðåáóåòñÿ : a) íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà; b) íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà; c) âû÷èñëèòü
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â êðóã D : x2 + y2 ≤ 1; d) ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ
ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìûìè.
Ðåøåíèå. a). Âû÷èñëèì îáúåì Vxy, èñïîëüçîâàâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà

(ãëàâà X, �2):

Vxy =

∫∫
Πxy

(3− s− 2t)dsdt =

x∫
0

ds

y∫
0

(3− s− 2t)dt =

x∫
0

(3t− st− t2)

∣∣∣∣y
0

ds =

=

x∫
0

(3y − sy − y2)ds =

(
(3y − y2)s− 1

2
s2y

) ∣∣∣∣x
0

= 3xy − xy2 − 1

2
x2y.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
P ((X,Y ) ∈ Πxy) = kVxy,

ãäå 0 < k ∈ R. Òàê êàê ïî ñâîéñòâó 1′) P ((X,Y ) ∈ Π11) = 1, òî 1 = kV11 = k · 3
2
è, çíà÷èò,

k =
2

3
. Ñëåäîâàòåëüíî,

P ((X,Y ) ∈ Πxy) =
2

3
Vxy =

1

3
(6xy − 2xy2 − x2y). (22)

Çàïèøåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, âîñïîëüçîâàâøèñü åå íåïðåðûâíîñòüþ
è ôîðìóëîé (22):

F (x, y) =



0, x < 0 èëè y < 0;

1

3
(6xy − 2xy2 − x2y), (x, y) ∈ Π11;

1

3
(4x− x2), 0 ≤ x ≤ 1, y > 1;

1

3
(5y − 2y2), x > 1, 0 ≤ y ≤ 1;

1, x > 1, y > 1.

b). Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ôîðìóëå

p(x, y) = F ′′
xy(x, y)

(ñâîéñòâî 2′) ïëîòíîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî, â êâàäðàòå Π11

p(x, y) =

((
1

3
(6xy − 2xy2 − x2y)

)′

x

)′

y

=

(
1

3
(6y − 2y2 − 2xy)

)′

y

=
2

3
(3− x− 2y).
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Âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè p(x, y) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

p(x, y) =


2

3
(3− x− 2y), (x, y) ∈ Π11;

0, (x, y) /∈ Π11.

c). Ïî ôîðìóëå (17)

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy =

∫∫
D′

2

3
(3− x− 2y)dxdy,

ãäå D′ = D∩Π11 � ÷åòâåðòü êðóãà D, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè

I =

∫∫
D′

xdxdy =

∫∫
D′

ydxdy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P ((X,Y ) ∈ D) =
2

3

3

∫∫
D′

dxdy − I − 2I

 = 2(S − I),

ãäå S � ïëîùàäü D′. Ïîñêîëüêó

S =
π

4
, I =

1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

ydy =
1

2

1∫
0

y2
∣∣∣∣
√
1−x2

0

dx =
1

2

1∫
0

(1− x2)dx =
1

2

(
x− x3

3

) ∣∣∣∣1
0

=
1

3
,

òî

P ((X,Y ) ∈ D) = 2

(
π

4
− 1

3

)
=

3π − 4

6
.

d). Íàéäåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ïðèìåíèâ
ôîðìóëû (20). Åñëè x < 0 èëè x > 1, òî pX(x) = 0. Åñëè æå 0 ≤ x ≤ 1, òî

pX(x) =

+∞∫
−∞

p(x, y)dy =

1∫
0

2

3
(3− x− 2y)dy =

2

3

(
(3− x)y − y2

) ∣∣∣∣1
0

=
2

3
(2− x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

pX(x) =


2

3
(2− x), 0 ≤ x ≤ 1;

0, x /∈ [0, 1].

Àíàëîãè÷íî, pY (y) = 0, åñëè y < 0 èëè y > 1, à ïðè 0 ≤ y ≤ 1

pY (y) =

+∞∫
−∞

p(x, y)dx =

1∫
0

2

3
(3− x− 2y)dx =

2

3

(
(3− 2y)x− x2

2

) ∣∣∣∣1
0

=
1

3
(5− 4y).

Çíà÷èò,

pY (y) =


1

3
(5− 4y), 0 ≤ y ≤ 1;

0, y /∈ [0, 1].

Â êâàäðàòå Π11 ðàâåíñòâî (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê òàì

p(x, y) =
2

3
(3− x− 2y) ̸= 2

3
(2− x) · 1

3
(5− 4y) =

2

9
(10− 5x− 8y + 4xy) = pX(x)pY (y).

Ñòàëî áûòü, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàâèñèìû.

�6. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââåäåì îïðåäåëåíèå è èçó÷èì ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äèñ-
êðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè,
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ïîçâîëÿþò íàõîäèòü èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è âåëè÷èíû èõ ñðåäíèõ îòêëîíåíèé îò ñðåäíèõ çíà-
÷åíèé.
Âñþäó íèæå â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

çàäàíà òàáëèöåé
xk x1 x2 . . . xn . . .

pk p1 p2 . . . pn . . .
,

à íåïðåðûâíàÿ � ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x).

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è åãî ñâîéñòâà. Ìîäà, ìåäèàíà
Ïóñòü X � äèñêðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Èçó÷èì õàðàêòåðèñòèêè ïî-

ëîæåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ÷èñëîâîé îñè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì çíà÷åíèåì èëè öåíòðîì ðàñïðå-

äåëåíèÿ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M(X) èëè
mX è âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî ôîðìóëå

M(X) =
∞∑
k=1

xkpk, (1)

à äëÿ íåïðåðûâíîé � ïî ôîðìóëå

M(X) =

+∞∫
−∞

xp(x)dx, (2)

ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2) àáñîëþòíî
ñõîäÿòñÿ.
Ïîÿñíèì ýòî ïîíÿòèå íà ïðèìåðå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé {x1, x2, . . . , xr}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîâòîðèëè n ðàç â îäèíàêîâûõ
óñëîâèÿõ è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà íàø âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò è ïóñòü ïðè ýòîì ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíÿëà ñâîè çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íàáëþäàåìûìè, ñ ÷àñòîòàìè,
óêàçàííûìè â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû

xk x1 x2 . . . xr
mk m1 m2 . . . mr

,
r∑

k=1

mk = n.

Îáîçíà÷èì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ÷åðåç x̄. Òîãäà

x̄ =
m1x1 +m2x2 + . . .+mrxr

n
=

r∑
k=1

xk
mk

n
.

Ïî òåîðåìå Áåðíóëëè, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì íèæå â �8, ïóíêò 1, ïðè áîëüøîì n âåëè÷èíû
mk

n
, k = 1, r, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé
pk, k = 1, r. Ñëåäîâàòåëüíî,

x̄ ≈
r∑

k=1

xkpk = mX .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïîâòîðåíèé âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèáëèæåííî ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó åå íà-
áëþäàåìûõ çíà÷åíèé.
Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò. å. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

f(X), ãäå f(x) � îïðåäåëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè ôóíêöèÿ.
Åñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî f(X), î÷åâèäíî, èìååò ðàñïðåäåëåíèå

f(xk) f(x1) f(x2) . . . f(xn) . . .

pk p1 p2 . . . pn . . .
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

M(f(X)) =

∞∑
k=1

f(xk)pk, (3)

åñëè ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü X è f(X) � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Êàê óæå îòìå÷àëàñü â ïðåäû-

äóùåì ïàðàãðàôå, âåðîÿòíîñòü ìû ìîæåì àññîöèèðîâàòü ñ åäèíè÷íîé ìàññîé, íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåííîé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(X) ÿâëÿåòñÿ,
êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2), ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì ìàòåðèàëüíîé ïðÿìîé R îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà îòñ÷åòà x = 0. Ôóíêöèÿ f(x) ïåðåðàñïðåäåëÿåò ìàññó íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â òî÷êå f(x), êàê è â òî÷êå x, ðàâíà, î÷åâèäíî, p(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì ìàòåðèàëüíîãî ìíîæåñòâà f(R), à, çíà÷èò, è ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(X) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë

M(f(X)) =

+∞∫
−∞

f(x)p(x)dx, (4)

êîòîðûé ìû ïðåäïîëàãàåì àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äëÿ ôóíêöèè f(X,Y ) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Ïóñòü äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) çàäàí òàáëèöåé

xk \ yl y1 y2 . . . yn . . .

x1 p11 p12 . . . p1n . . .

x2 p21 p22 . . . p2n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm pm1 pm2 . . . pmn . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òîãäà äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà f(X,Y ) èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(f(X,Y )) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

f(xk, yl)pkl (5)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Åñëè (X,Y ) � íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

p(x, y) è f(X,Y ) � òàêæå íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî

M(f(X,Y )) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)p(x, y)dxdy, (6)

åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Çàéìåìñÿ òåïåðü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
1). M(C) = C, ãäå C � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â ñàìîì äåëå, ïîñòîÿííóþ C ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X ñ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì X = C, êîòîðîå îíà ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1. Òîãäà ïî
ôîðìóëå (1)

M(C) = C · 1 = C.

2). Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(X), òî äëÿ ëþáîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà c

M(cX) = cM(X).

Ñâîéñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ôîðìóë (3) è (4) äëÿ ôóíêöèè f(x) = cx.
3). Åñëè îáå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè è èìå-

þò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, òî èõ ñóììà X + Y òàêæå èìååò ñðåäíåå çíà÷åíèå è

M(X + Y ) = M(X) +M(Y ).
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Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî ôîðìóëå (5) äëÿ ôóíêöèè f(x, y) = x+y è ôîðìóëàì
(12) è (13) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà

M(X + Y ) =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(xk + yl)pkl =
∞∑
k=1

xk

∞∑
l=1

pkl +
∞∑
l=1

yl

∞∑
k=1

pkl =

=

∞∑
k=1

xkpk· +

∞∑
l=1

ylp·l = M(X) +M(Y ).

Åñëè X è Y � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ïî ôîðìóëå (6) íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà
è ôîðìóëå (20) ïðåäûäóùåãî

M(X + Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x+ y)p(x, y)dxdy =

+∞∫
−∞

x

 +∞∫
−∞

p(x, y)dy

 dx+

+∞∫
−∞

y

 +∞∫
−∞

p(x, y)dx

dy =

=

+∞∫
−∞

xpX(x)dx+

+∞∫
−∞

ypY (y)dy = M(X) +M(Y ).

4). Åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ èëè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y ñóùå-
ñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(X),M(Y ), òî ñóùåñòâóåò òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ è

M(XY ) = M(X)M(Y ).

Åñëè X è Y äèñêðåòíû, òî ïî ôîðìóëå (5) äëÿ ôóíêöèè f(x, y) = xy è ôîðìóëå (14) ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà

M(XY ) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

xkylpkl =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

xkylpk·p·l =

∞∑
k=1

xkpk·

∞∑
l=1

ylp·l = M(X)M(Y ).

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6) íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà è
ôîðìóëîé (21) ïðåäûäóùåãî, ìû ïîëó÷àåì:

M(XY ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyp(x, y)dxdy =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xypX(x)pY (y)dxdy =

=

+∞∫
−∞

xpX(x)dx

+∞∫
−∞

ypY (y)dy = M(X)M(Y ).

Ââåäåì åùå äâå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Mo(X) è äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ òåì èç çíà÷åíèé xk, äëÿ
êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü pk ìàêñèìàëüíà, à äëÿ íåïðåðûâíîé � ñ òî÷êîé, ãäå ïëîòíîñòü p(x)
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà èëè âåðõíåé ãðàíè. Â òîì è äðóãîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óêà-
çàííûå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóþò.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîäà � ýòî íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà Me(X) ÷èñëîâîé îñè íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,

åñëè â íåé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

F (Me(X)) ≤ 1

2
≤ F (Me(X) + 0).

Òàêèì îáðàçîì, ìåäèàíà � ýòî ñåðåäèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà, ïîýòîìó

F (Me(X)) = F (Me(X) + 0) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

F (x) =
1

2
.
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Çàìå÷àíèå. Êàê ìîäà, òàê è ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ íåîäíîçíà÷íî.
Ïðèìåð 1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìîäó è ìåäèàíó äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû èç ïðèìåðà 1 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
Ðåøåíèå. à). Çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xk 1 2 3 4
pk 0,8 0,16 0,032 0,008

.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1)

M(X) = 1 · 0,8 + 2 · 0,16 + 3 · 0,032 + 4 · 0,008 = 1,248.

Ìîäà è ìåäèàíà â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò è ðàâíû, î÷åâèäíî, 1.
Â ñëó÷àå b) âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ëþáûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè ðàâíû

pk = P (X = k) = 0,8 · 0,2k−1, k ∈ N.

Çíà÷èò,

M(X) =

∞∑
k=1

k · 0,8 · 0,2k−1 = 0,8

∞∑
k=1

k · 0,2k−1.

Äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

f(x) =
∞∑
k=1

kxk−1, x ∈ (−1, 1).

Îí äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè (ãëàâà XII, �3). Ïðîèíòåãðè-
ðóåì îáå åãî ÷àñòè è âîñïîëüçóåìñÿ ðÿäîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

x∫
0

f(z)dz =

x∫
0

∞∑
k=1

kzk−1dz =

∞∑
k=1

x∫
0

kzk−1dz =

∞∑
k=1

k · z
k

k

∣∣∣∣x
0

=

=

∞∑
k=1

xk = x

∞∑
k=1

xk−1 = x · 1

1− x
=

1

1− x
− 1, x ∈ (−1, 1).

Îòñþäà,

f(x) =

(
1

1− x
− 1

)′
= −(1− x)−2(1− x)′ =

1

(1− x)2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå b)

M(X) = 0,8f(0, 2) = 0,8 · 1

(1− 0,2)2
= 1,25.

Êàê è â ñëó÷àå a) ìîäà è ìåäèàíà çäåñü ðàâíû 1.
Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå, ìîäó è ìåäèàíó íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

èç ïðèìåðà 2, ðàññìîòðåííîãî â �5.
Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

p(x) =


e2x, x ≤ 0;

x, 0 < x ≤ 1;

0, x > 1.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (2)

M(X) =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =

0∫
−∞

xe2xdx+

1∫
0

x · xdx+

+∞∫
1

x · 0dx =

0∫
−∞

xe2xdx+
x3

3

∣∣∣∣1
0

+ 0 = I +
1

3
.
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Íàéäåì èíòåãðàë I, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ãëàâà VII, �3, ïóíêò
2) è ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4):

I =

0∫
−∞

xe2xdx =
1

2

0∫
−∞

xde2x =
1

2

xe2x
∣∣∣∣0
−∞

−
0∫

−∞

e2xdx

 =

=
1

2

(
0− lim

x→−∞
xe2x − 1

2
e2x
∣∣∣∣0
−∞

)
= −1

2

(
lim

x→−∞

x

e−2x
+

1

2

(
1− lim

x→=−∞
e2x
))

=

= −1

2

(
lim

x→−∞

x′

(e−2x)′
+

1

2
(1− 0)

)
= −1

2

(
lim

x→−∞

1

−2e−2x
+

1

2

)
= −1

2

(
0 +

1

2

)
= −1

4
.

Ñòàëî áûòü,

M(X) = −1

4
+

1

3
=

1

12
.

Ìîäà ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè p(x), èìååò äâà çíà÷å-
íèÿ Mo(X) = 0 è Mo(X) = 1. ×òî êàñàåòñÿ ìåäèàíû, òî, ïîñêîëüêó F (0) = 0,5, òî Me(X) = 0.
Çàìå÷àíèå. Êàê óæå âûøå îòìå÷àëîñü â ýòîì ïóíêòå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà x = 0. Â òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå íà÷àëüíûå ìîìåíòû, à èìåííî, íà÷àëüíûì
ìîìåíòîì ïîðÿäêà r, r ∈ N ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xr ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûé ìîìåíò
ïîðÿäêà r ÷åðåç µr. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

µr = M(Xr).

Â ÷àñòíîñòè, µ1 = M(X), ò. å. íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà-
÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

2. Äèñïåðñèÿ è åå ñâîéñòâà. Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
Âñþäó â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé îò íèõ ñóùåñòâóþò.
Èçó÷èì õàðàêòåðèñòèêè ðàññåèâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà ðàñïðå-

äåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X îò åå öåíòðà íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
D(X). Òàêèì îáðàçîì,

D(X) = M
(
(X −M(X))2

)
. (1)

Èç (1) è ôîðìóë (3), (4) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äëÿ ôóíêöèè f(x) = (x−M(X))2 ñëåäóåò, ÷òî

D(X) =
∞∑
k=1

(xk −M(X))2 pk (2)

äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, è

D(X) =

+∞∫
−∞

(x−M(X))2 p(x)dx (3)

äëÿ íåïðåðûâíîé.
Ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1) � 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ïóíêò 1), èíîãäà áîëåå

óäîáíóþ, ÷åì (1), ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè.

D(X) = M
(
X2 − 2M(X)X +M2(X)

)
= M

(
X2
)
− 2M(X)M(X) +M

(
M2(X)

)
=

= M
(
X2
)
− 2M2(X) +M2(X) = M

(
X2
)
−M2(X).

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèþ ìîæíî âû÷èñëèòü åùå è ïî ôîðìóëå

D(X) = M
(
X2
)
−M2(X)
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è, çíà÷èò, ïî ôîðìóëàì (3) è (4) ïóíêòà 1 äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

D(X) =

∞∑
k=1

x2kpk −M2(X), (4)

à äëÿ íåïðåðûâíîé

D(X) =

+∞∫
−∞

x2p(x)dx−M2(X). (5)

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñïåðñèè.
Ñëåäñòâèåì ôîðìóë (1) � (3) ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî
1).D(X) ≥ 0, ïðè÷åì D(X) = 0 ⇐⇒ X = C, ãäå C ∈ R, äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

è X = C äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èñêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ÷èñëîâîé îñè.
2). D(cX) = c2D(X), ãäå c ∈ R.
Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç (1) è ñâîéñòâ 1) è 2) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
3). Åñëè X è Y � äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

D(X ± Y ) = D(X)± 2M((X −M(X))(Y −M(Y ))) +D(Y ),

à äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå (1) è ñâîéñòâàì 2), 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

D(X ± Y ) = M
(
(X ± Y −M(X ± Y ))2

)
= M

(
((X −M(X))± (Y −M(Y )))2

)
=

= M
(
(X −M(X))2 ± 2(X −M(X))(Y −M(Y )) + (Y −M(Y ))2

)
=

= M
(
(X −M(X))2

)
±M(2(X −M(X))(Y −M(Y ))) +M

(
(Y −M(Y ))2

)
=

= D(X)± 2M((X −M(X))(Y −M(Y ))) +D(Y ).

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìû, î÷åâèäíî, è ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû X −M(X) è Y −M(Y ), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 4) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M((X−M(X))(Y−M(Y ))) = M(X−M(X))M(Y−M(Y )) = (M(X)−M(X))(M(Y )−M(Y )) = 0.

Ïîýòîìó,
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ
÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σ(X) èëè σX è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

σ(X) =
√

D(X),

ò.å. ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ðàâíî êâàäðàòíîìó êîðíþ èç äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû.
Ïðèìåð 1. Â óðíå íàõîäÿòñÿ ïÿòü øàðîâ � äâà áåëûõ è òðè ÷åðíûõ. Íàóãàä èçâëå÷åíû äâà

øàðà. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó áåëûõ øàðîâ ñðåäè èçâëå÷åííûõ. Íàéòè
ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ðåøåíèå. Äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2. Ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, ó÷èòûâàÿ,
÷òî çäåñü ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïàðû øàðîâ èç ïÿòè, èìåþùèõñÿ â
óðíå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð ðàâíî

n = C2
5 =

5 · 4
2!

= 10.

Òîãäà

p1 = P (X = 0) =
C2
3

n
=

3·2
2!

10
= 0,3; p2 = P (X = 1) =

2 · 3
n

= 0,6; p3 = P (X = 2) =
1

n
= 0,1.

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå
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xk 0 1 2
pk 0,3 0,6 0,1

.

Åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (1) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:

M(X) = 0 · 0,3 + 1 · 0,6 + 2 · 0,1 = 0,8.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè èñïîëüçóåì ôîðìóëó (4):

D(X) = 02 · 0,3 + 12 · 0,6 + 22 · 0,1− 0,82 = 1− 0,64 = 0,36.

Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(X) =

√
0,36 = 0,6.

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä :

F (x) =


a, x < 1;

b ln2 x+ c, 1 ≤ x ≤ e;

d, x ≥ e.

Íàéòè ïîñòîÿííûå a, b, c, d è äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ðåøåíèå. Ïîñòîÿííûå a è d ìû íàéäåì, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 1) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

(�5).
lim

x→−∞
F (x) = lim

x→−∞
a = a = 0, lim

x→+∞
F (x) = lim

x→+∞
d = d = 1.

Òàêèì îáðàçîì, a = 0, d = 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà áûòü âåçäå íåïðåðûâíà. Îáåñ-
ïå÷èì åå íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ x = 1 è x = e, ò. å. òàì, ãäå ìåíÿåòñÿ åå àíàëèòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå. Â òî÷êå x = 1 :

lim
x→1−0

F (x) = lim
x→1−0

0 = 0, lim
x→1+0

F (x) = lim
x→1+0

(b ln2 x+ c) = c.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåïðåðûâíîñòè äîëæíî áûòü c = 0. Àíàëîãè÷íî â òî÷êå x = e :

lim
x→e−0

F (x) = lim
x→e−0

(b ln2 x+ c) = b, lim
x→e+0

F (x) = lim
x→e+0

1 = 1.

Çíà÷èò, b = 1. Âñå ïîñòîÿííûå íàéäåíû, ñòàëî áûòü

F (x) =


0, x < 1;

ln2 x, 1 ≤ x ≤ e;

1, x ≥ e.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (

ln2 x
)′
= 2 lnx(lnx)′ = 2 lnx · 1

x
=

2 lnx

x
,

ìû ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

p(x) =


2 lnx

x
, x ∈ [1, e];

0, x /∈ [1, e].

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (2) ïðåäûäó-
ùåãî ïóíêòà, ïðèìåíèâ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

M(X) =

1∫
−∞

x · 0dx+

e∫
1

x · 2 lnx
x

dx+

+∞∫
1

x · 0dx = 2

e∫
1

lnxdx =

= 2

x lnx

∣∣∣∣e
1

−
e∫

1

xd lnx

 = 2

e− 0−
e∫

1

x · 1
x
dx

 = 2

e−
e∫

1

dx

 = 2(e− e+ 1) = 2.
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Äèñïåðñèþ ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (5), âû÷èñëèâ ïðåäâàðèòåëüíî M(X2).

M(X2) =

e∫
1

x2
2 lnx

x
dx =

e∫
1

2x lnxdx =

e∫
1

lnxdx2 = x2 lnx

∣∣∣∣e
1

−
e∫

1

x2d lnx =

= e2 − 0−
e∫

1

x2 · 1
x
dx = e2 −

e∫
1

xdx = e2 − x2

2

∣∣∣∣e
1

= e2 − 1

2
(e2 − 1) =

1

2
(e2 + 1).

Òîãäà

D(X) =
1

2
(e2 + 1)− 22 =

1

2
(e2 − 7).

Çàìå÷àíèå. Åñëè àññîöèèðîâàòü âåðîÿòíîñòü ñ ìàññîé, òî, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë (2), (3),
äèñïåðñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ââåäåì îïðåäåëåíèå äðóãèõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ, êîòî-
ðûå íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿõ. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì
ïîðÿäêà r, r ∈ N ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (X−M(X))r. Äëÿ öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå νr. Òàêèì îáðà-
çîì,

νr = M ((X −M(X))r) .

Â ÷àñòíîñòè, ν2 = D(X), ò. å. äèñïåðñèÿ � ýòî öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû.

3. Õàðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çäåñü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé îò íèõ ñóùåñòâóþò.
Ïóñòü X è Y � äâå äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå 1. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî cov(X,Y ),

êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå1

cov(X,Y ) = M((X −mX)(Y −mY )). (1)

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1) � 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ïóíêò 1), ìû ïîëó÷èì:

cov(X,Y ) = M(XY−mXY−mY X+mXmY ) = mXY −mXmY −mY mX+mXmY = mXY −mXmY .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè ìû, êðîìå (1), ìîæåì òàêæå èñïîëüçîâàòü è
ôîðìóëó

cov(X,Y ) = mXY −mXmY . (2)

Åñëè X è Y � äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

xk \ yl y1 y2 . . . yn . . .

x1 p11 p12 . . . p1n . . .

x2 p21 p22 . . . p2n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm pm1 pm2 . . . pmn . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

, (3)

òî, êàê ñëåäóåò èç (1) è (2), êîâàðèàöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

cov(X,Y ) =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(xk −mX)(yl −mY )pkl

èëè ôîðìóëå

cov(X,Y ) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

xkylpkl −mXmY . (4)

1Â ýòîì ïóíêòå ìû äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ mX è σX äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.



71

Åñëè æå X è Y � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è p(x, y) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ), òî

cov(X,Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−mX)(y −mY )p(x, y)dxdy

èëè

cov(X,Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyp(x, y)dxdy −mXmY . (5)

Èçó÷èì ñâîéñòâà êîâàðèàöèè.
1). Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà c

cov(cX, Y ) = cov(X, cY ) = c cov(X,Y ).

Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1) è ñâîéñòâà 2) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
2). Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y, Z ñ îäèíàêîâûì òèïîì ðàñïðåäåëåíèÿ

cov(X + Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z).

Ïðîâåðèì ýòî ñâîéñòâî, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó (2) è ñâîéñòâî 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

cov(X + Y, Z) = m(X+Y )Z −mX+Y mZ = mXZ +mY Z − (mXmZ +mY mZ) =

= (mXZ −mXmZ) + (mY Z −mY mZ) = cov(X,Z) + cov(Y,Z).

3). Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî cov(X,Y ) = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå (2) è ñâîéñòâó 4) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

cov(X,Y ) = mXY −mXmY = mXmY −mXmY = 0.

4). Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y íå ïðåâûøàåò ïðîèçâåäå-
íèÿ èõ ñðåäíèõ êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé:

| cov(X,Y )| ≤ σXσY .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì ñâîéñòâî 3) äèñïåðñèè (ïóíêò 2) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå

Y − λX,

ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî:

D(Y − λX) = D(Y )− 2M((Y −M(Y ))(λX −M(λX))) +D(λX).

Îòñþäà, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî 2) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ìû íàõîäèì:

D(Y − λX) = D(Y )− 2λM((Y −M(Y ))(X −M(X))) + λ2D(X) =

= D(Y )− 2λ cov(X,Y ) + λ2D(X) = σ2
Y − 2λ cov(X,Y ) + λ2σ2

X .

Äèñïåðñèÿ íåîòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì λ

D(Y − λX) = σ2
Y − 2λ cov(X,Y ) + λ2σ2

X ≥ 0, (6)

÷òî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

σ2
Y − 2λ cov(X,Y ) + λ2σ2

X = 0

íåïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

4 cov2(X,Y )− 4σ2
Xσ2

Y ≤ 0 ⇐⇒ | cov(X,Y )| ≤ σXσY .

Èç ñâîéñòâà 3) êîâàðèàöèè ñëåäóåò, ÷òî, åñëè cov(X,Y ) ̸= 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y
çàâèñèìû. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòåïåíè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè,
ââåäåì åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîâàðèàöèþ.
Îïðåäåëåíèå 2. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρ(X,Y ) è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )

σXσY
.
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Óñòàíîâèì ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.
1). |ρ(X,Y )| ≤ 1.
Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè è ñâîéñòâà 4) êîâàðèà-

öèè.
2). Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ρ(X,Y ) = 0.
Ýòî ñëåäñòâèå ñâîéñòâà 3) êîâàðèàöèè.
3). Ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà
ρ(X,Y ) = ±1. (7)

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ëèíåéíî ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

Y = kX + b, k, b ∈ R.

Ââèäó (6) íåðàâåíñòâî

D(Y − λX) = σ2
Y − 2λ cov(X,Y ) + λ2σ2

X ≥ 0

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ λ. Ïî ñâîéñòâó 1) äèñïåðñèè D(Y − kX) = D(b) = 0.
Çíà÷èò, ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

σ2
Y − 2λ cov(X,Y ) + λ2σ2

X = 0, (8)

ñëåäîâàòåëüíî, åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ, ò. å.

4 cov2(X,Y )− 4σ2
Xσ2

Y = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (7).
Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (7). Òîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(8) ðàâåí íóëþ è äëÿ åãî åäèíñòâåííîãî êîðíÿ λ = k ìû èìååì D(Y − kX) = 0. Òîãäà ïî
ñâîéñòâó 1) äèñïåðñèè Y − kX = b, b ∈ R ⇐⇒ Y = kX + b. Ñ â î é ñ ò â î 4) ä î ê à ç à í î.
Íàéäåì âåëè÷èíû k è b ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå (7). Êîýôôèöèåíò k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ (8), â êîòîðîì cov(X,Y ) = ±σXσY . Òîãäà èç (8)

k = ±σY
σX

.

Òàê êàê b = Y−kX, òîM(b) = M(Y−kX) è ïî ñâîéñòâàì 1) � 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ b =
mY −kmX . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7), òî ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
X è Y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Y = ±σY
σX

(X −mX) +mY .

Ïðèìåð 1. Â ïåðâîé óðíå íàõîäÿòñÿ äâà áåëûõ øàðà è òðè ÷åðíûõ, âî âòîðîé � äâà áåëûõ
è äâà ÷åðíûõ øàðà. Âûáðàñûâàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Åñëè ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷åòíî,
òî èç ïåðâîé óðíû íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ äâà øàðà, åñëè ÷åòíî, òî äâà øàðà èçâëåêàþòñÿ èç
âòîðîé óðíû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X � èíäèêàòîð ÷åòíîñòè âûïàâøèõ î÷êîâ,
ò.å. X = 1, åñëè ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ÷åòíî, è X = 0, åñëè îíî íå÷åòíî è Y � ÷èñëî áåëûõ
øàðîâ ñðåäè äâóõ èçâëå÷åííûõ èç óðíû. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ýòèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ). Ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà X ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ x1 = 0, x2 = 1, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y � òðè çíà÷åíèÿ
y1 = 0, y2 = 1, y3 = 2. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé
óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (�3).

p11 =
3

6
· 3
5
· 2
4
=

3

20
, p12 =

3

6
· 2 · 2

5
· 3
4
=

3

10
, p13 =

3

6
· 2
5
· 1
4
=

1

20
,

p21 =
3

6
· 2
4
· 1
3
=

1

12
, p22 =

3

6
· 2 · 2

4
· 2
3
=

1

3
, p13 =

3

6
· 2
4
· 1
3
=

1

12
.
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Çàïèøåì íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå â òàáëèöó:

xk \ yl 0 1 2

0
3

20

3

10

1

20

1
1

12

1

3

1

12
Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y. Î÷åâèäíî,

p1· = p2· =
1

2
,

à ïî ôîðìóëå (13) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà

p·1 =
3

20
+

1

12
=

7

30
, p·2 =

3

10
+

1

3
=

19

30
, p·3 =

1

20
+

1

12
=

2

15
.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ:

xk 0 1

pk·
1

2

1

2

;
yl 0 1 2

p·l
7

30

19

30

2

15

.

Âû÷èñëèì èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1)
ïóíêòà 1 è ôîðìóëîé (4) ïóíêòà 2.

mX = 0 · 1
2
+ 1 · 1

2
=

1

2
, D(X) = 02 · 1

2
+ 12 · 1

2
− 1

4
=

1

4
, σX =

1

2
;

mY = 0 · 7

30
+ 1 · 19

30
+ 2 · 2

15
=

9

10
, D(X) = 02 · 7

30
+ 12 · 19

30
+ 22 · 2

15
− 81

100
=

107

300
, σY =

√
321

30
.

Íàéäåì êîâàðèàöèþ ïî ôîðìóëå (4):

cov(X,Y ) = 0 · 0 · 3

20
+ 0 · 1 · 3

10
+ 0 · 2 · 1

20
+ 1 · 0 · 1

12
+ 1 · 1 · 1

3
+ 1 · 2 · 1

12
− 1

2
· 9

10
=

1

20
.

Òîãäà èñêîìûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí

ρ(X,Y ) =

1

20
1

2
·
√
321

30

=
3√
321

.

Ïðèìåð 2. Íàéòè êîâàðèàöèþ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ïðèìåðà 4 ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà.
Ðåøåíèå. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y è ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà (X,Y ) ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

pX(x) =


2

3
(2− x), 0 ≤ x ≤ 1;

0, x /∈ [0, 1];
pY (y) =


1

3
(5− 4y), 0 ≤ y ≤ 1;

0, y /∈ [0, 1];

p(x, y) =


2

3
(3− x− 2y), (x, y) ∈ ([0, 1], [0, 1]);

0, (x, y) /∈ ([0, 1], [0, 1]).

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìó-
ëîé (2) ïóíêòà 1.

mX =

1∫
0

x · 2
3
(2− x)dx =

2

3

1∫
0

(2x− x2)dx =
2

3

(
x2 − x3

3

) ∣∣∣∣1
0

=
4

9
;

mY =

1∫
0

y · 1
3
(5− 4y)dy =

1

3

1∫
0

(5y − 4y2)dy =
1

3

(
5y2

2
− 4y3

3

) ∣∣∣∣1
0

=
7

18
.
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Êîâàðèàöèþ íàéäåì ïî ôîðìóëå (5). Ïîñêîëüêó
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

xyp(x, y)dxdy =

∫∫
Π11

xy · 2
3
(3− x− 2y)dxdy =

2

3

1∫
0

xdx

1∫
0

((3− x)y − 2y2)dy =

=
2

3

1∫
0

x

(
(3− x)

y2

2
− 2y3

3

) ∣∣∣∣1
0

dx =
2

3

1∫
0

x · 5− 3x

6
dx =

=
1

9

1∫
0

(5x− 3x2)dx =
1

9

(
5x2

2
− x3

) ∣∣∣∣1
0

=
1

6
,

òî

cov(X,Y ) =
1

6
− 4

9
· 7

18
= − 1

162
.

Åñëè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y

ρ(X,Y ) = 0,

òî îíè íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. Êàê ìû óáåäèëèñü âûøå (ñâîéñòâî 2)), äëÿ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí íóëþ è, çíà÷èò, îíè íåêîððåëèðîâà-
íû. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî, ò. å., åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåêîððåëèðîâàíû, òî ýòî
íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïðèìåðîì.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà (X,Y ) ðàâíà

p(x, y) =

{
a, x2 + y2 ≤ 1;

0, x2 + y2 > 1,

ãäå a � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåêîððåëè-
ðîâàíû, íî çàâèñèìû.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ïîñòîÿííóþ a, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 1′) ïëîòíîñòè (�5):

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

p(x, y)dxdy =

∫∫
x2+y2≤1

adxdy = aS = πa = 1 =⇒ a =
1

π
.

Ïî ïåðâîé èç ôîðìóë (20) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà pX(x) = 0, åñëè |x| > 1. Åñëè æå |x| ≤ 1,
òî

pX(x) =

√
1−x2∫

−
√
1−x2

1

π
dy =

1

π
y

∣∣∣∣
√
1−x2

−
√
1−x2

=
2

π

√
1− x2.

Òàêèì îáðàçîì,

pX(x) =


2

π

√
1− x2, |x| ≤ 1;

0, |x| > 1.

Òîãäà ââèäó ñèììåòðèè

pY (y) =


2

π

√
1− y2, |y| ≤ 1;

0, |y| > 1.

Ïîñêîëüêó â êðóãå x2 + y2 ≤ 1

1

π
= p(x, y) ̸= pX(x)pY (y) =

(
2

π

)2√
1− x2 ·

√
1− y2,

òî äàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàâèñèìû.
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Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíê-
öèÿìè, ïîýòîìó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ mX è mY ðàâíû íóëþ. Ââèäó íå÷åòíîñòè ôóíêöèè xy ïî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyp(x, y)dxdy =

∫∫
x2+y2≤1

1

π
xydxdy = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (5) cov(X,Y ) = 0, à, çíà÷èò, è ρ(X,Y ) = 0, ò. å. ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû X è Y íåêîððåëèðîâàíû.
Íàðÿäó ñ êîâàðèàöèåé è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè äëÿ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó-

÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå è óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü X è Y � äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå (3). Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè óñëîâèè, ÷òî Y ïðèíÿëà îäíî èç
ñâîèõ çíà÷åíèé yl, l = 1, 2, . . . , n, . . . . Îáîçíà÷èì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (X = xk|Y = yl), k =
1, 2, . . . ,m, . . . ÷åðåç pk·|yl . Ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (X = xk, Y = yl) = P (Y = yl)P (X = xk|Y = yl) ⇐⇒ pkl = p·lpk·|yl .

Ñëåäîâàòåëüíî,

pk·|yl =
pkl
p·l

, k = 1, 2, . . . ,m, . . . . (9)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíÿëà ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå xk, k = 1, 2, . . . ,m, . . . , òî, êàê
è âûøå, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p·l|xk

= P (Y = yl|X = xk) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p·l|xk
=

pkl
pk·

, l = 1, 2, . . . , n, . . . . (10)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî X è Y � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è p(x, y) � ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ), à F (x, y) � åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(x|y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíÿëà ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå y. Ïóñòü â òî÷êå (x, y) ïëîòíîñòü p(x, y)
íåïðåðûâíà, à ïëîòíîñòü pY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïîëîæèòåëüíà. Ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ∆y

P (X < x, y ≤ Y < y +∆y) = P (y ≤ Y < y +∆y)P (X < x|y ≤ Y < y +∆y),

ñëåäîâàòåëüíî,

P (X < x|y ≤ Y < y +∆y) =
P (X < x, y ≤ Y < y +∆y)

P (y ≤ Y < y +∆y)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lim
∆y→0

P (X < x, y ≤ Y < y +∆y)

∆y
= lim

∆y→0

F (x, y +∆y)− F (x, y)

∆y
= F ′

y(x, y),

lim
∆y→0

P (y ≤ Y < y +∆y)

∆y
= lim

∆y→0

FY (y +∆y)− FY (y)

∆y
= F ′

Y (y) = pY (y),

ìû íàéäåì:

FX(x|y) = lim
∆y→0

P (X < x|y ≤ Y < y +∆y) =

lim
∆y→0

P (X < x, y ≤ Y < y +∆y)

∆y

lim
∆y→0

P (y ≤ Y < y +∆y)

∆y

=
F ′
y(x, y)

pY (y)
.

Òîãäà

∂xFX(x|y) =
(
F ′
y(x, y)

pY (y)

)′

x

=
F ′′
yx(x, y)

pY (y)
=

p(x, y)

pY (y)
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è, ñòàëî áûòü, ïëîòíîñòü pX(x|y) = ∂xFX(x|y) óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X ðàâíà

pX(x|y) = p(x, y)

pY (y)
. (11)

Àíàëîãè÷íî, ïëîòíîñòü pY (y|x) óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, åñëè ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà X ïðèíÿëà ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå x ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
. (12)

Êîëü ñêîðî ìû óìååì íàõîäèòü óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìû ñìîæåì íàéòè è èõ ÷èñëî-
âûå õàðàêòåðèñòèêè, â ÷àñòíîñòè, óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Äëÿ íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

M(X|Y = y) =

+∞∫
−∞

xpX(x|y)dx, M(Y |X = x) =

+∞∫
−∞

ypY (y|x)dy. (13)

Ôóíêöèè x = M(X|Y = y) è y = M(Y |X = x) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè ðåãðåññèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàôèêè ôóíêöèé ðåãðåññèè íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè ðåãðåññèè.
Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿ ðåãðåññèè � ýòî êðèâàÿ, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.
Ïðèìåð 4. Ïóñòü X è Y � äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç ïðèìåðà 1. Íàéòè óñëîâíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(X|Y = 2) è M(Y |X = 0).
Ðåøåíèå. Çäåñü

xk \ yl 0 1 2

0
3

20

3

10

1

20

1
1

12

1

3

1

12

;

xk 0 1

pk·
1

2

1

2

;
yl 0 1 2

p·l
7

30

19

30

2

15

.

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (9) è (10), óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX, åñëè
Y = 2 è óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, åñëè X = 0 :

xk 0 1

pk·|2
3

8

5

8

;
yl 0 1 2

p·l|0
3

10

3

5

1

10

.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1) èç ïóíêòà 1

M(X|Y = 2) = 0 · 3
8
+ 1 · 5

8
=

5

8
; M(Y |X = 0) = 0 · 3

10
+ 1 · 3

5
+ 2 · 1

10
=

4

5
.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ëèíèè ðåãðåññèè äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ïðèìåðà 4
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
Ðåøåíèå. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

pX(x) =


2

3
(2− x), 0 ≤ x ≤ 1;

0, x /∈ [0, 1];
pY (y) =


1

3
(5− 4y), 0 ≤ y ≤ 1;

0, y /∈ [0, 1];

p(x, y) =


2

3
(3− x− 2y), (x, y) ∈ ([0, 1], [0, 1]);

0, (x, y) /∈ ([0, 1], [0, 1]).
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Çàïèøåì ïëîòíîñòè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî ôîðìóëàì (11) è (12):

pX(x|y) =


2(3− x− 2y)

5− 4y
, (x, y) ∈ ([0, 1], [0, 1]);

0, (x, y) /∈ ([0, 1], [0, 1]);

pY (y|x) =


3− x− 2y

2− x
, (x, y) ∈ ([0, 1], [0, 1]);

0, (x, y) /∈ ([0, 1], [0, 1]).

Òîãäà ïî ôîðìóëàì (13) ïðè y ∈ [0, 1]

M(X|Y = y) =

1∫
0

x · 2(3− x− 2y)

5− 4y
dx =

2

5− 4y

1∫
0

(3x− x2 − 2xy)dx =

=
2

5− 4y

(
3x2

2
− x3

3
− x2y

) ∣∣∣∣1
0

=
2

5− 4y

(
3

2
− 1

3
− y

)
=

7− 6y

3(5− 4y)
=

1

2
+

1

6(4y − 5)
.

Çíà÷èò, óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

x =
1

2
+

1

6(4y − 5)
, y ∈ [0, 1].

Àíàëîãè÷íî, ïðè x ∈ [0, 1]

M(Y |X = x) =

1∫
0

y · 3− x− 2y

2− x
dy =

1

2− x

1∫
0

(3y − xy − 2y2)dy =

=
1

2− x

(
3y2

2
− xy2

2
− 2y3

3

) ∣∣∣∣1
0

=
1

2− x

(
3

2
− x

2
− 2

3

)
=

5− 3x

6(2− x)
=

1

2
+

1

6(x− 2)
è, òåì ñàìûì,

y =
1

2
+

1

6(x− 2)
, x ∈ [0, 1]

� óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè ðåãðåññèè ýòèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ äóãàìè ãèïåðáîë íà îòðåçêå [0, 1] :

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

O

y=M HYÈX=xL

x=M HX ÈY=yL

�7. Íåêîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿõ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

1. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
a). Ðàñïðåäåëåíèå èíäèêàòîðà.
Èíäèêàòîðîì IA ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p = P (A) > 0, åñëè ñîáûòèå ïðîèçîøëî è çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1−p,
åñëè ñîáûòèå íå ïðîèçîøëî. Òàêèì îáðàçîì, èíäèêàòîð èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xk 0 1
pk q p

.
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Íàéäåì åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ïî ôîðìóëàì (1), ïóíêò 1 è (4), ïóíêò 2 ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà.

M(IA) = 0 · q + 1 · p = p, D(IA) = 02 · q + 12 · p− p2 = p− p2 = pq, σ(IA) =
√
pq.

Ñòàëî áûòü, äëÿ èíäèêàòîðà

M(IA) = p, D(IA) = pq, σ(IA) =
√
pq. (1)

Ìîäà èíäèêàòîðà ðàâíà åãî çíà÷åíèþ, äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòåé p
è q. Ñëåäîâàòåëüíî,

Mo(IA) =


0, p ≤ 1

2
;

1, p ≥ 1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 1
2 ìîäà ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ.

Íàéäåì ìåäèàíó èíäèêàòîðà. Äëÿ íåãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

F (x) =


0, x ≤ 0;

q, 0 < x ≤ 1;

1, x > 1.

Çíà÷èò, F (+0) = q è ïîñêîëüêó q ≥ 1
2 ïðè p ≤ 1

2 , òî ïî îïðåäåëåíèþ ìåäèàíû

Me(IA) =


0, p ≤ 1

2
;

1, p >
1

2
.

b). Ñõåìà Áåðíóëëè (áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå).
Ïóñòü â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç n âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæ-

äîì èç êîòîðûõ íåêîòîðîå ñîáûòèå A ìîæåò ïðîèçîéòè ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ
p = P (A) > 0. Âñå ýêñïåðèìåíòû ñåðèè ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè, ò. å. èñõîä êàæ-
äîãî èç íèõ íå çàâèñèò îò èñõîäîâ âñåõ ïðåäûäóùèõ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X,
ðàâíóþ ÷èñëó ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ìû è íàçîâåì ñõåìîé Áåðíóëëè èëè áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ñõåìû
Áåðíóëëè èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå B(n, p). Î÷åâèäíî, ñõåìó Áåðíóëëè ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ èíäèêàòîðîâ IA.
ßñíî, ÷òî â ñõåìå Áåðíóëëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ 0, 1, . . . , n. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ k èç ýòîãî äèàïàçîíà, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(k). Åñëè X = k, òî â äàííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñîáûòèå A ïðîèçî-
øëî k ðàç è n− k ðàç íå ïðîèçîøëî. Âñåãî ñóùåñòâóåò Ck

n òàêèõ âîçìîæíûõ è èñêëþ÷àþùèõ
äðóã äðóãà êîìáèíàöèé è âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè êàæäîé èç íèõ ââèäó íåçàâèñèìîñòè ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñåðèè ðàâíà pkqn−k, ãäå q = 1 − p. Òîãäà ïî òðåòüåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
(�2)

Pn(k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, . . . , n. (2)

Ðàâåíñòâî (2) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áåðíóëëè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îíà íå âñåãäà óäîáíà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ n è ìàëûõ p. Íèæå ìû íàéäåì áîëåå
óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè. Çàïèøåì
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â òàáëèöó:

xk 0 1 . . . k . . . n

pk qn C1
npq

n−1 . . . Ck
np

kqn−k . . . pn
.

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè. Ïðîùå âñåãî ýòî
ñäåëàòü, åñëè ïðåäñòàâèòü åå, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, â âèäå ñóììû n íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûõ èíäèêàòîðîâ IA. Òîãäà ïî ôîðìóëàì (1) è ñâîéñòâàì 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè (�6)

M(X) = np, D(X) = npq, σ(X) =
√
npq. (3)
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Âû÷èñëèì ìîäó ñõåìû Áåðíóëëè. Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè

Pn(k + 1)

Pn(k)
=

Ck+1
n pk+1qn−k−1

Ck
np

kqn−k
=

n·(n−1)·...·(n−k)
(k+1)!

n·(n−1)·...·(n−k+1)
k!

· p
q
=

n− k

k + 1
· p
q
.

Òîãäà Pn(k + 1) > Pn(k) ïðè (n − k)p > (k + 1)q ⇐⇒ k < np − q, Pn(k + 1) < Pn(k), åñëè
k > np− q è Pn(k+1) = Pn(k) ïðè k = np− q. Çíà÷èò, åñëè ÷èñëî np− q íåöåëîå, òî ìàêñèìóì
âåðîÿòíîñòåé Pn(k) äîñòèãàåòñÿ ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè k, çàêëþ÷åííîì ìåæäó ÷èñëàìè
np− q è np− q+ 1 = np+ p. Åñëè æå ÷èñëî np− q öåëîå, òî óêàçàííûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ
ïðè k = np− q è k = np+ p. Òàêèì îáðàçîì, ìîäà ñõåìû Áåðíóëëè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå1

Mo(X) =

{
[np+ p], np− q /∈ Z;

np− q èëè np+ p, np− q ∈ Z.
(4)

Èç ôîðìóë (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ìîäà, ò. å. íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå, ðàñïîëàãàåòñÿ â
íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ M(X) = np.
Ïîëó÷èòü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ìåäèàíû ñõåìû Áåðíóëëè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Åå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî îïðåäåëåíèþ, ñêëàäûâàÿ âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.
Ïðèìåð 1. Ñòðåëîê ïðîèçâîäèò ñåðèþ íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü

ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ïîñòîÿííà è áîëüøå 0,5. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü îäíîãî
ïîïàäàíèÿ ïðè äâóõ âûñòðåëàõ ðàâíà 0,42. Íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ïîïàäàíèé ïðè
øåñòè âûñòðåëàõ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåðîÿòíîñòü.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàâíàÿ ÷èñëó ïîïàäàíèé ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà âû-

ñòðåëîâ ðàñïðåäåëåíà ïî ñõåìå Áåðíóëëè. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü p ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðå-
ëå, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïî óñëîâèþ P2(1) = 0,42. Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè P2(1) = C1

2pq = 2p(1−p)
è, çíà÷èò, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ 2p(1− p) = 0,42 ⇐⇒ p2 − p+ 0,21 = 0.
Åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 0,3 è 0,7. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è p > 0,5, ñëåäîâàòåëüíî, p = 0,7.
Íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ïîïàäàíèé ïðè øåñòè âûñòðåëàõ ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (4):

Mo(X) = [6 · 0,7 + 0,7] = [4,9] = 4.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè

P6(4) = C4
6 · 0,74 · 0,32 = 6 · 5 · 4 · 3

4!
· 0,74 · 0,32 = 15 · 0,74 · 0,32 = 0,324135.

c). Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.
Ðàññìîòðèì ñõåìó Áåðíóëëè B(n, p), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî n ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè ìîæåò

áûòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèì, à ñðåäíåå çíà÷åíèå np ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå λ > 0.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X ìû è íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà.
Çäåñü p = λ/n → 0 ïðè n → ∞, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà íàçûâàþò èíîãäà çàêîíîì
ðåäêèõ ÿâëåíèé.
Î÷åâèäíî, âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ÿâëÿþòñÿ âñå öåëûå íåîòðèöà-

òåëüíûå ÷èñëà 0, 1, 2, . . . . Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà k èç ýòîãî ìíîæåñòâà íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ
åìó âåðîÿòíîñòü, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç P (k). Ýòó âåðîÿòíîñòü ìû âû÷èñëèì ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì â ôîðìóëå Áåðíóëëè ïðè n → ∞, ó÷èòûâàÿ, ÷òî p = λ/n, q = 1− λ/n :

P (k) = lim
n→∞

Pn(k) = lim
n→∞

Ck
np

kqn−k = lim
n→∞

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=

=
λk

k!
lim
n→∞

n

n
· n− 1

n
· . . . · n− k + 1

n

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k

=

=
λk

k!
lim
n→∞

(
1− λ

n

)n

=
λk

k!
lim
n→∞

((
(1− λ

n

)−n
λ

)−λ

=
λk

k!
e−λ.

1Çäåñü, êàê è ðàíüøå, ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [·] äëÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà.
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Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Ïóàññîíà:

P (k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . .

Îíà ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè:

Pn(k) ≈ P (k), k = 0, 1, . . . , n.

Â òàáëè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk 0 1 2 . . . k . . .

pk e−λ λe−λ λ2

2
e−λ . . .

λk

k!
e−λ . . .

.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà òàêæå ïðîùå âñåãî ïîëó-
÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â ôîðìóëàõ (3). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî

lim
n→∞

npq = lim
n→∞

λ

(
1− λ

n

)
= λ,

ìû íàõîäèì:
M(X) = D(X) = λ, σ(X) =

√
λ.

Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, êàê è âûøå äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè, ìû íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîäû ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

Mo(X) =

{
[λ], λ /∈ Z;

λ− 1 èëè λ, λ ∈ Z.

Ïðèìåð 2. Íà âûñîêîòî÷íîì ïðîèçâîäñòâå áðàê ñîñòàâëÿåò 0,05%. Ïðîâîäèòñÿ êîíòðîëü-
íàÿ ïðîâåðêà òûñÿ÷è èçäåëèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè èçäåëèé èìåþòñÿ áðàêî-
âàííûå, íî èõ êîëè÷åñòâî íå ïðåâîñõîäèò òðåõ.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X, ðàâíóþ ÷èñëó áðàêîâàííûõ èçäåëèé ñðåäè

ïðîâåðÿåìûõ. Îíà ðàñïðåäåëåíà ïî ñõåìå Áåðíóëëè, â êîòîðîé n = 1000, p = 0,0005. Òîãäà
èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (1 ≤ X ≤ 3) = P1000(1) + P1000(2) + P1000(3).

Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè1

P1000(1) = C1
1000 · 0,0005 · 0,9995999 = 0,5 · 0,9995999 = 0,303379;

P1000(2) = C2
1000 · 0,00052 · 0,9995998 = 500 · 999 · 0,00052 · 0,9995998 = 0,0758068;

P1000(3) = C3
1000 · 0,00053 · 0,9995997 = 500 · 333 · 998 · 0,00053 · 0,9995997 = 0,0126155.

Òîãäà
P (1 ≤ X ≤ 3) = 0,303379 + 0,0758068 + 0,0126155 = 0,391801.

Âû÷èñëèì ýòó âåðîÿòíîñòü èíà÷å. Çäåñü n âåëèêî, à p ìàëî, ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè:

P1000(1) ≈ P (1) =
λ

1!
e−λ =

1

2
e−

1
2 ,

P1000(2) ≈ P (2) =
λ2

2!
e−λ =

1

8
e−

1
2 ,

P1000(3) ≈ P (3) =
λ3

3!
e−λ =

1

48
e−

1
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (1 ≤ X ≤ 3) ≈ 1

2
e−

1
2 +

1

8
e−

1
2 +

1

48
e−

1
2 =

31

48
e−

1
2 = 0,391718.

Èçó÷èì òåïåðü íåêîòîðûå âàæíûå â ïðèëîæåíèÿõ

1Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica.
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2. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
a). Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b], åñëè

åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîñòîÿííà íà äàííîì îòðåçêå, à âíå åãî ðàâíà
íóëþ. Îáîçíà÷èì ïîñòîÿííóþ ÷åðåç C è íàéäåì åå ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 1) ïëîòíîñòè (�5):

+∞∫
−∞

p(x)dx =

b∫
a

Cdx = Cx

∣∣∣∣b
a

= C(b− a) = 1 =⇒ C =
1

b− a
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

p(x) =


1

b− a
, x ∈ [a, b];

0, x /∈ [a, b].

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó (4) èç
ïàðàãðàôà 5. Î÷åâèäíî, ÷òî F (x) = 0 ïðè x < a. Åñëè x ∈ [a, b], òî

F (x) =

x∫
a

1

b− a
dz =

1

b− a
z

∣∣∣∣x
a

=
x− a

b− a
.

Íàêîíåö, åñëè x > b, òî

F (x) = F (b) +

x∫
b

0 dz = 1 + 0 = 1.

Òàêèì îáðàçîì,

F (x) =


0, x < a;

x− a

b− a
, x ∈ [a, b];

1, x > b.

Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [c, d] ⊆ [a, b]

P (c ≤ X ≤ d) = F (d)− F (c) =
d− a

b− a
− c− a

b− a
=

d− c

b− a
.

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ëþáîé
ïðîìåæóòîê, ðàñïîëîæåííûé íà îòðåçêå [a, b], ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ýòîãî ïðîìåæóòêà.
Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëüçóÿñü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ôîðìóëàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

M(X) =

b∫
a

x · 1

b− a
dx =

x2

2(b− a)

∣∣∣∣b
a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2
.

Ñòàëî áûòü,

M(X) =
a+ b

2
,

ò. å. ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà, íà êî-
òîðîì îíî çàäàíî.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè íàéäåì ïðåäâàðèòåëüíî M(X2) :

M(X2) =

b∫
a

x2 · 1

b− a
dx =

x3

3(b− a)

∣∣∣∣b
a

=
b3 − a3

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3
.

Òîãäà

D(X) = M(X2)−M2(X) =
a2 + ab+ b2

3
−
(
a+ b

2

)2

=
(b− a)2

12
.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

D(X) =
(b− a)2

12
, σ(X) =

b− a

2
√
3
.

Ìîäà ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò, î÷åâèäíî, ñ ëþáîé òî÷êîé îòðåçêà [a, b], à ìåäèàíà
� ñ ñåðåäèíîé ýòîãî îòðåçêà.
Çàìå÷àíèå. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â òåõ âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòàõ,

ãäå ãåíåðèðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ðàâíîâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ïðî-
ìåæóòêå ÷èñëîâîé îñè.
Ïðèìåð 1. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ àâòîáóñà � 20 ìèíóò. Âðåìÿ ïðèõîäà ïàññàæèðà íà îñòà-

íîâêó ðàâíîâîçìîæíî ëþáîå. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X � ñëó÷àéíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ïàññàæèðîì àâòîáóñà.
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è çäåñü óìåñòíî èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü

(�2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 20] âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ îêàæåòñÿ ìåíüøèì x
ðàâíà

P (X < x) =
x

20
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =


0, x < 0;
x

20
, x ∈ [0, 20];

1, x > 20

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ïîýòîìó ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

p(x) = F ′(x) =


1

20
, x ∈ [0, 20];

0, x /∈ [0, 20],

ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 20]. Òîãäà ïî ïðè-
âåäåííûì âûøå ôîðìóëàì

M(X) = 10; D(X) =
202

12
=

100

3
; σ(X) =

10√
3
; Mo(X) = x, x ∈ [0, 20]; Me(X) = 10.

b). Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì èëè ïîêàçàòåëüíûì, åñëè åãî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè,
ò. å. çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

p(x) =

{
µe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,

ãäå λ è µ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó λ è µ, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 1)
ïëîòíîñòè (�5):

+∞∫
−∞

p(x)dx =

+∞∫
0

µe−λx dx = −µ

λ

+∞∫
0

e−λx d(−λx) =

= −µ

λ
e−λx

∣∣∣∣+∞

0

= −µ

λ

(
lim

x→+∞
e−λx − 1

)
= −µ

λ
(0− 1) =

µ

λ
= 1.

Îòñþäà µ = λ è, òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæèòåëüíîì λ ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå èìååò ïëîòíîñòü

p(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,
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Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Ex(λ). Ñðåäè ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ïðèëîæåíèé ýêïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòìåòèì åãî ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòè-
÷åñêîé òåîðèè íàäåæíîñòè.
Îòûùåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ßñíî, ÷òî

F (x) = 0 ïðè x < 0. Åñëè æå x ≥ 0, òî

F (x) =

x∫
0

λe−λz dz = −
x∫

0

e−λz d(−λz) = − e−λz

∣∣∣∣x
0

= 1− e−λx.

Çíà÷èò,

F (x) =

{
1− e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

Çàéìåìñÿ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì è ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì:

M(Ex(λ)) =

+∞∫
0

x · λe−λxdx = −
+∞∫
0

xd(e−λx) = − xe−λx

∣∣∣∣+∞

0

+

+∞∫
0

e−λxdx =

= − lim
x→+∞

xe−λx − 0− 1

λ
e−λx

∣∣∣∣+∞

0

= − lim
x→+∞

x

eλx
− 1

λ

(
lim

x→+∞
e−λx − 1

)
=

= − lim
x→+∞

x′

(eλx)′
− 1

λ
(0− 1) = − lim

x→+∞

1

λeλx
+

1

λ
= 0 +

1

λ
=

1

λ
.

Èòàê, ñðåäíåå çíà÷åíèå äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî

M(Ex(λ)) =
1

λ
.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì è äèñïåðñèþ.

M(Ex2(λ)) =

+∞∫
0

x2 · λe−λxdx = −
+∞∫
0

x2d(e−λx) = − x2e−λx

∣∣∣∣+∞

0

+

+∞∫
0

e−λxdx2 =

= − lim
x→+∞

x2e−λx − 0 + 2

+∞∫
0

xe−λxdx = − lim
x→+∞

x2

eλx
+

2

λ

+∞∫
0

x · λe−λxdx =

= − lim
x→+∞

(x2)′

(eλx)′
+

2

λ
M(X) = − lim

x→+∞

2x

λeλx
+

2

λ2
=

= − lim
x→+∞

(2x)′

(λeλx)′
+

2

λ2
= − lim

x→+∞

2

λ2eλx
+

2

λ2
= 0 +

2

λ2
=

2

λ2
.

Çíà÷èò,

D(Ex(λ)) = M(Ex2(λ))−M2(Ex(λ)) =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

D(Ex(λ)) =
1

λ2
, σ(Ex(λ)) =

1

λ
.

Î÷åâèäíî, ïëîòíîñòü äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ðàâíîãî λ ïðè x = 0.
Ïîýòîìó

Mo(Ex(λ)) = 0.

Ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ F (x) = 1/2. Çíà÷èò,

1− e−λx =
1

2
=⇒ e−λx =

1

2
=⇒ x =

ln 2

λ
,

ò. å.

Me(Ex(λ)) =
ln 2

λ
.
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Ïðèìåð 2. Âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà áûòîâîé ðàäèîýëåêòðîíèêè èìååò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàðàáîòêà íà îòêàç, ò. å. ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû
ïðèáîðà, ñîñòàâëÿåò ïÿòü ëåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äî îòêàçà ïðèáîð ïðîðàáî-
òàåò îò ÷åòûðåõ äî ñåìè ëåò.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà ÷åðåç T. Ïî óñëîâèþ M(T ) = 5.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T = Ex(λ) è, çíà÷èò, M(T ) = 1/λ. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = 1/5 è ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T èìååò âèä

F (t) =

{
1− e−

t
5 , t ≥ 0;

0, t < 0.

Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (4 ≤ T ≤ 7) = F (7)− F (4) = 1− e−
7
5 − (1− e−

4
5 ) = e−

4
5 − e−

7
5 ≈ 0,2027.

c). Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

p(x) = Ae−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R,

ãäå m � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, A è σ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì èëè ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà. Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé A ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ m è σ. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì â èíòåãðàëå

+∞∫
−∞

p(x)dx = A

+∞∫
−∞

e−
(x−m)2

2σ2 dx

çàìåíó ïåðåìåííîé

z =
x−m

σ
. (1)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = σz +m, dx = σdz, ìû ïîëó÷èì
+∞∫

−∞

p(x)dx = Aσ

+∞∫
−∞

e−
z2

2 dz.

Â ãëàâå X, �2 ìû íàøëè çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà (ôîðìóëà (19)), èç êîòîðîãî ñëåäóåò,
÷òî

+∞∫
−∞

e−
x2

2 dx =
√
2π. (2)

Çíà÷èò, ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
+∞∫

−∞

p(x)dx = Aσ
√
2π = 1,

îòêóäà

A =
1

σ
√
2π

.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ

p(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R, (3)

çàâèñÿùóþ îò äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ m è σ > 0.
Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå N(m,σ).
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë

F (x) =

x∫
−∞

p(z)dz =
1

σ
√
2π

x∫
−∞

e−
(z−m)2

2σ2 dz,

êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è

åå ïðèëîæåíèÿõ. Ýòà ðîëü îáóñëîâëåíà òåì ôàêòîì, ÷òî ïîìèìî ïðÿìûõ åãî ïðèìåíåíèé (íà-
ïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ), íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ âàæíûõ â ïðèëîæåíèÿõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ýòîì ìû
óáåäèìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, ãäå áóäåì èçó÷àòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé.
Ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâîé èëè êðèâîé

Ãàóññà. Èç âûðàæåíèÿ (3) äëÿ ïëîòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé x = m, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå m, ðàâíîãî 1

σ
√
2π
, è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

x

pHxL

O m

1

Σ 2 Π

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ â èíòåãðàëå

M(N(m,σ)) =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =
1

σ
√
2π

+∞∫
−∞

xe−
(x−m)2

2σ2 dx

ìû ïðîâåäåì ïîäñòàíîâêó (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

M(N(m,σ)) =
1

σ
√
2π

+∞∫
−∞

(σz +m)e−
z2

2 σdz =
1√
2π

σ

+∞∫
−∞

ze−
z2

2 dz +m

+∞∫
−∞

e−
z2

2 dz

 .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
+∞∫

−∞

ze−
z2

2 dz = −
+∞∫

−∞

e−
z2

2 d

(
−z2

2

)
= − e−

z2

2

∣∣∣∣+∞

−∞
= − lim

z→+∞
e−

z2

2 + lim
z→−∞

e−
z2

2 = 0− 0 = 0

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2), ìû íàõîäèì:

M(N(m,σ)) =
1√
2π

(
0 +m

√
2π
)
= m,

Ñëåäîâàòåëüíî,
M(N(m,σ)) = m,

ò. å. ïàðàìåòð m íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå.
Íàéäåì äèñïåðñèþ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

D(N(m,σ)) =

+∞∫
−∞

(x−m)2p(x)dx =
1

σ
√
2π

+∞∫
−∞

(x−m)2e−
(x−m)2

2σ2 dx.
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Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (1) â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî
÷àñòÿì è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (2) è ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ:

D(N(m,σ)) =
1

σ
√
2π

+∞∫
−∞

σ2z2e−
z2

2 σdz =
σ2

√
2π

+∞∫
−∞

z2e−
z2

2 dz = − σ2

√
2π

+∞∫
−∞

zd

(
e−

z2

2

)
=

= − σ2

√
2π

ze−
z2

2

∣∣∣∣+∞

−∞
−

+∞∫
−∞

e−
z2

2 dz

 = − σ2

√
2π

(
2 lim
z→+∞

ze−
z2

2 −
√
2π

)
=

= − σ2

√
2π

2 lim
z→+∞

z′(
e

z2

2

)′ −√
2π

=− σ2

√
2π

(
2 lim
z→+∞

1

ze
z2

2

−
√
2π

)
=− σ2

√
2π

(
2 · 0−

√
2π
)
= σ2.

Çíà÷èò,
D(N(m,σ)) = σ2, σ(N(m,σ)) = σ

è, òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð σ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ñðåäíèì êâàäðàòè÷-
íûì îòêëîíåíèåì.
Èç ñèììåòðèè íîðìàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = m ñëåäóåò, ÷òî ìîäà è ìåäèàíà

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ åãî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ïðîìåæóòîê ÷èñëîâîé îñè, ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
z2

2 dz, x ∈ R,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàïëàñà. Àëüòåðíàòèâíûå íàçâàíèÿ: èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé,
ôóíêöèÿ îøèáîê. Ïåðå÷èñëèì åå ñâîéñòâà.
1). Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x Φ′(x) =
1√
2π

e−
x2

2 > 0.

2). Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà íå÷åòíà.
Â ñàìîì äåëå,

Φ(−x) =
1√
2π

−x∫
0

e−
z2

2 dz =

∣∣∣∣∣∣
z = −s,dz = −ds,

z = 0 =⇒ s = 0,

z = −x =⇒ s = x

∣∣∣∣∣∣ = − 1√
2π

x∫
0

e−
s2

2 ds = −Φ(x).

3). lim
x→±∞

Φ(x) = ±1

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (2) ââèäó ÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî
0∫

−∞

e−
x2

2 dx =

+∞∫
0

e−
x2

2 dx =

√
2π

2
.

Ïîýòîìó

lim
x→±∞

Φ(x) =
1√
2π

·

(
±
√
2π

2

)
= ±1

2
.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà áåðóòñÿ èç òàáëèö, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ëþáàÿ ñîâðåìåííàÿ ïðîãðàììà êîìïüþ-
òåðíîé ìàòåìàòèêè èìååò ôóíêöèþ Ëàïëàñà â êà÷åñòâå âñòðîåííîé. Íàïðèìåð, â ïðîãðàììå
Mathematica ôóíêöèÿ îøèáîê èìååò ñèíòàêñèñ Erf[z] è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

erf(z) =
2√
π

z∫
0

e−t2dt.
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Ïîýòîìó, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííóþ íàìè ôóíêöèþ Ëàïëàñà â ýòîé ïðîãðàììå, ìû
äîëæíû ïåðåîïðåäåëèòü â íåé ôóíêöèþ îøèáîê, íàïèñàâ ñëåäóþùèé êîä:

Φ[x_] :=
1

2
Erf

[
x√
2

]
.

Íàéäåì, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ëàïëàñà, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà îòðåçîê [a, b]. Ïî ôîðìóëå (5), �5

P (a ≤ X ≤ b) =
1

σ
√
2π

b∫
a

e−
(x−m)2

2σ2 dx.

Ïðîâåäåì â èíòåãðàëå âñå òó æå çàìåíó ïåðåìåííîé (1). Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòà çàìåíà

ïðåîáðàçóåò îòðåçîê [a, b] â îòðåçîê

[
a−m

σ
,
b−m

σ

]
, ìû ïîëó÷èì:

P (a ≤ X ≤ b) =
1

σ
√
2π

b−m
σ∫

a−m
σ

e−
z2

2 σdz =
1√
2π

 0∫
a−m
σ

e−
z2

2 dz +

b−m
σ∫

0

e−
z2

2 dz

 =

=
1√
2π

b−m
σ∫

0

e−
z2

2 dz − 1√
2π

a−m
σ∫

0

e−
z2

2 dz = Φ

(
b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

P (a ≤ X ≤ b) = Φ

(
b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

)
. (4)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4), âåðîÿòíîñòü ìîäóëÿ îòêëîíåíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ m íà çàäàííóþ âåëè÷èíó ε > 0.

P (|X −m| < ε) = P (m− ε < X < m+ ε) = Φ

(
(m+ ε)−m

σ

)
− Φ

(
(m− ε)−m

σ

)
=

= Φ
( ε
σ

)
− Φ

(
− ε

σ

)
= Φ

( ε
σ

)
+Φ

( ε
σ

)
= 2Φ

( ε
σ

)
.

Ñòàëî áûòü,

P (|X −m| < ε) = 2Φ
( ε
σ

)
. (5)

Èç (5) ïðè ε = 3σ ñëåäóåò, ÷òî

P (|X −m| < 3σ) = 2Φ(3) = 0,9973.

Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî òðåõ σ : ïðàêòè÷åñêè âñå çíà÷åíèÿ íîðìàëü-
íî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàêëþ÷åíû â èíòåðâàëå (m−3σ, m+3σ), ñèììåòðè÷-
íîì îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
Ïðèìåð 3. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà óäåðæàíèÿ âûñîòû ñàìîëåòîì ðàâíà +20ì, à ñëó-

÷àéíàÿ îøèáêà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíà è èìååò ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå 75ì. Äëÿ
ïîëåòà ñàìîëåòó îòâåäåí êîðèäîð âûñîòîé 100ì. ×åìó ðàâíû âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñàìî-
ëåò áóäåò ëåòåòü íèæå, âíóòðè è âûøå êîðèäîðà, åñëè ñàìîëåòó çàäàíà âûñîòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñåðåäèíå êîðèäîðà?
Ðåøåíèå. Âîçüìåì çà íà÷àëî îòñ÷åòà ñåðåäèíó êîðèäîðà. Ïî óñëîâèþ ñëó÷àéíàÿ îøèáêà X

óäåðæàíèÿ âûñîòû ñàìîëåòîì èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(20, 75). Òîãäà ïî ôîðìóëå
(4) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñàìîëåò áóäåò ëåòåòü âíóòðè îòâåäåííîãî åìó êîðèäîðà, ðàâíà

P (−50 ≤ X ≤ 50) = Φ

(
50− 20

75

)
− Φ

(
−50− 20

75

)
=

= Φ

(
2

5

)
+Φ

(
14

15

)
= 0,155422 + 0,324676 ≈ 0,4800.
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Àíàëîãè÷íî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñàìîëåò áóäåò ëåòåòü íèæå êîðèäîðà, ðàâíà

P (X < −50) = Φ

(
−50− 20

75

)
− Φ(−∞) = −Φ

(
14

15

)
+ 0,5 = 0,5− 0,324676 ≈ 0,1753.

Íàêîíåö, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñàìîëåò áóäåò ëåòåòü âûøå êîðèäîðà, ðàâíà

P (X > 50) = 1− (P (−50 ≤ X ≤ 50) + P (X < −50)) ≈ 1− (0,4800 + 0,1753) = 0,3447.

Ïðèìåð 4. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè ðàäèîëîêàòîðîì îòñóòñòâó-
åò, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
25ì, ðàâíà 0,5. Íàéòè ñðåäíþþ êâàäðàòè÷íóþ îøèáêó èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè è âåðîÿòíîñòü
îøèáêè, ëåæàùåé â ïðåäåëàõ îò −10ì äî +20ì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà
èçìåðåíèÿ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè. Îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå

N(0, σ). Ïî ôîðìóëå (5)

P (|X| < 25) = P (|X −m| < 25) = 2Φ

(
25

σ

)
= 0,5.

Òîãäà

Φ

(
25

σ

)
= 0,25

è, ïîñêîëüêó çíà÷åíèþ 0,25 ôóíêöèè Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâóåò àðãóìåíò 0,68, òî
25

σ
= 0,68,

îòêóäà ìû íàõîäèì ñðåäíþþ êâàäðàòè÷íóþ îøèáêó èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè

σ =
25

0,68
= 36,7647ì.

Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (4):

P (−10 ≤ X ≤ 20) = Φ

(
20− 0

36,7647

)
− Φ

(
−10− 0

36,7647

)
=

= Φ(0,544)− Φ(−0,272) = 0,2067 + 0,1071 = 0,3138.

�8. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé, âîç-
íèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èëè ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Åñëè â ðåçóëüòàòå ýòîãî íàëîæåíèÿ èçó÷àþòñÿ ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå
ñ âåðîÿòíîñòÿìè, áëèçêèìè ê åäèíèöå, òî òàêîãî ðîäà çàêîíîìåðíîñòè ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò çà-
êîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Â ðàçëè÷íûõ âåðñèÿõ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ðå÷ü èäåò îá
óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó.

1. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Òåîðåìà Áåðíóëëè

Äîêàæåì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â åãî êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå, ïðèíàäëåæàùåé Ï.Ë. ×å-
áûøåâó. Óñòàíîâèì ïðåäâàðèòåëüíî
Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé êîíå÷íóþ äèñïåð-

ñèþ, ïðè ëþáîì ε > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P (|X −M(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2
. (1)

Èíà÷å ãîâîðÿ, áîëüøîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìàëîâåðîÿò-
íî.
Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñíà÷àëà äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì

xk x1 x2 . . . xn . . .

pk p1 p2 . . . pn . . .
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aε ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó |xk −M(X)| ≥ ε. Ïî ôîðìóëå (2), ïóíêò 2, �6

D(X) =

∞∑
k=1

(xk −M(X))2 pk ≥
∑

xk∈Aε

(xk −M(X))2 pk ≥

≥
∑

xk∈Aε

ε2pk = ε2
∑

xk∈Aε

pk = ε2P (|X −M(X)| ≥ ε),

îòêóäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1).
Ïóñòü òåïåðü X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé p(x). Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x − M(X)| ≥ ε
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bε. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (3), ïóíêò 2, �6, ìû ïîëó÷èì:

D(X) =

+∞∫
−∞

(x−M(X))2 p(x)dx ≥
∫
Bε

(x−M(X))2 p(x)dx ≥

≥
∫
Bε

ε2p(x)dx = ε2
∫
Bε

p(x)dx = ε2P (|X −M(X)| ≥ ε).

Îòñþäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, èìååò ìåñòî òàêæå

è íåðàâåíñòâî

P (|X −M(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
. (2)

Â ñàìîì äåëå, P (|X − M(X)| < ε) = 1 − P (|X − M(X)| ≥ ε), îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (1), ìû è
ïîëó÷àåì (2).
Òåîðåìà ×åáûøåâà. Åñëè Xk, k ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íûå äèñïåðñèè, îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè îäíîé ïîëîæè-
òåëüíîé ïîñòîÿííîé, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε > 0

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

M(Xk)

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî
àðèôìåòè÷åñêîãî èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ,

÷òî
D(Xk) ≤ C, k ∈ N. (4)

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xk, k ∈ N ïîïàðíî íåçàâèñèìû, òî ïî ñâîéñòâàì 2) è 3)
äèñïåðñèè (�6, ïóíêò 2)

D

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
=

1

n2

n∑
k=1

D(Xk).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (4), ìû ïîëó÷àåì

D

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
≤ 1

n2

n∑
k=1

C =
C

n
.

Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2),

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

M(Xk)

∣∣∣∣∣ < ε

)
≥ 1−

D

(
1
n

n∑
k=1

Xk

)
ε2

≥ 1− C

ε2n
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è, ñòàëî áûòü, ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè n → ∞

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

M(Xk)

∣∣∣∣∣ < ε

)
≥ 1.

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü íå ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöû, òî îòñþäà è ñëåäóåò (3).
Ïðèìåíèì òåîðåìó ×åáûøåâà ê ñõåìå Áåðíóëëè, èçó÷åííîé â ïóíêòå 1 ïðåäûäóùåãî ïàðà-

ãðàôà. Ïóñòü m � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñõåìå Áåðíóëëè B(n, p), â êàæäîì èç

êîòîðûõ ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. Âåëè÷èíà
m

n
íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé íàñòóïëå-

íèÿ ñîáûòèÿ A.
Òåîðåìà Áåðíóëëè. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1,

ò.å. îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè ïðè áîëüøîì ÷èñëå
ýêñïåðèìåíòîâ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè
íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ èíäèêàòîðîâ Xk, k ∈ N, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè ñîáûòèå A
ïðîèçîøëî â ýêñïåðèìåíòå ñ íîìåðîì k, è çíà÷åíèå 0, åñëè îíî íå ïðîèçîøëî. Äëÿ ëþáîãî èç
èíäèêàòîðîâ

M(Xk) = p,D(Xk) = pq, k ∈ N.

Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (3), òàê êàê
n∑

k=1

Xk = m,

n∑
k=1

M(Xk) = np.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X =
m

n

M(X) = p, D(X) =
1

n2
· npq =

pq

n
,

òî èç íåðàâåíñòâà (2) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó âåðîÿòíîñòè ìîäóëÿ îòêëîíåíèÿ
îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ñîáûòèÿ îò âåðîÿòíîñòè åãî íàñòóïëåíèÿ íà çàäàííóþ âåëè÷èíó :

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ε

)
≥ 1− pq

ε2n
. (5)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî pq ≤ 1
4 äëÿ ëþáîãî p, òî èç (5) ñëåäóåò íåçàâèñÿùàÿ îò p îöåíêà îòêëîíåíèÿ:

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ε

)
≥ 1− 1

4ε2n
.

Òåîðåìà Áåðíóëëè ñëóæèòòåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ýìïèðè÷åñêîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, êîãäà çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè ïðèíèìàþò
îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ:

P (A) = p ≈ m

n
.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ðàç ñëåäóåò âûáðîñèòü èãðàëüíóþ êîñòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ìîäóëÿ
îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû âûïàäåíèÿ øåñòåðêè îò âåðîÿòíîñòè åå âûïàäåíèÿ íà
âåëè÷èíó ε = 0,01, áûëà íå ìåíüøå 0,5?
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (5) ïðè p = 1

6 , q = 5
6 , ε = 0,01 :

1− pq

ε2n
≥ 0,5 ⇐⇒ 1−

1
6 · 5

6

0,012n
≥ 0,5 ⇐⇒ n ≥ 25000

9
= 2777

7

9
.

Òàêèì îáðàçîì,

P

(∣∣∣∣mn − 1

6

∣∣∣∣ < 0,01

)
≥ 0,5

ïðè n ≥ 2778.
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2. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ôîðìóëû Ëàïëàñà

Ìû ïðèâåäåì çäåñü óïðîùåííóþ ôîðìóëèðîâêó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû À.Ì. Ëÿ-
ïóíîâà.
Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xk, k ∈ N íåçàâèñèìû, îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåíû, èìåþò êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå
äèñïåðñèè. Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R

lim
n→∞

P

(
Yn −M(Yn)

σ(Yn)
< x

)
=

1√
2π

x∫
−∞

e−
z2

2 dz, (1)

ãäå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ∈ N

Yn =
n∑

k=1

Xk, M(Yn) =
n∑

k=1

M(Xk), σ(Yn) =
√

D(Yn) =

√√√√ n∑
k=1

D(Xk).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøîì n ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Yn −M(Yn)

σ(Yn)

ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì N(0, 1).
Ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòûùåòñÿ íîìåð nε, íà÷èíàÿ ñ

êîòîðîãî ∣∣∣∣∣∣P
(
Yn −M(Yn)

σ(Yn)
< x

)
− 1√

2π

x∫
−∞

e−
z2

2 dz

∣∣∣∣∣∣ < ε

ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x = y−M(Yn)
σ(Yn)

, y ∈ R∣∣∣∣∣∣∣∣P
(
Yn −M(Yn)

σ(Yn)
<

y −M(Yn)

σ(Yn)

)
− 1√

2π

y−M(Yn)
σ(Yn)∫
−∞

e−
z2

2 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε (2)

Ïðîâåäåì â èíòåãðàëå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ïîäñòàíîâêó

z =
s−M(Yn)

σ(Yn)
.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dz =
ds

σ(Yn)
è s → −∞ ïðè z → −∞, s = y ïðè z =

y −M(Yn)

σ(Yn)
,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (2) â âèäå∣∣∣∣∣∣P (Yn < y)− 1

σ(Yn)
√
2π

y∫
−∞

e
− (s−M(Yn))2

2σ2(Yn) ds

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ïî y ∈ R

lim
n→∞

P (Yn < y)− 1

σ(Yn)
√
2π

y∫
−∞

e
− (s−M(Yn))2

2σ2(Yn) ds

 = 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ïðè áîëüøîì n ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yn ñêîëü óãîä-
íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå N(M(Yn), σ(Yn)). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (1) ïàðàãðàôà 5 è ôîðìóëó (4)
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èç ïóíêòà 2 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yn íà ïðîìåæóòîê [a, b) :

P (a ≤ Yn < b) ≈ Φ

(
b−M(Yn)

σ(Yn)

)
− Φ

(
a−M(Yn)

σ(Yn)

)
. (3)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3), òðè ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, Xk, k ∈ N � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èíäèêàòîðîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ M(Xk) = p, D(Xk) = pq. Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû m =
n∑

k=1

Xk, ðàñïðåäåëåííîé ïî ñõåìå Áåðíóëëè

M(m) = np, D(m) = npq, σ(m) =
√

D(m) =
√
npq

è, çíà÷èò, ïî ôîðìóëå (3)

P (a ≤ m < b) ≈ Φ

(
b− np
√
npq

)
− Φ

(
a− np
√
npq

)
. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(k1, k2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñõåìå Áåðíóëëè ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ
ñåðèè, â êîòîðûõ ñîáûòèå ïðîèçîøëî, çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò k1 äî k2, ò. å.

Pn(k1, k2) = P (k1 ≤ m ≤ k2).

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì k2 < b < k2 + 1

Pn(k1, k2) = P (k1 ≤ m < b),

òî ïî ôîðìóëå (4)

Pn(k1, k2) ≈ Φ

(
b− np
√
npq

)
− Φ

(
k1 − np
√
npq

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïðè b → k2 ìû ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

Pn(k1, k2) ≈ Φ

(
k2 − np
√
npq

)
− Φ

(
k1 − np
√
npq

)
, (5)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Ëàïëàñà.
Îòûùåì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè Pn(k) = P (m = k), òî÷-

íîå çíà÷åíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè, ïîëó÷åííîé â ïóíêòå 1 ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà. Èç ôîðìóëû (4) ïðè a = k, b = k + 1 ñëåäóåò, ÷òî

Pn(k) = P (k ≤ m < k + 1) ≈ Φ

(
(k + 1)− np

√
npq

)
− Φ

(
k − np
√
npq

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Ëàïëàñà Φ(x) íà îò-

ðåçêå

[
k − np
√
npq

,
(k + 1)− np

√
npq

]
. Çàìåíèì ýòî ïðèðàùåíèå äèôôåðåíöèàëîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

φ(x) = Φ′(x) =
1√
2π

e−
x2

2

� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, 1). Òîãäà

Φ

(
(k + 1)− np

√
npq

)
− Φ

(
k − np
√
npq

)
≈ Φ′

(
k − np
√
npq

)(
(k + 1)− np

√
npq

− k − np
√
npq

)
=

1
√
npq

φ

(
k − np
√
npq

)
è, ñòàëî áûòü,

Pn(k) ≈
1

√
npq

φ

(
k − np
√
npq

)
. (6)

Ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (6) íîñèò íàçâàíèå ëîêàëüíîé ôîðìóëû Ëàïëàñà.
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Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû íàøëè îöåíêó âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòî-
òû ñîáûòèÿ îò âåðîÿòíîñòè åãî íàñòóïëåíèÿ (ôîðìóëà (5)). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4)
íàñòîÿùåãî ïóíêòà äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè:

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ε

)
= P (np− nε < m < np+ nε) ≈ Φ

(
(np+ nε)− np

√
npq

)
− Φ

(
(np− nε)− np

√
npq

)
=

= Φ

(
nε

√
npq

)
− Φ

(
−nε
√
npq

)
= Φ

(
nε

√
npq

)
+Φ

(
nε

√
npq

)
= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ε

)
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
. (7)

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû (5) � (7) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñ îñòî-
ðîæíîñòüþ, òàê êàê ïðè ìàëûõ n è âåðîÿòíîñòÿõ p, áëèçêèõ ê íóëþ èëè åäèíèöå, îíè ìîãóò
äàâàòü áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Ýòè ôîðìóëû ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè npq > 20. Ïîäðîáíåå ñ
óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè ôîðìóë Ëàïëàñà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ó÷åáíèêàõ ×èñòÿêîâà Â.Ï.
è Ãíåäåíêî Á.Â. ïî êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
Ïðèìåð 1. Â íàñåëåííîì ïóíêòå A 2500 æèòåëåé. Êàæäûé èç íèõ â ñðåäíåì øåñòü ðàç

â ìåñÿö åçäèò íà ïîåçäå â ãîðîä B, âûáèðàÿ äíè ïîåçäîê íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ æèòåëåé.
Êàêîé íàèìåíüøåé âìåñòèìîñòüþ äîëæåí îáëàäàòü ïîåçä, ÷òîáû îí ïåðåïîëíÿëñÿ â ñðåäíåì
íå ÷àùå îäíîãî ðàçà â ñòî äíåé? (Ïîåçä ôîðìèðóåòñÿ â íàñåëåííîì ïóíêòå A è õîäèò îäèí ðàç
â ñóòêè.) Íàéòè òàêæå íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ïàññàæèðîâ ïîåçäà è ñîîòâåòñòâóþùóþ
åìó âåðîÿòíîñòü.
Ðåøåíèå.ÏóñòüX � ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïàññàæèðîâ ïîåçäà, V � âìåñòèìîñòü ïîåçäà. Î÷åâèäíî,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî ñõåìå Áåðíóëëè, ãäå

n = 2500, p =
6

30
=

1

5
, q = 1− 1

5
=

4

5
è, çíà÷èò, np = 500, npq = 400,

√
npq = 20. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

P (X ≥ V ) ≤ 0,01.

Âåðîÿòíîñòü â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìû çàïèøåì ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Ëàïëàñà (5):

P (X ≥ V ) = P2500(V, 2500) ≈ Φ

(
2500− 500

20

)
− Φ

(
V − 500

20

)
=

= Φ(100)− Φ

(
V − 500

20

)
= 0,5− Φ

(
V − 500

20

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

0,5− Φ

(
V − 500

20

)
≤ 0,01 =⇒ Φ

(
V − 500

20

)
≥ 0,49.

Çíà÷åíèþ 0,49 ñîîòâåòñòâóåò àðãóìåíò 2,33 ôóíêöèè Ëàïëàñà. Ïîýòîìó
V − 500

20
≥ 2,33,

îòêóäà V ≥ 547, ò. å. ïîåçä äîëæåí âìåùàòü ïî ìåíüøåé ìåðå 547 ïàññàæèðîâ.
Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ìû âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (4), íàéäåí-

íîé â ïóíêòå 1 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà:

Mo(X) = [500 + 0,2] = [500,2] = 500.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé Ëàïëàñà
(6).

P2500(500) ≈
1

20
φ

(
500− 500

20

)
=

1

20
φ(0) =

1

20
· 1√

2π
= 0,0199471.
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèì äàííóþ âåðîÿòíîñòü è ïî òî÷íîé ôîðìóëå Áåðíóëëè1:

P2500(500) = C500
2500

(
1

5

)500(4

5

)2000

= 0,0199436.

Êàê ìû âèäèì, â ýòîì ïðèìåðå ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Ëàïëàñà äàåò î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè.
Ïðèìåð 2. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîëüçóÿñü ïî-

ëó÷åííûì òàì íåðàâåíñòâîì (5), ìû âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ìîäóëÿ
îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû âûïàäåíèÿ øåñòåðêè îò âåðîÿòíîñòè åå âûïàäåíèÿ íà
âåëè÷èíó ε = 0,01 áûëà íå ìåíüøå 0,5, íåîáõîäèìî âûáðîñèòü èãðàëüíóþ êîñòü íå ìåíåå 2778
ðàç. Òðåáóåòñÿ íàéòè îöåíêó ÷èñëà áðîñêîâ ïî ôîðìóëå (7) íàñòîÿùåãî ïóíêòà è ñðàâíèòü
åå ñ ïîëó÷åííîé.
Ðåøåíèå. Çäåñü p = 1

6 , q = 5
6 , ε = 0,01. Òîãäà ââèäó (7)

P

(∣∣∣∣mn − 1

6

∣∣∣∣ < 0,01

)
≈ 2Φ

(
0,01

√
n

1
6 · 5

6

)
= 2Φ

(
0,06

√
n

5

)
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2Φ

(
0,06

√
n

5

)
≥ 0,5 ⇐⇒ Φ

(
0,06

√
n

5

)
≥ 0,25.

Ïîñêîëüêó Φ−1(0,25) = 0,68, òî

0,06

√
n

5
≥ 0,68,

îòêóäà

n ≥ 5 · 0,682

0,062
= 642,222.

Òàêèì îáðàçîì, n ≥ 643. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñèëüíî
çàâûøåíà.

1Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica.
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ÃËÀÂÀ XVII. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòåí. Â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ èìååòñÿ ëèøü ñòàòèñòè÷å-
ñêèé ìàòåðèàë, à èìåííî ñîâîêóïíîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, ïî
êîòîðûì íåîáõîäèìî: âî-ïåðâûõ, âûáðàòü íåêîòîðóþ ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ, âî-
âòîðûõ, îöåíèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû âûáðàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è, â-òðåòüèõ, ïðîâåðèòü
ñîîòâåòñòâèå ýòîé ìîäåëè ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.

�1. Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä è åãî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èçó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X (äèñêðåòíóþ èëè íåïðåðûâíóþ) è
èìååì âîçìîæíîñòü ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿòü èëè õîòÿ áû ìîäåëèðîâàòü â îäèíàêîâûõ è íåçàâè-
ñèìûõ óñëîâèÿõ âåðîÿòíîñòíûé ýêñïåðèìåíò, â êàæäîì èç êîòîðûõ äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ïðèíèìàåò îäíî èç ñâîèõ çíà÷åíèé. Ýòè çíà÷åíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü íàáëþäàåìûìè.
Ñîâîêóïíîñòü n íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé

(x1, x2, . . . , xn)

íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé îáúåìà n. Îòíîñèòåëüíî âûáîðêè ìû âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî îíà èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáúåì n è ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé
n-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(X1, X2, . . . , Xn),

êîîðäèíàòû êîòîðîãî íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå èññëåäóåìîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X. Âñþäó â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âûáîðêó è
óêàçàííûé ñëó÷àéíûé âåêòîð.
Óïîðÿäî÷èì âûáîðêó â çàâèñèìîñòè îò òèïà èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì

ñíà÷àëà, ÷òî X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çíà÷åíèÿ â âûáîðêå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.
Ïóñòü îíà ñîäåðæèò r ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

x1, x2, . . . , xr,

ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, è

m1,m2, . . . ,mr

� ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì ÷àñòîòû, ò. å. êàæäîå çíà÷åíèå xk, k = 1, r ïîâòîðÿåòñÿ â

âûáîðêå mk ðàç. Î÷åâèäíî,
r∑

k=1

mk = n. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü âûáîðêó â òàáëèöó

xk x1 x2 . . . xr
mk m1 m2 . . . mr
mk

n

m1

n

m2

n
. . .

mr

n

, (1)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì. Â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû çàïèñà-

íû îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû
mk

n
ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ

ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ
÷àñòîò, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè îòìå÷àþòñÿ
òî÷êè (

xk,
mk

n

)
, k = 1, r,

êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ëîìà-
íàÿ è íàçûâàåòñÿ ïîëèãîíîì îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì ïîëèãîí
äëÿ ïðîñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà

xk 1 3 4 7 9 10

mk 10 15 23 25 20 7
mk

100
0,10 0,15 0,23 0,25 0,20 0,07

. (2)
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Îí èìååò âèä

2 4 6 8 10
xk

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

mk

100

O

Äðóãèì ñïîñîáîì âèçóàëèçàöèè ïðîñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗(x), êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé âûáîðêè íà ïîëóîñü
(−∞, x), ò. å.

F ∗(x) =
m(x)

n
, x ∈ R,

ãäå m(x) � ÷èñëî çíà÷åíèé âûáîðêè, ìåíüøèõ x.
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗(x) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû â ïàðàãðàôå 5 ïðåäûäóùåé
ãëàâû. Èç òåîðåìû Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè n ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P (|F ∗(x)− F (x)| < ε) = 1.

Çàïèøåì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà (2):

F ∗(x) =



0, x ≤ 1;

0,1, 1 < x ≤ 3;

0,25, 3 < x ≤ 4;

0,48, 4 < x ≤ 7;

0,73, 7 < x ≤ 9;

0,93, 9 < x ≤ 10;

1, x > 10.

Åå ãðàôèê:

3 4 7 9 10 14-3 1
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F*HxL

O

Åñëè èññëåäóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî âåñü äèàïàçîí çíà÷åíèé
âûáîðêè ìû ðàçîáüåì íà íåêîòîðîå ÷èñëî r èíòåðâàëîâ ðàâíîé äëèíû

[x0, x1), [x1, x2), . . . , [xr−1, xr],
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ïîäñ÷èòàåì ÷àñòîòû mk, k = 1, r ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â êàæäûé èç èíòåðâàëîâ è
çàïèøåì èíòåðâàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä

[xk−1, xk) [x0, x1) [x1, x2) . . . [xr−1, xr]

mk m1 m2 . . . mr
mk

n

m1

n

m2

n
. . .

mr

n

. (3)

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ ôèãóðó, ñî-
ñòàâëåííóþ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ñëóæàò èíòåðâàëû [xk−1, xk), k = 1, r

ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà, à âûñîòàìè � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà
mk/n

d
, k = 1, r, ãäå d � äëèíà

èíòåðâàëîâ. Ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ðàâíà
r∑

k=1

d · mk/n

d
=

r∑
k=1

mk

n
=

1

n

r∑
k=1

mk =
1

n
· n = 1.

Âèä ãèñòîãðàììû ìîæåò äàòü íàì íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, èíòåðâàëüíûé ñòàòèñòè÷å-
ñêèé ðÿä

[xk−1, xk) [−3,−1) [−1, 1) [1, 3) [3, 5) [5, 7]

mk 13 21 34 20 12
mk

100
0,13 0,21 0,34 0,20 0,12

. (4)

Çäåñü d = 2 è ãèñòîãðàììà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-2 2 4 6
x

0.05

0.10

0.15

mk

200

O

Âèä ãèñòîãðàììû ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(m,σ). Íèæå ìû ïðîâåðèì ýòó ãèïîòåçó.

�2. Îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî âèäó ïîëèãîíà èëè ãèñòîãðàììû ìû âûäâèíóëè ãèïîòåçó î õàðàê-
òåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, θ) çàâèñèò îò
íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà θ, êîòîðûé íàì íåèçâåñòåí. Òðåáóåòñÿ ïî èçâåñòíîé âûáîðêå îöåíèòü
ïàðàìåòð θ.
Ðàçëè÷àþò òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ.

1. Òî÷å÷íûå îöåíêè. Ìåòîä ìîìåíòîâ

Òî÷å÷íàÿ îöåíêà θ∗ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî,
áëèçêîå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó. Ïîÿñíèì, â êàêîì ñìûñëå ïîíè-
ìàåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå áëèçîñòü. Îöåíêà θ∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî âûáîðêå

(x1, x2, . . . , xn) (1)

îáúåìà n, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðêè

θ∗ = θ∗(x1, x2, . . . , xn).

Ñëåäîâàòåëüíî, θ∗ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ãîâîðèòü î åå áëèçîñòè ê ïàðàìåòðó θ ìû ìîæåì
ëèøü â ñðåäíåì èëè ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
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Òî÷å÷íàÿ îöåíêà θ∗ íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå ñðåäíåå çíà÷åíèå, ðàâíîå
îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó θ, ò. å.

M(θ∗) = θ.

Îöåíêà θ∗ íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < ε) = 1,

ò. å. òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñêîëü
óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà.
Ðàññìîòðèì ìåòîä ìîìåíòîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê. Â �6 ïðåäûäóùåé ãëàâû

ìû ââåëè îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî

µr = M(Xr), r ∈ N

è öåíòðàëüíîãî
νr = M ((X −M(X))r) , r ∈ N

ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè ìîìåíòû ñóùåñòâóþò. Ïî
àíàëîãèè ñ íèìè ââåäåì ïîíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýìïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, êîòîðûå âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî âûáîðêå (1).
Ýìïèðè÷åñêèì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r, r ∈ N ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñòåïåíåé xrk, k = 1, n âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ýìïèðè÷å-
ñêèé íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r ÷åðåç µ∗

r . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

µ∗
r =

1

n

n∑
k=1

xrk.

Â ÷àñòíîñòè, ýìïèðè÷åñêèé íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâåí ñðåäíåìó àðèôìåòè÷å-
ñêîìó âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé èëè, êîðî÷å, âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó. Äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ îáî-
çíà÷åíèå x̄, ò. å.

x̄ = µ∗
1 =

1

n

n∑
k=1

xk.

Ýìïèðè÷åñêèì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r, r ∈ N ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ν∗r è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ν∗r =
1

n

n∑
k=1

(xk − x̄)r.

Ìåòîä ìîìåíòîâ íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû â êà÷åñòâå
òî÷å÷íûõ îöåíîê ìîìåíòîâ µr, νr, r ∈ N ñ÷èòàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýìïèðè÷åñêèå ìîìåí-
òû µ∗

r , ν
∗
r , r ∈ N è çàòåì óæå âû÷èñëÿåì ÷åðåç íèõ òî÷å÷íûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, òî÷å÷íîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ mX = M(X) ÿâëÿåòñÿ âûáî-

ðî÷íîå ñðåäíåå x̄. Àíàëîãè÷íî, òî÷å÷íîé îöåíêîé äèñïåðñèè σ2
X = D(X) ÿâëÿåòñÿ ýìïèðè÷å-

ñêèé öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà ν∗2 , êîòîðûé ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé.
Ïðîâåðèì, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè x̄ è ν∗2 íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè. Ïîñêîëüêó âû-

áîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû òî÷íî òàêæå, êàê è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, òî ïî ñâîéñòâàì
2) è 3) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ãëàâà XVI, �6, ïóíêò 1)

M(x̄) = M

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
=

1

n
M

(
n∑

k=1

xk

)
=

1

n

n∑
k=1

M(xk) =
1

n

n∑
k=1

mX =
1

n
· nmX = mX ,

ò. å. îöåíêà x̄ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ mX ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé. Ñîñòîÿòåëüíîñòü ýòîé
îöåíêè íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåìû ×åáûøåâà.
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Çàéìåìñÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì åå:

ν∗2 =
1

n

n∑
k=1

(xk − x̄)2 =
1

n

n∑
k=1

((xk −mX)− (x̄−mX))2 =

=
1

n

n∑
k=1

(
(xk −mX)2 − 2(xk −mX)(x̄−mX) + (x̄−mX)2

)
=

=
1

n

n∑
k=1

(xk −mX)2 − 2

n
(x̄−mX)

n∑
k=1

(xk −mX) +
1

n

n∑
k=1

(x̄−mX)2 =

=
1

n

n∑
k=1

(xk −mX)2 − 2

n
(x̄−mX)

(
n∑

k=1

xk − nmX

)
+

1

n
· n(x̄−mX)2 =

=
1

n

n∑
k=1

(xk −mX)2 − 2(x̄−mX)(x̄−mX) + (x̄−mX)2 =
1

n

n∑
k=1

(xk −mX)2 − (x̄−mX)2.

Òàêèì îáðàçîì,

ν∗2 =
1

n

n∑
k=1

(xk −mX)2 − (x̄−mX)2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåñìåùåííîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, íåçàâèñèìîñòü âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ìû ïîëó÷àåì:

M(ν∗2) =
1

n
M

(
n∑

k=1

(xk −mX)2

)
−M

(
(x̄−mX)2

)
=

1

n

n∑
k=1

M
(
(xk −mX)2

)
−D(x̄) =

=
1

n

n∑
k=1

D(xk)−D

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
=

1

n

n∑
k=1

σ2
X − 1

n2

n∑
k=1

D(xk) =
1

n
· nσ2

X − 1

n2
· nσ2

X =
n− 1

n
σ2
X .

Ñëåäîâàòåëüíî,

M(ν∗2) =
n− 1

n
σ2
X

è, çíà÷èò, òî÷å÷íàÿ îöåíêà ν∗2 äèñïåðñèè σ2
X ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé. Ñìåùåíèå óñòðàíÿåòñÿ óìíî-

æåíèåì îöåíêè íà ÷èñëî
n

n− 1
. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè,

êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç s2 è íàçîâåì íåñìåùåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé:

s2 =
n

n− 1
ν∗2 =

1

n− 1

n∑
k=1

(xk − x̄)2.

Êàê âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ, òàê è íåñìåùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íûìè îöåíêàìè äèñïåðñèè, ÷òî òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû ×åáûøåâà (ñ äîêàçàòåëüñòâîì ìîæ-
íî îçíàêîìèòüñÿ â ó÷åáíèêå ×èñòÿêîâà Â.Ï. ïî êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èìåþùåìñÿ â
ñïèñêå ëèòåðàòóðû).
Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà âûáîðêà çàïèñàíà ïðîñòûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì (1), �1,

ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

µ∗
l =

1

n

r∑
k=1

mkx
l
k, ν

∗
l =

1

n

r∑
k=1

(xk − x̄)l, l ∈ N.

Åñëè æå ìû èìååì èíòåðâàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä (3), �1, òî, àíàëîãè÷íî,

µ∗
l =

1

n

r∑
k=1

mkx̃
l
k, ν

∗
l =

1

n

r∑
k=1

(x̃k − x̄)l, l ∈ N, (2)

ãäå ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè

x̃k =
xk−1 + xk

2
, k = 1, r
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� ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêîâ [xk−1, xk), k = 1, r.
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëÿ èíòåðâàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà (4) ìû ïîñòðîèëè ãè-

ñòîãðàììó è ïî åå âèäó ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå N(m,σ). Íàéäåì îöåíêè x̄ è s ïàðàìåòðîâ m è σ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ôîðìóëàì
(2)

x̄ = µ∗
1 =

1

100
(13 · (−2) + 21 · 0 + 34 · 2 + 20 · 4 + 12 · 6) = 1,94;

s2 =
100

99
ν∗2 =

1

99

(
13(−2− 1,94)2 + 21 · (0− 1,94)2 + 34 · (2− 1,94)2 +

+ 20 · (4− 1,94)2 + 12 · (6− 1,94)2
)
= 5,69333;

s =
√

5,69333 = 2,38607.

Íèæå íà ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíû ãèñòîãðàììà è ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
N(1,94; 2,38607).

-4 -2 2 4 6 8
x

0.05

0.10

0.15

y

O

2. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè

Òî÷å÷íàÿ îöåíêà θ∗ � ýòî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ.×òîáû ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå î òî÷íîñòè îöåíêè íåîáõîäèìî íàéòè èíòåðâàë

(θ∗−, θ
∗
+), (1)

â êîòîðûé ïîïàäàåò îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð. Êîíöû ýòîãî èíòåðâàëà íå äîëæíû çàâèñåòü îò θ.
Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñëó÷àéíóþ âûáîðêó

(x1, x2, . . . , xn) (2)

è ïîýòîìó ãîâîðèòü î ïîïàäàíèè ïàðàìåòðà â èíòåðâàë ìû ìîæåì ëèøü ñ íåêîòîðîé, çàðàíåå
çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ

Pα = 1− α, (3)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé.
Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåðâàë (1) íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ,

ñîîòâåòñòâóþùèì äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè (3), åñëè

P (θ∗− < θ < θ∗+) = Pα.

Íàéäåì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ m è σ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì.
Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ ×èñòÿêîâà Â.Ï. è
Ãíåäåíêî Á.Â. ïî êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y0, Y1, Y2, . . . , Yn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1).
Ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

χ2
n =

n∑
k=1

Y 2
k
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íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì χ2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

pχ2
n
(x) =


x

n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) , x ≥ 0;

0, x < 0,

ãäå Γ
(n
2

)
� çíà÷åíèå ãàììà-ôóíêöèè â òî÷êå

n

2
, êîòîðóþ ìû ââåëè â ãëàâå VII, �4, ïóíêò 2.

Àíàëîãè÷íî, ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

tn =
Y0√
1
nχ

2
n

.

Åãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

ptn(x) =
Γ
(
n+1
2

)
√
πnΓ

(
n
2

) (1 + x2

n

)−n+1
2

.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê âûáîðêå (2) îáúåìà n äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ïàðàìåòðàìè m è σ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

nν∗2
σ2

=
(n− 1)s2

σ2
, (4)

ãäå ν∗2 è s2 � ñîîòâåòñòâåííî, âûáîðî÷íàÿ è íåñìåùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèè, èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå χ2 ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

(x̄−m)

√
n− 1

ν∗2
=

x̄−m

s/
√
n

(5)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Çàéìåìñÿ òåïåðü èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàé-

äåì ñíà÷àëà äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïàðàìåòðà m ïðè çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòè (3). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (5), èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà tn−1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç tα

2
, n−1 êîðåíü óðàâíåíèÿ

P
(
|tn−1| < tα

2
, n−1

)
= Pα, (6)

êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïî òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà èëè èñïîëüçîâàâ èìåþùóþñÿ
â ïðîãðàììå Mathematica âñòðîåííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

CDF[StudentTDistribution[ν], x].

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ Pα∣∣∣∣ x̄−m

s/
√
n

∣∣∣∣ < tα
2
, n−1 ⇐⇒ x̄− tα

2
, n−1

s√
n
< m < x̄+ tα

2
, n−1

s√
n
.

Òàêèì îáðàçîì, (
x̄− tα

2
, n−1

s√
n
, x̄+ tα

2
, n−1

s√
n

)
(7)

� äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m, ñîîòâåòñòâóþùèé äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòè Pα = 1− α.
Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà σ âîçüìåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (4), èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå χ2

n−1.

Ïóñòü ïðè ëþáîì β ∈ (0, 1) ÷èñëî χ2
β, n−1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ

P
(
χ2
n−1 > χ2

β, n−1

)
= β. (8)

Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ χ2. Ýòîò êîðåíü ìîæíî òàêæå íàéòè â
ïðîãðàììå Mathematica ñ ïîìîùüþ èìåþùåéñÿ òàì âñòðîåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

CDF[ChiSquareDistribution[ν], x].
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî(
χ2
1−α

2
, n−1,+∞

)
=
(
χ2
1−α

2
, n−1, χ

2
α
2
, n−1

]∪(
χ2

α
2
, n−1,+∞

)
,

ìû ïîëó÷àåì

P
(
χ2
n−1 > χ2

1−α
2
, n−1

)
= P

(
χ2
1−α

2
, n−1 < χ2

n−1 < χ2
α
2
, n−1

)
+ P

(
χ2
n−1 > χ2

α
2
, n−1

)
è, çíà÷èò,

1− α

2
= P

(
χ2
1−α

2
, n−1 < χ2

n−1 < χ2
α
2
, n−1

)
+

α

2
⇐⇒ P

(
χ2
1−α

2
, n−1 < χ2

n−1 < χ2
α
2
, n−1

)
= 1− α.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P

(
χ2
1−α

2
, n−1 <

(n− 1)s2

σ2
< χ2

α
2
, n−1

)
= P

(
s

√
n− 1

χα
2
, n−1

< σ < s

√
n− 1

χ1−α
2
, n−1

)
= 1− α.

Ñòàëî áûòü, (
s

√
n− 1

χα
2
, n−1

, s

√
n− 1

χ1−α
2
, n−1

)
(9)

� äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ, ñîîòâåòñòâóþùèé
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè Pα = 1− α.
Íàéäåì èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ m è σ äëÿ èíòåðâàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà

(4), �1. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû íàøëè òî÷å÷íûå îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ:

x̄ = 1,94; s = 2,38607.

Çàäàäèì äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü Pα = 0,99. Êîðåíü óðàâíåíèÿ (6) ïðè α = 0,01 è n = 100
ðàâåí t0,005; 99 = 2,62641. Òîãäà èç (7) ìû ïîëó÷àåì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

(1,31332; 2,56668),

â êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99 ïîïàäàåò ïàðàìåòð m íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êîðíè óðàâíåíèÿ (8) ïðè β =
α

2
= 0,005 è β = 1− α

2
= 0,995 ðàâíû

χ2
0,005;99 = 138,987; χ2

0,995;99 = 66,5101.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (9), ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

(2,01379; 2,9111)

äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ, ñîîòâåòñòâóþùèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 0,99.

�3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

Â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à ïðîâåðêè íåêîòîðîé
ãèïîòåçû ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå

(x1, x2, . . . , xn) (1)

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíÿòü òàêóþ ïðîâåðêó, íàçûâà-
þòñÿ êðèòåðèÿìè çíà÷èìîñòè.
Ðàññìîòðèì îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè � êðèòåðèé χ2 Ïèðñîíà íà

ïðèìåðå çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåçû î õàðàêòåðå âûáðàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

F (x, θ1, θ2, . . . , θs),

çàâèñÿùåé îò s íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs.
Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ îñü íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ

R = (−∞, z1) ∪ [z1, z2) ∪ . . . ∪ [zr−1,+∞).

Ïóñòü mk, k = 1, r � ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé âûáîðêè (1) â ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû
[zk−1, zk), k = 1, r è θ∗1, θ

∗
2, . . . , θ

∗
s � òî÷å÷íûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, θ∗1, θ
∗
2, . . . , θ

∗
s) è ôîðìóëó (1),
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ãëàâà XVI, �5, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â óêàçàííûå
âûøå èíòåðâàëû:

pk = P (zk−1 ≤ X < zk) = F (zk, θ
∗
1, θ

∗
2, . . . , θ

∗
s)− F (zk−1, θ

∗
1, θ

∗
2, . . . , θ

∗
s), k = 1, r.

Åñëè íàøà ãèïîòåçà î âûáðàííîì ðàñïðåäåëåíèè âåðíà, òî ïî òåîðåìå Áåðíóëëè îòíîñè-

òåëüíûå ÷àñòîòû
mk

n
, k = 1, r ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè n ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìàëî

îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé pk, k = 1, r. Ïîýòîìó ÷àñòîòû mk, k = 1, r áóäóò
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé M(mk) = npk, k = 1, r. Â êà÷åñòâå
îáùåé ìåðû îòêëîíåíèÿ âñåõ ÷àñòîò îò èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðèíèìàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

χ2
∗ =

r∑
k=1

(mk − npk)
2

npk
. (2)

Â ó÷åáíèêå Ã. Êðàìåðà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ïðèâåäåííîì â ñïèñêå ëèòåðàòóðû,
èìååòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fχ2

∗
(x) è Fχ2

l
(x), l = r − s − 1

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí χ2
∗ è χ2

l , ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
n→∞

Fχ2
∗
(x) = Fχ2

l
(x), x ∈ R (3)

íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ïðå-
äåëå ïðè n → ∞ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (2) èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ l = r − s − 1 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.
Çàäàäèì íåêîòîðûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëèçêîå ê íóëþ

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1). Óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàâåí âåðîÿòíîñòè îòâåðãíóòü
ïðàâèëüíóþ ãèïîòåçó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûáðàííàÿ íàìè ãèïîòåçà âåðíà. Óñòàíîâèì äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ2

∗ íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, ïðåâûøåíèå êîòîðîãî áóäåò ãîâîðèòü î
òîì, ÷òî ðàñõîæäåíèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ñ âûáðàííîé ìîäåëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî
è åå ñëåäóåò îòâåðãíóòü. Ó÷èòûâàÿ (3), â êà÷åñòâå óêàçàííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âûáåðåì
êîðåíü χ2

α, l óðàâíåíèÿ

P
(
χ2
l > χ2

α, l

)
= α. (4)

Òîãäà, åñëè
χ2
∗ ≤ χ2

α, l,

òî ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ïðèíÿòóþ ãèïîòåçó. Åñëè
æå

χ2
∗ > χ2

α, l,

òî âûáðàííóþ ãèïîòåçó ñëåäóåò îòâåðãíóòü â ïîëüçó àëüòåðíàòèâíîé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ êðèòåðèÿ χ2 ïðîâåðèì ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðå-

äåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëåííîé èíòåðâàëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì (4), �1.
Çäåñü

R = (−∞,−1) ∪ [−1, 1) ∪ [1, 3) ∪ [3, 5) ∪ [5,+∞).

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè pk, k = 1, 5, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó (4), íàéäåííóþ ãëàâå XVI, �7, ïóíêò 2 è
âçÿâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ m è σ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷å÷íûå
îöåíêè x̄ = 1,94; s = 2,38607 :

pk = Φ

(
zk − x̄

s

)
− Φ

(
zk−1 − x̄

s

)
, k = 1, 5.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé çàïèøåì â òàáëèöó:

[zk−1, zk) (−∞,−1) [−1, 1) [1, 3) [3, 5) [5,+∞)

mk 13 21 34 20 12

pk 0,108946 0,237862 0,32476 0,228589 0,099843

100pk 10,8946 23,7862 32,476 22,8589 9,9843

.
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Òîãäà

χ2
∗ =

5∑
k=1

(mk − 100pk)
2

100pk
= 1,56925.

Çàäàäèì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α = 0,01. Êîðåíü óðàâíåíèÿ (4) ïðè çàäàííîì α è ÷èñëó ñòåïåíåé
ñâîáîäû l = 5− 2− 1 = 2 ðàâåí χ2

0,01;2 = 9,21034. Ïîñêîëüêó

χ2
∗ = 1,56925 < 9,21034 = χ2

α, l,

òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè èññëåäóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ïðîòèâîðå÷èò
ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.

�4. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó êîîðäèíàòàìè íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ñóùå-
ñòâóåò ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü, ò. å. çàâèñèìîñòü óñëîâíûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé îäíîé èç ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, åñëè äðóãàÿ ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ. Åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, òî ýòà çàâèñèìîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ óðàâíåíèé ðåãðåññèè, êîòîðûå ìû ðàññìîòðåëè â ãëàâå XVI, �6, ïóíêò 3, ôîðìóëà (13). Â
÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ìîæåò áûòü ëèíåéíûì:

y = kx+ b. (1)

Ïóñòü íàì èçâåñòíà âûáîðêà îáúåìà n

((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn))

íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé äàííîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ), ïðè÷åì ñðåäè âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé îáåèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y åñòü ðàçëè÷íûå. Îòìåòèâ íà ïëîñêîñòè âñå òî÷êè âûáîð-
êè, ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå êîððåëÿöèîííîå ïîëå. Åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ �âûòÿíóòûì� âäîëü
íåêîòîðîé ïðÿìîé, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè X è Y ëèíåéíàÿ è âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ k è b
óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè (1). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç k∗ è b∗, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåì îöåíêè ìåòî-
äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïîäáåðåì ÷èñëà k∗ è b∗ òàê,
÷òîáû ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y îò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çíà÷åíèé âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðåãðåññèè

y = k∗x+ b∗ (2)

áûëà ìèíèìàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

f(k∗, b∗) =
n∑

i=1

(yi − (k∗xi + b∗))2.

Äëÿ íåå

∂k∗f(k
∗, b∗) =

n∑
i=1

2(yi − (k∗xi + b∗))(yi − (k∗xi + b∗))′k∗ =
n∑

i=1

2(yi − (k∗xi + b∗))(−xi) =

= −2

n∑
i=1

(yi − (k∗xi + b∗))xi = −2

(
n∑

i=1

xiyi −

(
k∗

n∑
i=1

x2i + b∗
n∑

i=1

xi

))
,

∂b∗f(k
∗, b∗) =

n∑
i=1

2(yi − (k∗xi + b∗))(yi − (k∗xi + b∗))′b∗ =
n∑

i=1

2(yi − (k∗xi + b∗))(−1) =

= −2

n∑
i=1

(yi − (k∗xi + b∗)) = −2

(
n∑

i=1

yi −

(
k∗

n∑
i=1

xi + b∗n

))
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è, çíà÷èò, êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
∂k∗f(k

∗, b∗) = 0,

∂b∗f(k
∗, b∗) = 0

⇐⇒



n∑
i=1

xiyi −

(
k∗

n∑
i=1

x2i + b∗
n∑

i=1

xi

)
= 0,

n∑
i=1

yi −

(
k∗

n∑
i=1

xi + b∗n

)
= 0,

êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå {
x2k∗ + x̄b∗ = xy,

x̄k∗ + b∗ = ȳ,
ãäå

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, x2 =
1

n

n∑
i=1

x2i , xy =
1

n

n∑
i=1

xiyi.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìû çàïèøåì ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà (ãëàâà I, �5, ïóíêò 2), ó÷èòûâàÿ,
÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàâíàÿ

σ∗
x
2 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = (x− x̄)2 = x2 − x̄2 (3)

ïîëîæèòåëüíà. Ïîñêîëüêó

∆ =

∣∣∣∣ x2 x̄

x̄ 1

∣∣∣∣ = x2 − x̄2, ∆1 =

∣∣∣∣ xy x̄

ȳ 1

∣∣∣∣ = xy − x̄ȳ, ∆2 =

∣∣∣∣ x2 xy

x̄ ȳ

∣∣∣∣ = x2ȳ − x̄xy,

òî

k∗ =
∆1

∆
=

xy − x̄ȳ

x2 − x̄2
, b∗ =

∆2

∆
=

x2ȳ − x̄xy

x2 − x̄2
= ȳ − k∗x̄. (4)

Èññëåäóåì íàéäåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà
(ãëàâà VIII, �5). Òàê êàê

∂k∗k∗f(k
∗, b∗) =

(
−2

(
n∑

i=1

xiyi −

(
k∗

n∑
i=1

x2i + b∗
n∑

i=1

xi

)))′

k∗

= 2

n∑
i=1

x2i = 2nx2,

∂k∗b∗f(k
∗, b∗) =

(
−2

(
n∑

i=1

xiyi −

(
k∗

n∑
i=1

x2i + b∗
n∑

i=1

xi

)))′

b∗

= 2

n∑
i=1

xi = 2nx̄,

∂b∗b∗f(k
∗, b∗) =

(
−2

(
n∑

i=1

yi −

(
k∗

n∑
i=1

xi + b∗n

)))′

b∗

= 2n,

òî ∣∣∣∣∣ ∂k∗k∗f(k∗, b∗) ∂k∗b∗f(k
∗, b∗)

∂k∗b∗f(k
∗, b∗) ∂b∗b∗f(k

∗, b∗)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2nx2 2nx̄

2nx̄ 2n

∣∣∣∣∣ = 4n2
(
x2 − x̄2

)
> 0

è ïîñêîëüêó ∂k∗k∗f(k
∗, b∗) = 2nx2 > 0, òî (k∗, b∗) � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(k∗, b∗).

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè èìååò âèä (2), ãäå âåëè÷èíû k∗ è
b∗ íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4). Ïðèäàäèì ýòîìó óðàâíåíèþ äðóãîé âèä, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà

ρ∗xy =
(x− x̄)(y − ȳ)

σ∗
xσ

∗
y

=
xy − x̄ȳ

σ∗
xσ

∗
y

, (5)

ãäå

(x− x̄)(y − ȳ) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

� âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèÿ, σ∗
x, σ

∗
y � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí X è Y, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
îöåíêîé êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, ââåäåííîãî â ïàðàãðàôå 6, ïóíêò 3 ïðåäûäóùåé ãëàâû.
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Êàê è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

|ρ∗xy| ≤ 1

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Òàê êàê

k∗ =
xy − x̄ȳ

x2 − x̄2
=

xy − x̄ȳ

σ∗
xσ

∗
y

·
σ∗
y

σ∗
x

= ρ∗xy
σ∗
y

σ∗
x

, (6)

òî ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè â âèäå

y = ρ∗xy
σ∗
y

σ∗
x

(x− x̄) + ȳ.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà
r∗xy = ρ∗xy

2 (7)

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äåòåðìèíàöèè. Íàéäåì äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà äå-
òåðìèíàöèè, ÷òî ïîçâîëèò íàì âûÿñíèòü åãî ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîð-
ìóëàìè (7), (6), (3) è (4), ïîëó÷èì:

r∗xy =
k∗2σ∗

x
2

σ∗
y
2 =

k∗2
n∑

i=1
(xi − x̄)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
=

n∑
i=1

(k∗xi − k∗x̄)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
=

n∑
i=1

((k∗xi + b∗)− ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
.

Ñòàëî áûòü, êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ðàâåí

r∗xy =

n∑
i=1

((k∗xi + b∗)− ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

è, çíà÷èò, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîëþ ðàññåèâàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Y îòíîñèòåëüíî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ȳ çà ñ÷åò ëèíåéíîé ðåãðåññèè (2).

Ïðèìåð. Äëÿ âûáîðêè îáúåìà n = 100

xi −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

yi 2,57 3,72 1,34 0,31 −5,26 −3,9 −5,88 −10,75 −13,06 −12,05

mi 9 12 11 8 13 9 10 11 9 8

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) ïîñòðîèòü êîððåëÿöèîííîå ïîëå, íàéòè âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè, âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è êîýôôèöèåíò äåòåðìè-
íàöèè.
Ðåøåíèå. Êîððåëÿöèîííîå ïîëå äëÿ äàííîé âûáîðêè èìååò âèä

-2 2 4 6
x

-10

-5

y

O

Ïîñêîëüêó çäåñü

x̄ =
1

100

10∑
i=1

mixi = 2,36; ȳ =
1

100

10∑
i=1

miyi = −4,0948; x2 =
1

100

10∑
i=1

mix
2
i = 13,4;

y2 =
1

100

10∑
i=1

miy
2
i = 50,5622; xy =

1

100

10∑
i=1

mixiyi = −25,3697,
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òî ïî ôîðìóëàì (4)

k∗ =
−25,3697− 2,36 · (−4,0948)

13,4− 2,362
= −2,00577; b∗ = −4,0948− (−2,00577) · 2,36 = 0,638814

è, çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

y = −2,00577x+ 0,638814. (8)

Â êîððåëÿöèîííîì ïîëå ïðÿìàÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-2 2 4 6
x

-15

-10

-5

5

y

O

Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî ïî ôîðìóëå (3)

σ∗
x =

√
x2 − x̄2 =

√
13,4− 2,362 = 2,79829,

σ∗
y =

√
y2 − ȳ2 =

√
50,5622− (−4,0948)2 = 5,81333,

ìû ïî ôîðìóëàì (5) è (7) íàõîäèì:

ρ∗xy =
−25,3697− 2,36 · (−4,0948)

2,79829 · 5,81333
= −0,96549; r∗xy = (−0,96549)2 = 0,932172.

Òàêèì îáðàçîì, 93% ðàññåèâàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé yi, i = 1, 10 îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ȳ = −4,0948 ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ëèíåéíîé ðåãðåññèè (8).
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