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ОСНОВЫ БИОМЕХАНИКИ МОСТОВИДНЫХ ПРОТЕЗОВ 
 

Крушевский А.Е., Наумович С.С. 
 

The article suggests a solution of the problem on the equilibrium protez with elastic ground-work. 
 

1. Постановка задачи 
Мостовидные протезы рассматриваем как абсолютно твердые тела вместе с  корнями зу-

бов, служащими опорами протезов. Опорные корни зубов скреплены с упругим  периодонтом, 
представляющим собой  упругую прослойку  между неподвижной костной тканью и подвижной 
поверхностью  опорных корней. Для начала  рассмотрим задачу  равновесия одноопорного мо-
стовидного протеза,  а затем перейдем к многоопорным протезам. 

В связи с вышесказанным структуру  решения задачи в перемещениях  записываем в виде [1, 2]. 
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где F(x, y, z)+h0=0 – уравнение наружной поверхности периодонта, соединенного с непо-
движной  костной тканью, F(x, y, z)=0 – уравнение внутренней  поверхностью периодонта, 
скрепленного с корнем зуба. 

h0 = соnst – параметр,  характеризующий толщину периодонта. 
u0, v0, w0 -  поступательные перемещения протеза в  трех направлениях, параллельных  

соответствующим осям х, y, z. 
φx, φy, φz – углы поворота протеза относительно  выбранных осей координат x, y, z. 
yα, zα, xb, zb, xc, yc – координаты фиксированных точек. 
 

2. Составление уравнений равновесия мостовидного протеза с одной опорой. 
Для нахождения  шести искомых параметров u0, v0, w0, φx, φy, φz   протеза запишем усло-

вие равенства нулю главного вектора и главного момента всех сил, действующих на протез, 
включая и  упругих напряжений, возникающих на поверхности  скрепления опорного корня с 
периодонтом. 
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, m  - соответственного главный вектор и главный момент внешних сил, действую-
щих на протез. 

Т – тензор напряжений, возникающих  на  поверхности скрепления периодонта с опорным  
корнем зуба, 

 n  - единичный вектор внешней нормали к  поверхности “s” (F(x, y, z)=0)  скрепле-
ния периодонта с  корнем зуба. 

 r  - радиус – вектор, соединяющий полюс с  точками поверхности скрепления перио-
донта  с опорным корнем. 

В  декартовых координатах условия  равенства нулю главного вектора и главного момен-
та, записываются в виде следующих уравнений: 

,Pds )(

,Pds )(

y

x

=τ+σ+∫ τ

=∫ τ+τ+σ

zyzyyx
S

xy

S
zxzyxyxx

nnn

nnn
 



 

 

 

135 

[ ]
[ ]
[ ]∫ =τ+τ+σ−−τ+σ+τ−

∫ =σ+τ+τ−−τ+τ+σ−

∫ =τ+σ+τ−−σ+τ+τ−

∫ =σ+τ+τ

S
zxzyxyxxazyzyyxxyb

S
zzyyzxxzczxzyxyxxa

S
zyzyyxxybzzyyzxxzc

S
zzyyzxxz

nnnyynnnxx

nnnxxnnnzz

nnnzznnnyy

nnn

,mds ))(())((

,mds ))(())((

,m ds ))(())((

,Pds )(

z

y

x

z

   (3) 

где  Р =iPx+jPy+kPz – главный вектор  сил, zyx kmjmimm ++= , главный момент внешних 

сил, σх, σy, σz, τxy, τxz, τyz – компоненты тензора напряжений Т, ,
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Связь между напряжениями и перемещениями  устанавливается на основе обобщенного 
закона Гука. 
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Т, Е – соответственно тензор напряжений и тензор  деформации. 
I – единичный тензор,  
ν – коэффициент Пуассона; 
G – модуль сдвига. 
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3. Введение понятия центров сопротивления 
 Для выяснения физического  смысла  координат   yα, zα, xb, zb, xc, yc фиксированных то-

чек запишем  условия равенства  нулю главного вектора  в развернутом виде. 
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3. 
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Система уравнений (5) содержит 9 слагаемых с  углами поворотов  φx, φy, φz, а  фиксиро-
ванных координат yα, zα, xb, zb, xc, yc  только шесть. Поэтому  мы можем записать  лишь шесть 
уравнений для их нахождения. При этом возможны  многочисленные варианты. Мы остановим-
ся на  варианте, когда в каждом уравнении системы (5)  останется один угол поворота вокруг 
оси, параллельной направлению действующей силы. Так,  в уравнении 1 системы (5) оставляем 
φx,  в уравнении 2 - φy, в уравнении 3 - φz. Это означает, что приложенная сила Рх  в  точке А(0, 
yα, zα) вращает протез относительно оси, параллельной оси ОХ, сила Ру, приложенная в точке В 
(хb, 0, zb) вращает протез вокруг  оси OY, а сила Рz, приложенная в точке  С (хс, ус, 0) вызывает 
вращение вокруг оси OZ. Так как протез рассматриваем как абсолютно твердое тело, то коор-
динату вдоль  направления силы для простоты обращаем  в ноль (в абсолютно твердом теле си-
лу  можно переносить вдоль линии действия). Разумеется, что силы, приложенные  в  указан-
ных точках, вызывают  также и  поступательные перемещения вдоль линии действия сил. Если 
ось координат  совпадает с осью симметрии, то в указанных точках силы вызывают только по-
ступательные перемещения вдоль  соответствующих осей координат. Указанные точки А, В и С 
получили название центров сопротивления. 

4. Вывод  формул  для координат центров  сопротивления. 
Итак, имеем следующие шесть уравнений для нахождения   координат центров сопротив-

ления  одноопорного протеза. 
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Из первого и шестого уравнений системы (6)  находим хс и zα, из второго и четвертого – 
хb  и yα, из третьего и пятого ус, zb. Для написания формул введем обозначения 
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перемещении протеза вдоль оси Х). 
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В результате  таких обозначений  первое и  шестое уравнение записываются в виде: 
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Введем аналогичные обозначения и при  решении остальных уравнений системы (6). 
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С помощью  введенных обозначений находим: 
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5. Вывод уравнений равновесия одноопорного протеза  с учетом формул для 
координат центров сопротивления 
Введение понятия центров сопротивления  и формул для их определения позволяет  зна-

чительно упростить систему  шести уравнений относительно  искомых перемещений u0, v0, w0  
и углов  поворота  φx, φy, φz  протеза. 

В частности уравнения системы (5) записывается в виде: 
1. ,)(wvu 00 xxxybxyzcxzxzyoxzxyx Pczsycsccc =+−−+++ ϕ  
2. ,)(wvu 00 yyyzcyzxaxyxyzoyzyxy Pcxszcsccc =+−−+++ ϕ     (9) 
3. .)(wvu 00 zzxzaxzybyzyzxozyzxz Pcysxcsccc =+−−+++ ϕ  
Здесь использованы вышеуказанные обозначения. Коэффициенты при  φx, φy, φz , следует  

рассматривать как жесткости при поворотах. 
Так,  xybxyzcxzxzyx czsycsc +−−=ϕ  - жесткость поворота  протеза вокруг оси Х  при дей-

ствии силы  вдоль оси Х. 
yzcyzxaxyxyzy cxszcsc +−−=ϕ  - жесткость поворота  протеза вокруг оси У при действии 

силы  вдоль оси У. 
xzaxzybyzyzxz cysxcsc +−−=ϕ  - жесткость поворота  протеза вокруг оси Z при действии 

силы  вдоль оси Z. 
Аналогично записываются и уравнения моментов системы (3). 
4. ,0 xzxzyxyxxx muc =+++ ϕµϕµϕµϕ  
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5. ,0 yzyzyyxxyy mvc =+++ ϕµϕµϕµϕ        (10) 

6. .0 zzzyyzxxzz mwc =+++ ϕµϕµϕµϕ  
Матрица коэффициентов уравнений  симметричная, как это  следует из  теоремы Бетти о 

взаимности напряженного деформированного состояния  упругого тела. 
Коэффициенты μx, μy, μz, μxy, μxz, μyz также  можно выразить через  жесткости, статиче-

ские моменты различных порядков, но   целесообразнее записать их с помощью интегралов. 
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Как видим, в формулах  для коэффициентов  жесткости при поворотах  входят не только  
статические моменты первого порядка, но и статические моменты второго порядка (моменты  
инерции) от жесткостей. Поэтому, если ввести  обозначения моментов инерции, то можно фор-
мулы для коэффициентов жесткости переписать в новых обозначениях. Но, как  выше отмече-
но, формулы упростятся незначительно. 
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