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9 декабря 2009 г. Евгению Ивановичу 
Шемякину исполнилось бы 80 лет.

Е.И.Шемякин родился в Новосибирске. 
Окончив с золотой медалью среднюю 
школу, он с 1947 по 1952 гг. учился на 
механико-математическом факультете 
Ленинградского государственного
университета. После окончания
аспирантуры ЛГУ в 1955 г. защитил 
диссертацию на соискание ученой степени 
кандидата физико-математических наук 
"Распространение волн в неидеально 
упругих средах".

С 1955 по 1960 гг. Е.И.Шемякин работал научным сотрудником в Институте 
химической физики АН СССР (г. Москва). Затем, когда было организовано 
Сибирское отделение Академии наук СССР, Е.И.Шемякин вернулся в Новосибирск и 
с 1960 по 1971 гг. заведовал лабораторией механики горных пород в Институте 
теоретической и прикладной механики.

Фундаментальные научные результаты, полученные в это время, были 
опубликованы в следующих работах: "Распространение нестационарных возмущений 
в вязкоупругой среде" (1955 г., 1958 г.), "Волны нагрузки при подземном взрыве в 
горных породах" (1961 г., совместно с Н.С.Медведевой), "О динамической 
сжимаемости прочных горных пород и металлов" (1964 г., совместно с академиком 
С.Л. Христиановичем). В 1962 г. Е.И. Шемякин, защитив диссертацию на тему 
"Распространение волн при подводном и подземном взрывах", получает ученую 
степень доктора технических наук.

В это время Евгений Иванович совмещает работу в Академии наук СССР с 
преподаванием в Новосибирском государственном университете, где в 1965 г. 
получает ученое звание профессора, а с 1967 по 1987 гг. заведует кафедрой 
механики сплошной среды механико-математического факультета. В 1968 г. 
выходит в свет его учебник "Динамические задачи теории упругости и 
пластичности".

В 1969 г. была опубликована такая важная работа, как «О плоской деформации 
пластического материала при сложном нагружении» (в соавторстве с С.А. 
Христиановичем), а в 1974 г. — статья «К изучению механизма движения при 
коровых землетрясениях» («Известия АН СССР. Физика Земли », совместно с 
В.И. Щегловым).

В 1970 г. Евгений Иванович переходит на работу в Институт горного дела СО 
АН СССР на должность заместителя директора и с 1971 г. он становится сначала 
и.о. директора, а затем директором института. На этом посту он оставался до 
июля 1987 г. В этот период он ведет также активную научно-организационную и 
общественную работу. С 1970 по 1989 гг. Е.И. Шемякин был главным редактором 
журнала "Физико-технические проблемы разработки полезных ископаемых" 
(ФТПРПИ, журнал переводится на английский язык под названием "8оу1е̂  М1п1п§ 
8с1епсе"). Он являлся членом Советского райкома КПСС г. Новосибирска, избирался 
членом Новосибирского областного совета профсоюза и членом областного Совета 
народных депутатов (с 1977 г.), а также был председателем областного Совета 
научно-технических обществ.
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Период работы в ИГД СО АН СССР был отмечен для Евгения Ивановича 
Шемякина крупными результатами в области физического моделирования 
горнотехнических процессов и их обобщения. Этапными работами являются 
опубликованные в ФТПРПИ статьи "Две задачи механики горных пород, связанные 
с освоением глубоких месторождений угля и руды" (1974 г.) и "Задачи механики 
сыпучих сред в горном деле" (1982 г., совместно с А.Ф. Ревуженко и С.Б. 
Стажевским). В этих работах были представлены и обобщены результаты 
физического моделирования на принципиально новых установках, созданных в ИГД 
СО АН СССР для исследования поведения твердых тел при простом и сложном 
нагружениях. В 1979 г. выходит из печати его книга "Динамическое, разрушение, 
твердых тел" (совместно с В.С. Никифоровским).

В декабре 1976 г. Е.И. Шемякин избирается членом-корреспондентом АН СССР 
по отделению механики и процессов управления (механика горных пород). В 1980 г. 
он становится заместителем председателя Президиума Сибирского отделения АН 
СССР и остается на этом посту до 1986 г. В декабре 1984 г. Евгений Иванович был 
избран действительным членом АН СССР по отделению геологии, геофизики, 
геохимии и горных наук (горное дело, геофизика, геология).

С 1987 по 1992 гг. начинается новый период в государственной и общественной 
деятельности Евгения Ивановича — он работает Председателем Высшей 
аттестационной комиссии при Совете Министров СССР (на правах министра).

В 1991 г. Е.И. Шемякин был приглашен в Московский государственный 
университет им. М.В. Ломоносова заведовать кафедрой волновой и газовой динамики 
механико-математического факультета. Параллельно он проводит консультации в 
качестве главного научного сотрудника Института динамики геосфер Российской 
академии наук.

В 90-е годы Е.И. Шемякин публикует целый ряд оригинальных работ, в том 
числе "Приливное деформирование планет: опыт экспериментального 
моделирования" (1991 г., совместно с А.И. Бобряковым и А.Ф. Ревуженко), "О 
деформации вращающихся планет" (1993 г.), "О происхождении алмазных трубок" 
(1995 г.).

Е.И. Шемякин является основателем научной школы "Теоретические и 
экспериментальные, исследования необратимых, деформаций и разрушения твердых 
тел при ударе и взрыве", объединяющей ведущих специалистов из научно
исследовательских институтов Москвы и Новосибирска. Основные направления 
деятельности школы — разработка математических моделей процессов 
необратимого деформирования и разрушения твердых тел и методов решения 
краевых задач о деформировании и разрушении твердых тел, включая прикладные 
задачи горной науки.

Научные связи Е.И. Шемякина в Беларуси были многочисленны и разнообразны. 
Он неоднократно принимал участие в конференциях, совещаниях, связанных с 
решением задач геомеханики Солигорского месторождения, механики машин, 
теоретической механики. В Беларуси работают его ученики и научная школа по 
механике деформированного твердого тела, Совет по дисциплине докторских 
защите докторских диссертаций и другие научные структуры появились благодаря 
активной поддержке Е.И. Шемякина.

Весьма широки и разнообразны были международные контакты Е.И. Шемякина. 
Еще в 1968 г. он представляет на Международной конференции по прикладной 
механике (Стэнфорд, США) доклад "О затухании волн напряжений в горных 
породах". Он участвовал в работе симпозиумов в ФРГ (1976 г.) — "Проблемы 
освоения глубоких месторождений полезных ископаемых" и в Швеции (1982 г.) — 
"Новые технологии разработки рудных месторождений". В 1982 г. Е.И.Шемякин
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избирается вице-президентом Международного общества по механике горных 
пород, а в 1984 г. возглавляет Научный совет по механике горных пород и горному 
давлению. В знак признания научных достижений Евгения Ивановича в 1992 г. он 
избирается членом Академии наук Чехословацкой Республики, в 1993 г. — членом 
Королевского общества инженеров (Швеция), в 1994 г. — председателем 
национальной группы геомехаников.

Заслуги Е.И. Шемякина в государственной, общественной и научной 
деятельности получили высокую оценку в нашей стране и за ее пределами. Он 
являлся лауреатом Государственной премии (1984 г.), действительным членом 
Академии естественных наук Российской Федерации и Академии горных наук, 
почетным членом Международной инженерной академии т.д.

Был награжден правительственными наградами: орденами «Знак Почета» 
(1967), Трудового Красного Знамени (1975 г.), Дружбы народов (1981 г.), медалями, 
был удостоен трех золотых медалей ВДНХ, был награжден медалями ГДР (1978 
г.), БНР (1981 г.), КНДР (1985 г.).

Скончался Евгений Иванович 17 февраля 2009г. в г. Москве.
Светлая память об Евгении Ивановиче - ученом, общественным деятеле, 

человеке навсегда останется в сердцах его учеников и коллег.
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Объединенный институт машиностроения

МЕТОДЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ МЕХАНИКИ В ПРОЕКТИРОВАНИИ 
ПЕРСПЕКТИВНЫХ МАШИН

Высоцкий М.С., Харитончик С.В.

Введение
Все более актуальными становятся вопросы создания новых перспективных 

поколений большегрузных магистральных автопоездов для транспортировки грузов 
на дальние и сверхдальние расстояния между Европой, Азией и Дальним Востоком. 
Перспективные многозвенные автопоезда сократят количество транспорта на доро
гах и количество занятых в грузоперевозках водителей, повысят экономическую эф
фективность и безопасность перевозок, значительно уменьшат вредные выбросы в 
окружающую среду.

С позиции логистики трансконтинентальных автоперевозок грузов транспорт
ные средства должны быть модульной конструкции и иметь максимально возможное 
количество грузовых модулей [1, 2]. Этому отвечают многозвенные автопоезда с 
числом прицепных звеньев три и более. Однако, условия безопасности, с учетом 
длины многозвенного автопоезда не менее 40 м, требуют новых подходов при выбо
ре параметров и разработке конструкции узлов, агрегатов, систем и автопоезда в це
лом, которые должны реализовывать функции маневренности, устойчивости, управ
ляемости при эксплуатации.

В современной научно-технической литературе отсутствуют методы проекти
рования транспортных средств такого типа и поэтому существует необходимость со
здания методических основ для исследования динамики и проектирования автопоез
дов с последующим их использованием в цикле виртуальной разработки. С этой це
лью для анализа маневренности, управляемости и устойчивости требуется создание 
параметризованной универсальной динамической модели многозвенного автопоезда, 
позволяющей путем компьютерного моделирования провести серию виртуальных 
испытаний. Данные испытания помогут найти оптимальные решения конструкций 
рулевого управления, подвески, сцепного устройства и др. для обеспечения манев
ренности и стабилизации криволинейного движения многозвенного автопоезда. 
Также требуется создание алгоритма, моделирующего управляющее воздействия во
дителя на рулевое колесо при движении автопоезда по заданному маршруту, соот
ветствующему условиям реальных дорожных развязок.

Многозвенный автопоезд
Магистральный автопоезд, используемый для этих целей, должен состоять из 

нескольких основных структурных укрупненных модулей: тягач головного звена, 
представляющий собой тяговый модуль с кабиной, грузовой модуль и автономный 
тяговый модуль с возможностью дистанционного управления (рис. 1). При этом, тя
говые модули предназначены для придания автопоезду требуемых тягово
динамических свойств при осуществлении транспортной работы. В состав тягового 
модуля входит рама, силовая установка (двигатель внутреннего сгорания с система
ми), трансмиссионный блок (привод колес ведущего моста), ведущие мосты и 
управляемые оси, подвеска оси и ведущего моста, рулевое управление, тормозная 
система, седельно-сцепное устройство быстрого присоединения грузового модуля к 
тяговому модулю. Тяговый модуль может комплектоваться силовыми установками и 
трансмиссиями различных типов. Например, трансмиссия может быть как механиче
ской, так и электромеханической. Автономный тяговый модуль используется в зве
ньях автопоезда и предназначен для обеспечения их мобильности.
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1 - кабина, 2 - тяговый модуль, 3 - грузовой модуль, 4 - сцепное устройство,
5 -  автономный тяговый модуль 

Рис. 1. Структура модульного многозвенного автопоезда

С учетом сказанного под одним звеном понимается единица транспортного 
средства, в состав которой входит тяговый и грузовой модули.

Задачи исследования
Для обеспечения различных способов передвижения звенья многозвенного ав

топоезда должны оснащаться управляемыми колесами в каждом звене, поскольку 
эффективность многозвенного автопоезда будет зависеть от его подвижности, опре
деляемой совокупностью взаимосвязанных параметров, среди которых маневрен
ность, управляемость и устойчивость движения. В данном исследовании под указан
ными свойствами будем понимать следующее.

Маневренность определяется способностью автопоезда преодолевать повороты 
на дорогах и разворачиваться на регламентированной по размерам территории.

Управляемость определяется возможностью автопоезда легко и быстро изме
нять свое положение на дороге при воздействии водителя на органы управления.

Устойчивость движения определяется способностью автопоезда сохранять 
направление движения и ориентацию продольной и вертикальной осей независимо 
от действия внешних и инерционных сил в заданных во времени или пути пределах.

С учетом сказанного задача данного исследования состоит в том, чтобы разра
ботать теоретические методы и математические и компьютерные модели, описыва
ющие динамику движения многозвенного автопоезда на криволинейных участках 
дорог; проверить адекватность предложенных методов и моделей. Это необходимо 
для выработки рекомендаций по выбору основных параметров узлов и систем 
управления автопоезда, чтобы обеспечить нормативные требования по маневренно
сти, управляемости и устойчивости его движения.

Методика проведения компьютерных и физических испытаний
Показатели эксплуатационных свойств автопоезда, таких как маневренность, 

управляемость и устойчивость регламентированы внутриотраслевыми и междуна
родными нормами. Например, такой показатель как маневренность оценивается спо
собностью транспортного средства на минимальной скорости вписаться в размечен
ный коридор с разворотом на 360°. Показатели маневренности регламентируются 
Директивой 97/27/ЕС оГ 1йе Еигореап РагИашеп! апй Еигореап РагИашеп! апй оГ 1йе 
Соипсй, ге1а1;1п§ 1о 1йе шаззез апй йхшепзхопз оГ сег1а1п са1е§ог1е8 оГ шо1ог уеЫс1е8 апй 
1йе1г 1га11ег8 и СТБ ГОСТ Р 52389-2005 (рис. 2 а).

Основным нормативным документом по управляемости и устойчивости транс
портных средств, действующим в Беларуси и Российской Федерации, являются 
стандарты [3 и 4]. В соответствии с ними показатели, характеризующие управляе
мость и устойчивость автопоезда определяют при выполнении следующих испыта
ний:
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испытание «поворот Кп = 35 м», которое предназначено для определения мак
симальной скорости маневра при входе автопоезда в поворот;

испытание «переставка 8п = 20 м», которое предназначено для определения 
максимальной скорости маневра при смене автопоездом полосы движения на огра
ниченном участке пути;

испытание «усилие на рулевом колесе»;
испытание «стабилизация рулевого управления», которое предназначено для 

определения параметров, характеризующих самовозврат управляемых колес и руле
вого колеса в нейтральное положение;

испытание «прямая», которое предназначено для определения средней угловой 
скорости корректирующих поворотов рулевого колеса;

испытание «пробег», которое предназначено для определения допустимых ско
ростей в эксплуатационных режимах движения, если по результатам испытаний 
«поворот» и «переставка» скорости маневров автопоездов ниже нормативных значе
ний.

На начальной стадии проектирования, когда еще не выбран тип рулевого меха
низма, нет необходимости выполнять компьютерное испытание «усилие на рулевом 
колесе», поскольку для управления автопоездом требуется разработка оригинально
го рулевого управления и алгоритма управления, так как для обеспечения высокой 
маневренности необходимо будет изменять не только положение управляемых ко
лес, но и, возможно, размеры элементов сцепного устройства. То же относится и к 
испытаниям «стабилизация рулевого управления», «прямая», «пробег».

При испытаниях «поворот Кп = 35 м» автопоезд вводится в режим равномерно
го прямолинейного движения и устанавливается наивысшая передача, обеспечива
ющая устойчивую работу двигателя. Разметка дороги для испытаний приведена на 
рис. 2 б: на участке 1 ширина коридора = 3,55 м, на участке 3 ширина коридора 
Пз = 4,45 м. При пересечении передними колесами транспортного средства границы 
между участками 1 и 2 размеченного коридора водитель быстро снимает ногу с пе
дали газа и начинает поворачивать рулевое колесо вправо для выполнения маневра. 
Положение всех остальных органов управления должно оставаться неизменным. 
Внешний наблюдатель отмечает отрывы колес от дороги, выходы автопоезда за пре
делы коридора и информирует о них водителя. Результатом испытаний «поворот 
Кп = 35 м» является определение максимальной скорости прохождения испытатель
ного участка, при которой не было выхода за пределы разметки и не наблюдался от
рыв колес автопоезда от дороги.

Согласно [3, 4] максимальная скорость выполнения маневра «поворот Кп = 35 
м» должна быть не менее 42 км/ч.

В среде моделирования М8С.ЛВЛМ8 определение критической скорости входа 
автопоезда в поворот осуществляется путем увеличения скорости движения до появ
ления отрыва колеса или выхода транспортного средства за боковые границы кори
дора.
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а) Разметка участка испытаний 
«маневренность»

б) Разметка участка испытаний 
«поворот Я„ = 35м»

Рис. 2. Схемы участков дорог для проведения нормативных испытаний

Схема разметки участка дороги для испытания «переставка ^п = 20 м» приве
дена на рис. 2 в. Для исследуемого автопоезда согласно [3, 4] максимальная скорость 
выполнения маневра должна быть не менее 50 км/ч. При испытаниях многозвенный 
автопоезд также выходит на режим равномерного прямолинейного движения и вы
бирается наивысшая передача, обеспечивающую устойчивую работу двигателя. По
ложение рук водителя на рулевом колесе соответствует цифрам «3» и «9» цифербла
та часов. При пересечении передними колесами автопоезда границы между участка
ми 1 и 2 размеченного коридора водитель быстро снимает ногу с педали газа и начи
нает выполнять маневр. Никакие воздействия на остальные органы управления не 
допускаются. Внешний наблюдатель отмечает отрывы колес от дороги, выходы ав
топоезда за пределы коридора и информирует о них водителя. Результатом испыта
ний «переставка 8п = 20 м» является определение максимальной скорости прохож
дения участка разметки, при которой не было выхода за пределы разметки и не 
наблюдался отрыв колес транспортного средства от дороги.
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Обобщенная математическая модель криволинейного движения многозве
нного автопоезда

Силы, действующие при криволинейном движении на многозвенный автопо
езд, в соответствии с рекомендацией [5] можно определить отдельно для каждого 
звена с учетом взаимодействия звеньев между собой. В этой связи рассмотрим мето
дику описания криволинейного движения на примере первого (головного) звена ав
топоезда.

Ускорения центров тягача и полуприцепа находятся в неподвижной системе 
координат ХОУ (рис.3). В некоторый момент времени продольная ось тягача распо
ложена под углом у 11 к оси ОХ, на угол а  ̂1 повернуто внутреннее управляемое ко
лесо, а наружное на угол а(1. В этот же момент времени продольная ось грузового 
модуля (полуприцепа) к оси ОХ расположена под углом у 12. С центрами тяжестей 
тягового и грузового модулей свяжем подвижные системы координат х 11011 у 11 и 
Х12012У12. Оси 011 х 11 и о 12X12 будут направлены вдоль продольных осей модулей.

С учетом изложенного скорости центров масс тягового и грузового модулей 
равны соответственно V11 = Ю1К 11 и ^12  = 0 1 ^ 12. По рекомендациям [2] проекции 
данных скоростей на оси ХОУ равны

Рис. 3. Расчетная схема криволинейного движения звена многозвенного автопоезда

V1\ =  V 11С0 8 (Р 11 +  у 11) =  V 11С0 8  Р п С 0 8  у 11 -  V1181П Р 1181П у 11 =  V 1X1" с 08  у 11 -  V^111 81П

у11;
V =  У1181п ( Р 11 +  у п )  =  V11С08 Рп81П у 11 -  V 118^п Р11С08 у 11 =  V5х!" 81П у 11 -  V С08

у 11;
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V 12 = V  12С08(Р 12 + У12) = ^12008 Р12СО8 у 12 -  К1281П Р1281П у12 = V 12'2 С08 у12 -  V §1̂
У12;

V [2 = V128^п(Р1 2+ У12) = V12С0 8  Р1281П у 12 -  V128 п̂ Р12С08  у12 = V  12'2 81П у12 -  V Ц’2 С08  у 12.
При этом скорости V  ;х1"  и V  12'2 являются скоростями продольного движения 

соответственно тягового и грузового модулей, а скорости V̂ ^̂ ' и V[2'2 -скоростями 
бокового смещения.

Дифференцируя полученные выражения, находим проекции на оси неподвиж
ной системы координат Х О У  ускорений центров масс тягового и грузового модулей: 

712 = С08 у 11 ^ V -  V ;Х1" 81П уп ^уц/^^ -  81П у11 ̂ V 1ё1 -  V С08 у11 ё уп/ё1;
] = 81П у11 ё V ;Х1 " /^^  + V ;Х1 " с08 уП ^ уп /ё1  + С08 у11 ё V [^ "/^^  -  V 81П у ц ё у п /ё Г ;

]  12 = С08 у 12 ^ V  12'2/^  ̂-  V 1212 81П у 12^У12/^^  -  81П у12̂ V  12'2/^  ̂-  V 1212 С08 у12̂ у12/̂ ;̂12
12

12
12

12
X 12

12
,̂ Х 12 ,] ;2 = 81П У12^VХ>‘2/^  ̂+ VХ,‘2 С08 у 12^у 12/^  ̂+ С08 у 12^VХ,*2/^  ̂-  VХ,‘2 81П у12^у12/̂ .̂

В практической деятельности удобно пользоваться значениями не только ско
ростей, но и ускорений и сил, которые не меняют свое положение относительно мо
дулей в звеньях автопоезда. С этой целью определим проекции найденных ускоре
ний на продольные поперечные оси тягового и грузового модулей многозвенного ав
топоезда:

]  11,12 = ]  11,12С08 у 11,12 + ]  11,1281П у11,12;

]  11,12 =̂ 111,12 008 у 11,12 - ]  11,12 8̂П у 11,12.
С учетом ранее полученных выражений получаем:

IX11, X12 
 ̂11,12

т/[11,[ 12̂ ^]  11,12 -  V ц,12 Ю 11,12;
•[ 11,71̂ _ т/X 11,X 1̂ ^  , 1тгГ 11,[ 12 11,]  11,12 V 11,12 Ю 11,12 + Л̂V Ц12 1(л1,

где ёV  'X1"/^^ = 7 1 1 , ёV  1212/^  ̂= ]  12 -  продольные ускорения модулей, а ёу 11/ё̂  = Ю11 и 
ёу 12/ =  Ю12 -  угловые скорости модулей.

Проекции сил, действующие на тяговый и грузовой модули при криволинейном 
движении многозвенного автопоезда, определим на подвижные системы координат 
Х11011У11 и X12 012.У12, связанные их продольными и поперечными осями: 
в системе координат хцо 11 уп

У  р  = - р " -  р " + р̂  + р° -  р̂  -  р° -

-р^1 с08«11 -  Р̂ !' с08«101 -  р^181па11 -  81па1°1 -  К12

У  РТ!, = -Р !̂! 008 а п -  р81 008 а п -  р ■1! + р12 + р82 -  р ’п 8̂ П «П -  рЛ 8̂П «П ;
У  = ~Тгг + апр5! 008 а п + апр5! 008 а п +

+ :2^.р;, С08Ч', - К, р“ С08Ч0, + 2 К ,р '2 + -2К 2р;̂ ^

Т712 Т7О'рй р / 3 р / 3 -р ’ -  р° + р^
в системе координат х12о12у12

У  р  = - р  '2 р р р р рX12 2 а  ̂ и  ̂/3  ̂ /3  ̂/4  ̂ /4

У  р, 2 = р^3+ р;, -  р!,1+ р^4+ р,°4+ р,-„;
У м „  =-Т:;- - т  - а,,)1р-3 - (/,32 - а,2)р,О3 - (1̂ , - а,,)р'4 -(1 ,̂ - а,,)р„О4 +

+ 2  К „р} 3 -  2  К„р;3 + ̂ 2 К 34 р / 4 -  ̂ 2 К 34 р,", ,

где под рм> приняты обозначения соответствующих окружных сил ведущих колес, р /  
-  сил сопротивления качению колес, ра -  силы аэродинамического сопротивления, 
ра -  продольной составляющей силы инерции, р 1я -  боковой составляющей силы
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инерции, Р 1̂ -  силы бокового уводы. Смысл остальных принятых переменных следу
ет из рис. 3. В обозначениях индексов первая цифра указывает на порядковый номер 
звена автопоезда, вторая -  «1» на отношение переменной к тяговому модулю, «2» на 
отношение переменной к грузовому модулю.

Многомассовая модель многозвенного автопоезда в М8С.А^АМ8
Для анализа показателей маневренности, управляемости и устойчивости в 

М8С.ЛВЛМ8 создана параметризованная полнокомплектная динамическая модель 
многозвенного автопоезда (рис. 4), позволяющая путем компьютерного моделирова
ния провести серию виртуальных испытаний.

Рис. 4. Многомассовая динамическая модель многозвенного автопоезда

Динамическая модель автопоезда включает в себя подмодели тягового модуля 
с кабиной, трех грузовых модулей, двух тяговых подкатных модулей, две подмодели 
сцепного устройства, а также модели колес и дороги. Каждая подмодель включает в 
себя модели предварительно прокомпонованных узлов и агрегатов (двигатели, 
трансмиссии, рулевые управления, топливные баки, подвески и т.п.). С их учетом 
подмодели тяговых и грузовых модулей выполнены жесткими телами и задают со
ответствующее распределение инерционно-массовых характеристик полноком
плектной модели в пространстве. Подмодели сцепных устройств моделируются 
шарниром, имеющим одну вращательную степень свободы ведущего и ведомого 
звеньев.

В дальнейшем, при усовершенствовании сцепного устройства, модель может 
быть адаптирована к конструкции добавлением новых конструктивных элементов, 
включая и систему управления сцепкой.

Для обеспечения имитации движения автопоезда принимаются модели взаимо
действия шины с дорогой, используемые в пакете М8С.ЛВЛМ8. В зависимости от 
типа испытаний используются модели шин Р̂ а1а или Расе]ка.

В многокомпонентной модели автопоезда применяется модель шины, на осно
вании теории Е. Р1а1а [6] (рис. 5). Модель шины имеет жесткую ступицу А, пневма
тический элемент В, который моделирует упругое основание и сетку диагонально 
уложенных слоев каркаса шины в боковых стенках, исключающий сдвиг периферии 
колеса относительно ступицы в окружном направлении и имеющий жесткость в бо
ковом направлении, тонкая лента С, обладающая изгибной жесткостью в боковом 
направлении, моделирует каркас и брекер в короне шины, рабочая лента В с рабочей 
поверхностью, способной к сдвигу в тангенциальном направлении моделирует про
тектор шины. Данная модель с достаточной точностью для сравнительного анализа
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показателей маневренности, управляемости и устойчивости движения автопоезда 
воспроизводит упругие и сцепные характеристики шины.

Таким образом, виртуальные испытания, проведенные с помощью разработан
ной динамической модели многозвенного автопоезда, позволят оптимизировать кон
структивные решения рулевого управления, подвески, сцепного устройства и др. для 
обеспечения заданных стандартами показателей его маневренности, устойчивости и 
управляемости и разработки алгоритмов управления его движением.

Рис. 5. Структура модели шины Е. Р1а1а

Алгоритм воздействия на рулевое колесо
В условиях реальной эксплуатации техника вождения многозвенного автопоез

да будет отличаться по сравнению с автопоездом классической компоновки. В 
первую очередь это касается проезда криволинейных участков движения. Здесь во
дитель должен стараться максимально эффективно использовать всю ширину задан
ного дорожного коридора, что исключит выход отдельных элементов звеньев за пре
делы коридора.

Определение в этой ситуации порядка действий водителя необходимо не толь
ко для обучения навыкам вождения водителя при проезде дорожных развязок, но 
необходимо также при проведении виртуальных испытаний и разработке алгоритмов 
автоматического управления движением многозвенного автопоезда.

В этой связи предлагается алгоритм, моделирующий управляющее воздействия 
водителя на рулевое колесо. Данный алгоритм основан на принципе корректировки 
курса движения автопоезда по отклонению от предварительно заданной траектории 
движения. Необходимая траектория движения задается в виде полилинии как функ
ция пути в глобальной системе координат

^ = /  (^, ^).
В процессе движения автопоезда непрерывно производится расчет угла накло

на касательной к заданной траектории, который определяет истинное направление 
курса движения автопоезда. Одновременно с этим определяется текущее направле
ние курса движения автопоезда. Разница между направлением курса по траектории и 
текущим направлением курса движения автопоезда задает направление и закон по
ворота рулевого колеса выраженный зависимостью

®тк = /  (^^те, у, ^, А, V гк) 81§п А,
где 0 гк -  угол поворота рулевого колеса, у -  направления курса траектории, ^  -  те
кущее направление курса движения автопоезда, А -  текущий угол рассогласования 
курсов, Утк -  скорость поворота рулевого колеса.

Виртуальные испытания и анализ маневренности, устойчивости, управля
емости автопоезда
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Рассмотрим результаты виртуальных испытаний многозвенного автопоезда на 
основе созданных динамических моделей по показателям эксплуатационных 
свойств, определенных на основе действующих стандартов (рис. 6, 7).

При движении многозвенного автопоезда по стандартизованному коридору по 
часовой стрелке (рис. 2 а) водитель удерживает левый габарит головного звена как 
можно ближе к кромке большего круга радиусом 12,5 м (рис. 6). В силу конструк
тивных особенностей полуприцеп даже одного звена будет перемещаться в направ
лении малого круга радиусом 5,3 м по причине действия боковых сил на колеса по
луприцепа. Расчеты показывают (рис. 8), что отсутствие управляемых колес в грузо
вых модулях приводит к большей силовой нагруженности ходовой системы много
звенного автопоезда, созданию дополнительных моментов сопротивления повороту 
и соответствующей потере мощности. Так, значения боковых сил на некоторых ко
лесах осей грузовых модулей достигают 27 кН. Несколько меньшие значения до 24 и 
25 кН наблюдаются на колесах тяговых модулей и головного тягача.

Рис. 6. Оценка маневренности многозвенного ав
топоезда

Рис. 7. Оценка маневра «переставка»

Разные значения боковых сил на колесах левого и правого бортов многозвен
ного автопоезда возникают еще и в связи с перераспределением масс при движении 
по криволинейной траектории. Это становится наиболее заметным при увеличении 
скорости движения, в частности, при выполнении маневра «переставка».
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Боковые силы 1-й и 2-й осей Боковые силы 5-й, 6-й, 9-й, 10-й осей
Рис. 8. Изменение боковых сил на колесах многозвенного автопоезда 

при исследовании маневренности

Моделирование маневра «переставка» (рис. 7) осуществляется в соответствии с 
разметкой, указанной на рис. 2в, и выполнение маневра начинается при пересечении 
передними колесами автопоезда границы между участками 1 и 2 размеченного кори
дора. Наличие управляемых колес только на тягаче головного звена приводит к то
му, что второе и третье звенья автопоезда пересекают слева разметку на участке 1, а 
после прохождения головным звеном участка 2 размеченного коридора второе и тре
тье звенья автопоезда пересекают справа разметку на участке 3 (рис. 9). Вместе с тем 
автопоезд остается устойчивым вплоть до скорости 50 км/ч. Повышение границы 
устойчивости возможно при управлении значениями нормальных реакций колес. 
Анализ их динамики на пройденном пути показывает (рис. 10), что нагрузка на 
наружные колеса вначале маневра резко уменьшается, а при выходе на участок 3 
еще боле резко увеличивается и доходит почти до 6 т.

Пересечение участка 1 разметки можно объяснить наличием больших углов 
увода, вызванных перераспределением нормальных реакций колес. Динамика изме
нения углов увода, как следует из рис. 10, указывает на необходимость предъявления 
более жестких требований к управлению подвеской многозвенного автопоезда.

Рис. 9. Изменение траектории движения многозвенного автопоезд при выполнении маневра
«ПЕРЕСТАВКА» на предельной скорости
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Результаты дальнейшего моделирования позволяют отметить, что оснащение 
тяговых тележек многозвенного автопоезда управляемыми колесами дает возмож
ность выполнить маневр «переставка» без пересечения участка 1 на скорости 52 
км/ч. Оснащение управляемыми колесами грузовых модулей позволяет существенно 
уменьшить влияние боковых сил на маневренность и осуществить разворот автопо
езда на 180° без пересечения границ окружностей радиусами 12,5 и 5,3 м.

Вертикальные реакции колес левого борта Вертикальные реакции колес правого борта

л \
/ \  А . ' \

1/.̂  /сж

л /V

ИХОСО ишоа 120000 13X00 ЫСОСС 1ЖО 170X0 1вХО0 130000 200000

Углы увода колес левого борта Углы увода колес правого борта

Рис. 10. Изменение вертикальных реакций и углов увода на колесах многозвенного автопоезда при 
выполнении маневра «ПЕРЕСТАВКА» на предельной скорости 49,8 км/ч в среде М8С.АВАМ8

Экспериментальные исследования, проверка адекватности и уточнение 
компьютерной модели автопоезда в М8С.А^АМ8

Для подтверждения адекватности созданных компьютерных моделей в услови
ях испытательного полигона были проведены предварительные экспериментальные 
исследования многозвенного автопоезда. Это дало возможность не только уточнить 
теоретический метод и компьютерные модели, но и на основании изучения динами
ки автопоезда дать рекомендации по улучшению и оптимизации его конструкции.

Экспериментальное исследование параметров криволинейного движения мно
гозвенного автопоезда было выполнено в 2009 году на Республиканском полигоне 
для испытания автотракторной техники в Минске (Беларусь). Для исследования был 
взят экспериментальный образец многозвенного автопоезда в составе тягача МАЗ- 
544019, двух подкатных тележек МАЗ-84200 и трех полуприцепов МАЗ-931010 про
изводства Минского автомобильного завода (рис. 11).

16



Испытание «поворот К„ = 35 м» Экспериментальные исследования маневренности

Испытание «переставка»

Рис. 11. Экспериментальные исследования многозвенного автопоезда

В ходе движения по окружности радиусом 50 м и более установлено, что все 
звенья многозвенного автопоезда повторяют траекторию, задаваемую движением 
головного звена. При этом не установлено «сползания» второго и третьего звеньев к 
центру окружности.

При проведении экспериментальных исследований маневренности было уста
новлено, что однозвенный автопоезд вписывается в коридор, задаваемый окружно
стями радиусами 12,5 и 5,3 м. Второе и третье звенья автопоезда начинают пересе
кать внутреннюю окружность радиусом 5,3 м уже при прохождении Ул окружности. 
При этом величина «сползания» внутренних колес передних осей грузовых модулей 
второго и третьего звеньев составила соответственно 0,55 и 0,9 м. При развороте ав
топоезда на 360° происходит более интенсивное «сползание» второго и третьего зве
ньев к центру поворота. Величина «сползания» к центру поворота внутреннего коле
са передней оси грузового модуля второго звена при повороте автопоезда по окруж
ности диаметром 25 м на 360° составила 1,24 м. При этом расчет показывает, что эта 
величина не превышает 0,74 м. Корректировка характеристик увода и сцепления 
шины с дорогой позволяет скоррелировать расчетную оценку с экспериментальными 
данными.

Выполнение маневра «переставка» показало устойчивое без отрыва колес дви
жение многозвенного автопоезда в снаряженном состоянии на различных скоростях 
вплоть до максимально заданной 85 км/ч. Устойчивое движение в снаряженном со
стоянии автопоезд показал и при движении одновременно по двум окружностям 
одинаковых радиусов диаметром 40 м.
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Заключение
Эксплуатация многозвенных автопоездов связана с движением по траекториям 

различной кривизны и конфигурации. К новым типам движения магистрального гру
зового автомобильного транспорта следует отнести движение одновременно по 
окружностям разных радиусов; движение многозвенного автопоезда по сложной 
траектории, характеризующейся наличием одновременно нескольких радиусов; об
разование фигур типа «треугольник» в местах погрузки и разгрузки транспортно
логистических терминалов.

Разработана компьютерная модель многозвенного автопоезда для оценки ди
намики криволинейного движения. Представленные результаты моделирования ти
повых маневров согласуются с данными экспериментов, проведенных на Республи
канском автополигоне. Отличие расчетных и экспериментальных данных не превы
шает 10%.

Для обеспечения требуемых характеристик необходимо применение на много
звенных автопоездах перспективных механизмов и электронных систем, действие 
которых направлено на поддержание заданной траектории движения. В частности, 
требуется использование передних управляемых колес в тяговых тележках и полу
прицепах, электронной системы рулевого управления автопоездом, интеллектуаль
ного сцепного устройства.

Наименее предпочтительным при движении на малых радиусах является авто
поезд с грузовыми модулями без управляемых колес. Экспериментальные данные и 
компьютерное моделирование указывают на довольно стремительное «сползание» 
второго и третьего звеньев к центру поворота при развороте автопоезда на 360°.

Результаты экспериментальных исследований указывают также на необходи
мость уточнения и корректировки исходных данных в математических моделях бо
кового увода колес. Так, в ходе эксперимента установлено, что величина «сполза
ния» к центру поворота внутреннего колеса передней оси грузового модуля второго 
звена при повороте автопоезда по окружности диаметром 25 м на 360° составила 
1,24 м. При этом расчет показывает, что эта величина не превысит 0,74 м. Уточнение 
коэффициента бокового увода в сторону увеличения на 30% позволяет добиться 
совпадения данного параметра в расчете и в эксперименте.
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СИНТЕЗ ПОДХОДОВ ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ КАБИН ГРУЗОВЫХ
АВТОМОБИЛЕЙ

Харитончик С.В.

В условиях современного рынка продукция грузового автомобилестроения 
должна быть привлекательна для потребителя по целому ряду свойств. Каждый по
требитель желает, чтобы приобретенные им автомобили имели яркие отличительные 
по отношению к конкурентам стилевые решения, подчеркивающие имидж компа
нии. Ключевую роль здесь играет кабина автотранспортного средства. Поэтому 
очень важно ее выделение среди конкурирующих образцов при помощи средств ди
зайна, наделение характерными признаками, запоминающимися чертами, выгодно 
отличающими от других машин.

Вместе с тем потребителю важно не только стилевое совершенство кабины, но 
и влияние внешних форм на аэродинамику всего автомобиля, а также на безопас
ность водителя и пассажиров. Решение таких разных задач в отрыве друг от друга 
позволяет достичь максимума показателей какого-либо одного свойства, но одно
временно может ухудшить показатели других свойств. В частности, задача совер
шенствования аэродинамики непосредственно влияет на экономическую эффектив
ность грузового автомобиля или автопоезда.

Большая площадь фронтальной проекции и прямоугольная плохо обтекаемая 
форма кузова автотранспортных средств способствуют возникновению значительно
го аэродинамического сопротивления (критерии аэродинамики) [1]. Данный факт 
особенно важен, если учесть, что современная перевозка грузов связана с большими 
скоростями, влияющими на рост сопротивления. Кроме того, аэродинамика АТС 
тесно связана с дизайном кабины.

Обеспечение требуемой прочности (критерии прочности) кабины осуществля
ется главным образом за счет ее силового каркаса и наружных штампованных обли
цовочных панелей. Однако, в связи с высокой стоимостью штампов, не всегда име
ется возможность обновления внешнего вида кабины отвечающего современным 
требованиям технической эстетики, предъявляемым к изделиям данного класса. 
Кроме того, существует необходимость создания семейства кабин (вагонной, полу- 
капотной, капотной компоновки; с бытовым модулем и без бытового модуля) для 
различных условий и регионов эксплуатации автопоездов.

В связи с изложенным необходима разработка подходов к созданию перспек
тивных грузовых автомобилей и автопоездов, в которых будут в совокупности ре
шены вопросы создания кабин на основе совместной оптимизации стилевых, аэро
динамических и прочностных свойств. Решение данной задачи, относящейся к раз
личным областям механики, позволит в рамках заданного ограниченного простран
ства найти способы повышения экономичности и эффективности автотранспортных 
средств.

Рассмотрим особенности обеспечения указанных выше свойств.
Исходными данными для разработки внешнего строения АТС являются техни

ческое задание, задающее основные параметры АТС, и компоновочный чертеж со 
схематически изображенными основными узлами и агрегатами (рис. 1). Базируясь на 
этих документах, дизайнеры выполняют поисковые эскизы экстерьера кабины, при
нимая во внимание вопросы аэродинамики, эргономики рабочего места и зоны от
дыха водителя и пассажира (рис. 2).

Объединенный институт машиностроения
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Рис. 1. Компоновочный чертеж со схематически изображенными основными узлами и агрегатами

Рис. 2. Поисковый эскиз экстерьера автопоезда

При разработке дизайна АТС необходимо опираться на следующие критерии 
эстетических свойств создаваемого объекта:

• информативность (наглядное выражение назначения изделия; образность 
формы);

• целостность композиции (выразительность объемно-пространственной струк
туры; тектоничность, соразмерность, колорит);

• стилевая выразительность (соответствие современным стилевым тенденциям; 
соответствие стилевому ансамблю среды);

• социально-утилитарная ценность (общественная оправданность; функцио
нальное соответствие);

• экономическая эффективность (трудоемкость; материалоемкость);
• производственно-техническая ценность (технологичность; прогрессивность 

конструкций и материалов);
• отделка и товарный вид (качество наружной и внутренней отделки; вырази

тельность фирменных знаков).
Итогом этапа дизайна становится уточненная трехмерная компоновка кабины. 

Она является основой для проведения виртуальных испытаний на прочность и аэро
динамику. При необходимости осуществляется корректировка конструкции (компо
новки) кабины с повторным проведением виртуальных испытаний.
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Среди всех свойств кабины безопасность следует отнести к разряду наиболее 
важных, поскольку непосредственно связана с сохранением жизни водителя и пас
сажиров. Поэтому безопасность кабины в первую очередь определяется ее прочно
стью, а прочность кабины рассматривается как способность при авариях сохранять 
жизненное пространство, т.е. остаточное пространство внутри кабины, достаточное 
для выживания находящихся там людей.

Безопасность кабины регламентирована международными правилами ЕЭК 
ООН № 29, определяющими три вида испытаний: испытание кабины на удар спере
ди; испытание на прочность крыши кабины; испытание на прочность задней стенки 
кабины. После каждого из этих испытаний в кабине грузового транспортного сред
ства должно сохраниться жизненное пространство, в котором может поместиться на 
сиденье манекен 75-процентильной репрезентативности, не приходя в соприкосно
вение с жестко закрепленными частями кабины.

Следует отметить, что стоимость и трудоемкость натурных испытаний высока, а при по
вреждении АТС его необходимо изготавливать заново после доработки конструкции для по- 
вторн^1х исп^1ганий. Современн^1е компьютерные технологии позволяют эффективно прово
дить виртуальные испытания кабин. Их особенностью является возможность де
тального изучения взаимодействия всех систем и механизмов, т.е. комплексное ис
следование объекта. Таким образом, в процессе проведения виртуальных испытаний 
исследуется поведение различных частей и АТС в целом при имитации реальных 
нагрузок в рабочем режиме, что позволяет выбрать основные параметры АТС уже на 
начальных стадиях проектирования.

Для проведения виртуальных испытаний кабин АТС наилучшим образом под
ходят численные конечно-элементные методы динамического моделирования, реа
лизуемые, например, в программных пакетах ^8-^VNА, М8С.Магс и АN8У8. Они 
позволяют создавать модели поведения материалов в области упруго-пластической 
деформации и проводить анализ процесса испытаний во времени.

В качестве исходных данных используется трехмерная геометрическая модель 
кабины. Для проведения виртуального моделирования кабины на основе ее трехмер
ной модели средствами пакета формируется конечно-элементная модель. Конструк
ция кабины содержит оболочку кабины, усилители, предназначенные для повыше
ния прочности, и подвеску (рис. 3). В соответствии с Правилами при всех видах ис
пытаний моделируется крепление кабины к неподвижной раме автомобиля через 
подвеску кабины (рис. 4).

Рис. 3. Геометрическая модель кабины Рис. 4. Геометрическая модель подвески кабины
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Для оболочки кабины можно использовать изотропную билинейную упруго
пластичную модель материала. Она с достаточной точностью описывает деформа
ции, возникающие при испытаниях на безопасность.

В качестве ударной нагрузки для модели кабины моделируется цилиндриче
ский маятник, выполненный из объемных конечных элементов. В ходе виртуальных 
испытаний маятник движется к фронтальной части кабины со скоростью 8,9 м/с. По
сле соприкосновения с облицовкой кабины он деформирует ее, подвеску и детали 
кабины. Процесс соударения маятника с кабиной и ее деформация происходят до
статочно быстро. Например, их длительность в ходе виртуального испытания каби
ны МАЗ-6430 составила 0,242 с (рис. 5). При этом в процессе испытаний происходит 
потеря маятником кинетической энергии от заданной изначально 40 кДж, из кото
рых почти 16 кДж поглощается элементами кабины (рис. 6).

Рис. 5. Результаты виртуального испыта
ния на удар кабины спереди

Рис. 6. График поглощения моделью кабины энергии 
при ее испытании на удар спереди

Продольный размер внутреннего пространства кабины в ее нижней части на 
стороне водителя до испытаний был равен 1,963 м, а по окончании -  1,653 м, т.е. 
84,2% от начального размера или уменьшился на 0,31 м. Следует отметить, что раз
меры жизненного пространства кабины по высоте и ширине не изменились. Наибо
лее нагруженные места в кабине находятся в зоне левых нижних усилителей кабины. 
Область с наиболее сильной пластической деформацией для кабины находится в 
зоне левой двери.

Установлено, что для кабины МАЗ-6430 максимальное значение эффективного 
напряжения 8,6»108 Па получил элемент, находящийся на левом нижнем усилителе. 
Рассмотрение результатов моделирования по максимальному главному напряжению 
показало, что его наибольшее значение 9,1»108 Па также относится к левому нижне
му усилителю. Места наиболее вероятного разрушения в кабине располагаются в 
зонах с наибольшими деформациями.

Анализ результатов приведенного виртуального краш-теста показывает, что со
здание пусть и унифицированных цельнометаллических кабин является не самым 
лучшим решением их конструктивного исполнения. В частности, внесение любых 
изменений и дополнений в конструкцию кабины непосредственно сказывается на ее 
прочности и соответствии Правилам ЕЭК ООН №29. Это указывает на то, что целе
сообразно пересмотреть подходы к их конструктивному исполнению.

Более прогрессивным на этом фоне выглядит использование каркасно
панельных конструкций. Данный подход позволяет отработать каркас кабины на со
ответствие Правилам, обеспечив безопасность и минимизировав при этом его массу. 
В дальнейшем на каркас крепятся облицовочные панели, создающие выбранное сти
левое решение и обеспечивающие заданные аэродинамические характеристики.
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Кроме того, установка наружной и внутренней облицовки позитивно скажется на 
улучшении прочности всей конструкции кабины. При этом, принимая во внимание 
перспективы использования композитных, стеклопластиковых и других материалов, 
изготовление из них облицовок не приведет к существенному увеличению общей 
массы кабины. Благодаря данному подходу производители смогут удешевить стои
мость кабины и предложить покупателю выбор большого разнообразия вариантов 
дизайна экстерьера грузового автомобиля.

Результаты исследований аэродинамического сопротивления автопоездов 
различных конструктивно-компоновочных схем свидетельствуют, что среднее зна
чение коэффициента сопротивления всех составляющих (величины расстояния меж
ду задней стенкой кабины и передней стенкой полуприцепа, длины кабины, угла бо
кового обтекания воздушного потока и др.) для автомобилей с кабиной над двигате
лем на 8% выше, чем для автомобилей с расположением кабина за двигателем. Более 
благоприятные характеристики у последних за счет ступенчатости формы, обеспе
чивает более плавное обтекание потоком воздуха. Тем не менее, наибольшее распро
странение получила компоновка с кабиной над двигателем в силу компактности все
го автопоезда.

Данное обстоятельство указывает на зависимость значения коэффициента ло
бового сопротивления от геометрии лобовой поверхности этого объема и дизайна 
формы. Весьма существенное влияние на величину коэффициента лобового сопро
тивления оказывает величина пространства между задней стенкой кабины и перед
ней плоскостью полуприцепа. Коэффициент лобового сопротивления уменьшается в 
значительной степени с уменьшением этого расстояния. Однако исключение этого 
пространства является наиболее сложной задачей в достижении высоких аэродина
мических качеств седельного автопоезда, т.к. минимальные размеры этого простран
ства определены нормативными документами. Наиболее перспективным альтерна
тивным решением явилось бы исключение этого «свободного» пространства в поль
зу аэродинамических характеристик и грузоподъемности автопоездов.

Второй составляющей проблемы «свободного» пространства в обеспечении 
высоких аэродинамических характеристик являются «сопрягающие» размеры и 
форма полуприцепа. Высокие аэродинамические характеристики, достигнутые в 
форме тягача не могут быть реализованы при агрегатировании его с полуприцепами 
различных видов и формы. Оптимальное решение возможно только при разработке 
формы полуприцепа в тесной взаимосвязи по всем параметрам с формой тягача, как 
единой композиционно-пластической структуры.

При движении АТС в окружающей воздушной среде происходит сжатие набе
гающего потока воздуха в передней части автопоезда. В результате здесь создается 
область повышенного давления. Под его влиянием струйки воздуха устремляются к 
задней части автопоезда. Скользя по его поверхности, они обтекают контур транс
портного средства. Однако в некоторый момент начинает проявляться явление от
рыва элементарных струек от обтекаемой ими поверхности и образования в этих ме
стах завихрений. В задней части автопоезда воздушный поток окончательно срыва
ется с кузова АТС. Это способствует образованию здесь области пониженного дав
ления, куда постоянно осуществляется подсос воздуха из окружающего воздушного 
пространства. За счет различия давлений воздуха впереди и сзади автопоезда созда
ется сила лобового сопротивления. Чем позже происходит срыв воздушного потока с 
обтекаемой поверхности и соответственно меньше область пониженного давления, 
тем меньшей будет и сила лобового сопротивления.

Оседание грязи на поверхности автопоезда следует рассматривать с учетом 
двух аспектов. Во-первых, загрязнение фар, сигнальных фонарей, а также стекол в 
значительной степени отражается на безопасности. Вторым аспектом данной про
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блемы является эстетика. Загрязнение больших площадей боковых поверхностей ав
топоезда, особенно в зонах входа в кабину и дверных ручек, снижает его потреби
тельские качества.

В последние десятилетия в связи с мощным развитием компьютерной техники 
и компьютерных технологий существенно расширились возможности численного 
расчета и анализа прикладных задач отрывных течений. Для этих целей можно вос
пользоваться пакетами программ типа Ииеп1. Для повышения точности моделирова
ния сетка на поверхности автопоезда выполняется более мелкой с использованием 
квадратных и треугольных ячеек. В остальной части расчетной области могут при
меняться сетки с тетрагексагональными и гибридными ячейками.

Исследование аэродинамики автопоезда возможно производить посредством 
моделирования турбулентного обтекания с помощью уравнений неразрывности и 
Рейнольдса [2, 3]:
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где и\и- -  Рейнольдсовы напряжения, которые замыкаются на основе гипотезы Бус- 
синеска [3, 4]. Для замыкания использовалась 88Т-Л-Ю модель Ментера [3, 4]
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Турбулентная вязкость вычисляется, как
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где |̂ гу| = -  модуль тензора скоростей деформации, константа а 1 = 0.31, а

вторая функция смешения Р2 = 1апй(аг§2) при агд2 = тах

р1 = 0.075, а  к 2 = 1.0.
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. Константы 

аю2 = 1.168,модели а к1 = 1.176, а ю1 = 2.0, а 1 = 0.5532
к = 0.41, а 2 = 0.4403, р2 = 0.0828, р* = 0.09.

Размеры расчетной области принимаются в зависимости от геометрических 
размеров исследуемого объекта. Для реализации условий движения автопоезда в не
ограниченном пространстве внешние границы расчетной области выбираются доста
точно далеко от зон возмущения потока. В остальной части расчетной области реко
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мендуется использование сетки с тетрагексагональными и гибридными ячейками. 
Общая мощность сетки порядка нескольких миллионов ячеек позволяет, с одной 
стороны, провести моделирование на современном компьютере за приемлемое вре
мя, а с другой -  повторить геометрию реального автопоезда в необходимых деталях, 
достаточных для адекватного натурным испытаниям моделирования с учетом вра
щения колес и движения дороги относительно автопоезда.

В качестве примера рассмотрим результаты моделирования движения автопо
езда на скорости 80 км/ч. При иных скоростях картина обтекания будет аналогична, 
за исключением величины исследуемых характеристик (давления, скорости, турбу
лентной вязкости).

На рис. 7 приведено распределение продольной компоненты скорости в верти
кальной срединной плоскости, где отчетливо выделяются зоны торможения потока 
на лобовых поверхностях кабины, а также кузова автомобиля и прицепа. Здесь зна
чения продольной компоненты скорости уменьшаются, а давление возрастает. От
рыв потока на крыше кабины происходит достаточно гладко, форма пограничного 
слоя монотонно растущая, без завихрений и обратных потоков, интенсивного вихре
образования не наблюдается.

В пространстве между кабиной и кузовом грузового автомобиля вихреобразо
вание практически отсутствует, а вихревая зона организуется внизу между кабиной 
и кузовом грузового автомобиля. Основные проблемные зоны вихреобразования на 
поверхности кабины на боковой ее поверхности снизу на уровне ступенек и сверху 
на уровне верхнего края лобового стекла. На крыше кабины имеется система отно
сительно мелкомасштабных катящихся вихрей.

Рис. 7. Распределение продольной скорости в вертикальной срединной плоскости при движении ав
топоезда со скоростью 80 км/ч

Проведенное численное моделирование аэродинамики автопоезда по достаточ
но подробной геометрической модели с учетом рельефа днища, вращения колес и 
движения дороги относительно автопоезда позволило выявить основные проблем
ные зоны вихреобразования -  на боковой поверхности кабины снизу на уровне сту
пенек и сверху на уровне верхнего края лобового стекла, в кормовой части прицепа 
и в зазоре между кузовом автомобиля и прицепа. Данный факт отражается в значе
ниях коэффициентов давления и общего аэродинамического сопротивления. Для ре
жимов движения при различных скоростях до 90 км/ч коэффициент общего аэроди
намического сопротивления незначительно отличается от коэффициента сопротив
ления давления и обусловлен сопротивлением формы. Рассчитанная величина коэф
фициента общего аэродинамического сопротивления в диапазоне скоростей 30-90 
км/ч практически постоянна и составляет 0,76.

Полученные данные могут быть использованы при проведении работ по аэро
динамической оптимизации не только конструкции автопоезда в целом, но и внеш
них аэродинамических устройств в отдельности. Прежде всего, это относится к ка
бине прицепного автопоезда и зазорам между элементами автопоезда. Улучшение 
обтекания элементов кабины (зеркала, ступени, обтекатель и т. д.) также является
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очень важным элементом оптимизации, поскольку четверть общего сопротивления 
прицепного автопоезда составляет сопротивление кабины [1, 4, 5].

С учетом рассмотренных особенностей обеспечения стилевых, прочностных и 
аэродинамических свойств следует отметить, что при создании современного АТС 
крайне важен синтез параметров конструкции экстерьера по комплексу критериев, в 
первую очередь определяющих прочностные, аэродинамические и эстетические 
свойства изделия. Для реализации названного подхода необходимо выработать алго
ритм с параллельной структурой проектирования кабин перспективных транспорт
ных средств, который отразит взаимосвязь и приоритетность используемых крите
риев этих свойств для достижения наилучшего результата (рис. 8).

Источником для разработки технических предложений (позиция 1) являются 
требования к дизайну автопоезда, параметрам безопасности и аэродинамики. По 
нашему мнению целесообразно, чтобы коэффициент аэродинамического сопротив
ления не превышал заданной величины, поскольку любое его увеличение сразу при
водит к росту расхода топлива и снижению экономической эффективности перевоз
ки грузов. Данное требование отражено в блоке 7.

В отношении безопасности кабин следует сказать, что в отличие от аэродина
мического сопротивления, уменьшение которого только приветствуется, прочность 
кабины нельзя уменьшать, но одновременно и нельзя увеличивать (позиция 8), по
скольку ее увеличение ведет к перерасходу материала и удорожанию кабины.

Как следует из рис. 8, на основании технического предложения осуществляется 
параллельная разработка дизайна кабины (блок 2) и ее каркаса (блок 3). Данные, по
лученные в ходе выполнения работ блока 3, являются основой для создания 3^- 
моделей оболочки кабины. Итогом завершения поиска стилевых решений кабины и 
конструктивных решений для ее каркаса является проведение их виртуальных испы
таний с анализом показателей аэродинамики и прочности (блоки 5 и 6). Полученные 
результаты могут не устроить разработчиков и потребуют, например, для дизайна не 
только доработки внешних форм, но и уточнения конструкции каркаса. По этой при
чине блоки 7 и 8 имеют по два выхода в случае получения решения с неудачным 
комплексом конструктивных параметров.

Если же полученное решение по совокупности стилевых, аэродинамических и 
прочностных характеристик устраивает разработчиков, следует переходить к разра
ботке технического задания и конструкции кабины (блоки 9 и 10). Вместе с тем, 
данные стадии работ могут повлиять на изменение дизайна автопоезда. В этом слу
чае потребуется вернуться к уточнению стилевых решений (блок 11).

После отработки конструкции кабины и решения вопросов дизайна (блоки 10 и 
11), следует повторить комплекс виртуальных испытаний с учетом реальных кон
структивных особенностей (блоки 12^15). Только после их успешного завершения 
следует переходить к изготовлению опытного образца и физическим испытаниям 
кабины для подтверждения всех ее заданных характеристик.

Данный подход позволит повысить качество проектирования, сократить их 
сроки, а также средства на доводку конструкции кабин перспективных автомобилей.

Таким образом, для сокращения сроков и финансовых затрат на разработку 
перспективных автотранспортных средств целесообразно использовать методы ком
пьютерного проектирования и виртуальных испытаний разрабатываемой конструк
ций кабин с учетом критериев дизайна, аэродинамики и прочности.

Одним из перспективных подходов при создании кабин с применением компь
ютерного проектирования является использование каркасно-панельных конструк
ций. При этом прочность кабины будет обеспечиваться за счет каркаса, а примене
ние облицовочных панелей позволит создать современный дизайн и оптимизировать 
аэродинамические характеристики автопоезда. Данный подход позволяет осуще-
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ствить технически обоснованный выбор геометрических форм и параметров кабин, а 
также материалов их исполнения на основе удовлетворения комплекса требований 
по эстетике, аэродинамике и действующих норм по безопасности.

Рис. 8. Алгоритм проектирования кабин
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РАЦИОНАЛЬНОЕ ПРОФИЛИРОВАНИЕ АРМИРОВАННЫХ ДИСКОВ С 
УЧЕТОМ ЯВЛЕНИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Немировский Ю.В., Янковский А.П.

Тке пишег1са1 те1кай а/са1си1аНап а/гаНапа1 рга/На’ а /  1ке ге1п/агсеё 1^1г1её 1п а /  1ке
ркепошепап о/сгеер1п§ 1п 1кет 1̂ ’ ёеуе1ареё. сгНегга о/гаНопа1 ёе^чдпгпд аге и^её а сапёШап ециа1-
51ге55 ге1п/огсетеп15 апё а сопёШоп едиа1- 81гепдё1 ЪопсИпд адеп! 1еа/8 о /  а ёг^к. Ые1а1-сотро8Не ёг^к^ 
ге8и118 о /  са1си1аНот’ аге ёг^си^^её м>Ик и^е о /  Ьо1к сгНегга о /  гаНопа1 ёе^чдпгпд а! /1а1 апё 8расе ге1п- 
/огсетеп1. И 18 8ком>п, 1ка1 а! едиа1 саггу1п§ сарасНу 8ыск ёг^к^ сап кахе м>е1§к1 е^^епНаПу 8та11ег, 1кап 
1ке ге1п/огсеё ё18к8 о/сот ’1ап11к1скпе88, ог тиск §геа1ег саггу1п§ сарасНу а! едиа1Ну о /  1ке1г ^е1дк18.

Настоящая работа является продолжением исследований, опубликованных ав
торами в [1], где изучалась проблема оптимального и рационального профилирова
ния вращающихся армированных дисков газовых турбин на базе критериев кратко
временной прочности фазовых материалов с целью минимизации их (дисков) массы. 
Однако на практике диски газовых турбин эксплуатируются в условиях длительного 
нагружения (требуемый ресурс работы таких элементов конструкции имеет порядок
105 часов [2]) при повышенных температурах, поэтому в них могут активно разви
ваться деформации ползучести. В связи с этим особую актуальность приобретает 
вопрос о рациональном профилировании металлокомпозитных дисков (которые в 
последнее время находят все более широкое применение на практике) с учетом раз
вития деформаций ползучести в них.

Рассмотрим диск симметричной относительно срединной плоскости структу
ры, имеющий переменную толщину Н (г) и армированный N  семействами волокон, 
причем армирование может осуществляться в плоскостях, параллельных срединной 
плоскости -  плоское армирование (рис. 1, а в [1]), или по поверхностям, расстояние 
между которыми изменяется пропорционально изменению Н (г) -  пространственное 
армирование (рис. 1, б в [1]). Исследуется лишь случай осесимметричного растяже
ния диска при постоянной угловой скорости, так как это главный этап расчета вра
щающегося диска на прочность [3, 4]. Диск подчиняется обычным упрощающим ги
потезам [3, 4].

В силу известного формального сходства определяющих уравнений устано
вившейся ползучести (в рамках теории течения [5]) и деформационной теории пла
стичности [3], частным случаем которой является теория упругости, для решения 
задачи рационального профилирования армированных дисков, работающих в усло
виях установившейся ползучести фазовых материалов, можно воспользоваться алго
ритмами, разработанными в [1], модифицировав их применительно к использованию 
метода секущего модуля, с помощью которого приближенно решаются задачи как в 
рамках деформационной теории пластичности [3], так и в рамках теории течения 
установившейся ползучести [5]. При этом в [1] нужно принять коэффициент Пуас
сона связующего V равным 0,5, коэффициенты линейного теплового расширения 
а, а  к фазовых материалов -  равными нулю, а под Е, Ек следует понимать секущие 
модули связующего и арматуры к-го семейства. Кроме того, под 2,1̂ в [1] нужно по
нимать не деформации, а скорости деформаций установившейся ползучести.

Для получения практически приемлемого решения рационального профилиро
вания композитных дисков на напряженное или деформированное состояние в фазах 
композиции нужно наложить определенные ограничения. В условиях ползучести для
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дисков газовых турбин в качестве такого ограничения выступает предельно допу
стимое значение скорости деформации ползучести ётах [2]:

|ё| ^ ёшах =10- 9 1/ч. (1)
На основании известных для фазовых материалов законов установившейся 

ползучести можно определить и соответствующие ётах предельные значения
напряжений в фазах композиции диска.

Рассмотрим конструкцию, состоящую из диска, ограниченного контурами ра
диусов Го = 0,05 м , Г1 = 0,1975 м, и лопаток длиной I = 0,114 м [6]. Диск изготовлен 
из алюминиевого сплава Д16Т и армирован стальной проволокой У8А. В условиях 
установившейся ползучести поведение этих материалов удовлетворительно описы
вается степенным законом

ё = 8 ^ ,̂ (2)

а их физико-механические характеристики при температуре Т ~ 200 °С приведены в 
табл. 1. (Значения в табл. 1 получены на основании законов установившейся пол
зучести (2) с учетом значения ётах из (1).) Лопатки изготовлены из сплава Д16Т и 

продольно армированы борными волокнами ( р* = 2500 кг/м [8]) с плотностью
ю* = о, 6 .

Таблица 1.
Физико-механические характеристики фазовых материалов диска [2, 7, 8]

Материал т В, (МПа)-т  • ч-1 (5С, МПа р, кг/м3

Сплав Д16Т 6,0 3,5 •Ш-15 8,116 2800
Проволока У8А 24,982 1,054 •Ш-84 1003 7800

На рис. 1, 2 изображены профили дисков, изготовленных из указанной компо
зиции при разных структурах армирования и разных критериях рационального про
ектирования.

Ломанные 1 на этих рисунках изображают профили, соответствующие эталон
ным дискам. Под эталонными в настоящей работе понимаются диски с теми же ха
рактерными параметрами армирования, что и профилированные диски, но имеющие 
постоянную толщину Н = И*= СОП81 (здесь И* -  толщина лопатки). Следовательно, в 
эталонных дисках не выполняются условия рационального проектирования, а их не
сущая способность определяется методами, аналогичными тем, что использованы в 
[9], но с учетом указанного выше изоморфизма между определяющими уравнениями 
деформационной теории пластичности и теории течения установившейся ползучести 
и с применением метода секущего модуля.

Оба рисунка соответствуют дискам, полотно которых армировано в радиаль
ном направлении, но структура армирования профилированных дисков при этом 
может быть плоской или пространственной.
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Рис. 1. Рациональные профили металлоком
позитных дисков при радиальном равнона

пряженном армировании

Рис. 2. Рациональные профили металлоком
позитных дисков при радиальном армирова

нии и равнопрочном связующем

На рис. 1 изображены профили дисков, радиально армированных равнонапря
женными волокнами, причем плотность армирования на внутреннем контуре 
Ю01 = 0,7. Методом, аналогичным изложенному в [9], было установлено, что при 
этом значении Ю01 несущая способность эталонного диска определяется величиной 
п = 9505,93 об/мин (при этом во внутренней точке г = 0,589г1 полотна диска интен
сивность скоростей деформаций ползучести в связующем достигает предельного 
значения Ё из (1), а интенсивность напряжений в связующем -  предельного зна
чения для сплава Д16Т, см. табл. 1).

Кривые 2 на рис. 1 задают рациональный профиль диска при плоском (см. рис. 
1, а в [1]), а кривые 3 -  при пространственном (см. рис. 1, б в [1]) армировании. Мас
сы этих дисков, отнесенные к массе эталона, приведены в табл. 2, из которой следу
ет, что использование плоского равнонапряженного армирования позволяет умень
шить массу диска всего на 5,6 %, а пространственного равнонапряженного армиро
вания -  на 47,1 % при п = 9505,93 об/мин. При этом напряжение в арматуре 

= 0,5705аса (здесь -  предельно допустимое напряжение для армирующей
проволоки У8А, см. табл. 1), а интенсивность скоростей деформаций установившей
ся ползучести в связующем Ё, достигает предельно допустимого значения (1) на 
внешнем контуре ( г = Г[).

Таблица 2.
Относительная масса Мрационально профилированных дисков

Характеристика Номер профиля диска на рис. 1, 2
решения 1 2 3 4 5 6

М 1,0 0,9441 0,5288 0,9984 0,8968 1,0003

За счет рационального профилирования полотна диска можно повысить его не
сущую способность по сравнению с эталонным диском. Так, при пространственном 
армировании за счет увеличении массы рационально профилированного диска его 
несущую способность можно увеличить до п = 12300 об/мин. Профиль такого диска 
изображен на рис. 1 кривыми 4, а его масса примерно равна массе эталонного диска 
(см. табл. 2).
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Так как напряжения в равнонапряженных волокнах постоянны и равны 
= 0,5705аса, т.е. несущая способность волокон используется всего на 57,05 %, а 

интенсивность скоростей деформаций ползучести в связующем достигает пре
дельно допустимого значения (1) только на внешнем контуре, то возникает вопрос: 
нельзя ли за счет требования «равнодеформируемости» связующего

Ё / (г )■ ■■ СОП81, г0 <Г < г'1 (3)
улучшить характеристики диска по сравнению со случаем равнонапряженного арми
рования?

Действительно, из (2) следует, что при выполнении условия (3) интенсивность 
напряжений в связующем будет постоянна, причем (г) = ас = сопз1, где ас -
предельно допустимое напряжение в связующем (см. табл. 1 для материала Д16Т), а 
значит, при выполнении равенства (3) в связующем реализуется условие равнопроч- 
ности. В силу этого при условии (3) несущая способность связующего используется 
более полно, чем ранее при аа = сопз1, и кроме того, в случае (3) напряжения в ар
матуре на внутреннем контуре будут больше, чем в случае условия равнонапряжен- 
ности волокон аа = СОП81. Следовательно, несущая способность волокон, по крайней 
мере в некоторой окрестности внутреннего контура г = Г0, при а̂  (г) = ас = соп81 бу
дет использоваться более полно, чем при условии аа = 0,5705аса = соп81.

Кривые 5 на рис. 2 определяют рациональный профиль диска при плоском ра
диальном армировании полотна в случае использования критерия (3) при Ю01 = 0,7 и 
п = 9505,93 об/мин . Относительная масса т такого диска приведена в табл. 2, из ко
торой следует, что использование плоского армирования позволяет уменьшить мас
су диска на 10,32 %. Сравнение масс дисков, соответствующих профилям 4 на рис. 2 
и 2 на рис. 1, показывает, что, как и предполагалось, критерий рационального проек
тирования (3) приводит к более эффективному проекту по сравнению с условием 
равнонапряженности арматуры аа = соп81. При этом максимальное значение напря
жения в арматуре достигается на внутреннем контуре: аа (Г0 ) = 0,8968аса, а 
а̂ - (г) = ас = соп81, т.е. несущая способность фазовых материалов используется более 
полно, чем ранее при аа (г) = 0,5705аса = соп81. (При использовании критерия (3) в
случае пространственного армирования разработанный итерационный процесс ре
шения рассматриваемой задачи для исследуемой композиции расходится, поэтому 
пока не удалось получить соответствующий рациональный профиль диска.)

Как и в случае использования критерия равнонапряженного армирования, за 
счет рационального профилирования диска с равнопрочным связующим можно по
высить его несущую способность по сравнению с эталонным диском. Так, при плос
ком армировании за счет увеличении массы рационально профилированного диска 
его несущую способность в случае использования критерия (3) можно увеличить до 
п = 9920 об/мин. Профиль такого диска изображен на рис. 2 кривыми 6, а его масса 
равна массе эталонного диска (см. табл. 2). Напомним, что при использовании кри
терия равнонапряженности арматуры в случае пространственного армирования уда
лось получить т а х п = 12300 об/мин при массе профилированного диска, равной 
массе эталонного (см. профиль 4 на рис. 1).

Поведение кривых 5, 6 на рис. 2 показывает, что при использовании критерия 
рационального проектирования (3) для рассматриваемой Д16Т-У8А-композиции по
лучаем необычные бочкообразные профили полотна диска. Такие «экзотические» 
профили порождаются условием (3) и неоднородностью композитного материала
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диска. Действительно, согласно формуле (5) из [1], плотность армирования при 
плоской радиальной структуре армирования полотна диска определяется равенством 
Ю1(г) = ГоЮо1 / г , Го < г < Г[. Следовательно, структура армирования по радиусу г не
однородна, а значит, и композитный материал полотна диска в целом неоднороден. 
Такая неоднородность и приводит к возможности появления профилей, качественно 
отличных от традиционно используемых профилей дисков [3, 4], выполненных из 
однородных конструкционных сталей. (Традиционно используемые профили, как 
правило, качественно похожи на профили 3, 4 на рис. 1.)

Для других композиций рациональные профили, полученные при использова
нии критерия (3), могут получиться подобными профилям 3, 4 на рис. 1, т.е. каче
ственно подобными традиционным профилям дисков.

Кроме радиальных структур армирования авторами были исследованы и слу
чаи радиально-окружного армирования полотна диска с равнонапряженной армату
рой радиального семейства и при использовании критерия (3). В этих случаях также 
удалось получить определенный эффект снижения массы рационально профилиро
ванных дисков, но величина этого эффекта все же значительно меньше, чем в случае 
профиля 3 на рис. 1. Так, для диска с плоским радиально-окружным армированием 
при условии равнонапряженности волокон радиального семейства получили сниже
ние массы полотна диска на 31,6 %. (Соответствующий рациональный проект не 
изображен.)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (08-01-00046-а).
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВЯЗКОСТИ СЕТЧАТЫХ 
ПОЛИМЕРНЫХ СИСТЕМ

Немцов В.Б.

1п 1к15 рарег 1ке и1айайса11кеагу а/У1А’саИ у/аг пе1^агкро1утег уу̂ ЛетА’ 1̂ ’ герга’вп1ей.

В работе рассматривается полимерная сетчатая структура, представляющая со
вокупность сегментов, соединяющих узлы сетки. Узлы сетки образуются благодаря 
поперечным химическим связям (сшивкам) между длинными цепными молекулами. 
В случае плотных полимерных систем, состоящих из длинных цепных молекул, уз
лы возникают также за счет зацеплений молекул при их перепутывании [1,2].

Сегмент содержит N  мономеров длиной 10. Сетка находится в растворителе и 
представляет собой разряженный гель.

Сдвиговая вязкость определяется через временную корреляционную функцию 
(ВКФ) микротензора напряжений (712 [3,4].

у = (в / V X ( )а12(0)>, (1)
V -  объем системы, в = (кТ )-1

Для преодоления трудностей вычисления у необходимо использовать разум
ную модель (712 и ВКФ.

В работе используется модель для <5̂- предложенная М. Дои и С. Эдвардсом
[1].

= к  I К 3кТ
/о N

(2)

Х- -  компоненты вектора связи, направленного вдоль мономера длиной 10. Исполь
зуем далее разложение в Фурье вектора связи г(х^) . Коэффициенты ряда определя
ются как

N

'(р ) = ~к 1 ̂ ух'(у )со®
пру

Ю  N '0
Тогда тензор сдвиговых напряжений определяется соотношением [1,2].

2п2 р "
-'12 = К I N Х1( р ) Х2( р  ) .

причем моды х̂  (р ) независимы.
Введем нормированную ВКФ тензора напряжений

с (Л) = у (Л) / у (0) .
Комплексная ВКФ имеет вид

;(ю) = 1 с(Л)ехр(-/ЮЛ)ёЛ = с"(ю) - Лс'(ы) .

Коэффициент сдвиговой вязкости определяется как
П(ю) = у (0)с"( ю), ( ю -  частота).

Для вычисления используем уравнение Цванцига-Мори
I

ёс(Л) ёЛ = - 1 М  (Л - т )  с( т)ё т ,

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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М  {I) -  функция памяти.
Для решения (8) используем преобразование Фурье-Лапласа

7 (2  ) = 1 с {I , 2  = ю - /е .

В итоге получим

с ( 2 )■ 1
С2 + М  ( 2 )

при е ^  0 для 2  = ю -/е , находим

с(ю) = т 1

и тогда

. М (ю) = ИшМ (ю -/е),/Ю + М  (Ю)  ̂ е̂ 0

М  (ю) = I  е~'Ю̂М {I) = М  " (ю) -  гМ' (ю)
0

. М "(ю)
с (ю) = 777^

(10)

(11)

(12)

(13)

(9)

(М "(ю))2 + (ю -М '(ю))2 ■
В дальнейшем используем следующую модель функции памяти [6,7]:
М  . (14)
Параметры а и Ъ находятся из асимптотического выражения для ^(^) в случае 

малых времен.
Из (14) следуют формулы

М  '(ю) = - ̂ ’ 2Ъ

пю
2 Ь ’ (15)

1 /ю) (16)4 4Ъ/ 2Ь 2Ь ’
1 + тю'
.4 4Ъ.

^  называется ^  -функцией Эйлера.
В результате зависящий от частоты ю коэффициент сдвиговой вязкости опре

деляется как

П(ю = 5 (0)х8есЬ /

где

т =

(®еС̂  ̂ 2Ь ) +^2(ю)

2Ъ
па

(17)

(18)

При ю = 0, п = 5(0)т, 5(0) -  модуль сдвига, т -  время корреляции тензора

*̂12 .
Для расчета а и Ъ используем асимптотическое выражение (при  ̂^  0 )

, 2 4̂

52 +  —  - 4 . ̂ /I 1 4

.2 .4
5 (Г) = 5 (0) -  — 52 + — 5.. 
\  ̂  ̂ 21 2 41 4

Здесь

С = 5(0) = — {(712 (0)(712 (0)) -  модуль сдвига,

52 = <<̂12 (0)<̂ 12 (0)), 54 = V <(̂ 12 (0)(^12 (0)) .

(19)

(20)

(21)

Расчет 50 , 52 и 54 аналогичен вычислениям, приведенным в статье [5] с учетом заме

ны К  = на К  = 32кТ .
/о
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При вычислении средних значений и осуществлялось равновесное усред-
/ т

нение относительных скоростей по распределению Максвелла { .

Параметры а и Ъ равны

а = я21 Ъ /  ^ 2 -----------^

0̂
(22)

Вычисляя 5(0), 52 и с помощью (4), получим

5 (0) = ркТ, 82 = 6рп2р  ̂(кТ)
N ̂ МП ^ 54 =

6р(кТ )2 п2 р '  ̂ 2
N ^

(23)

В формулах (23) М  -  приведенная масса двух бусинок на концах мономера, р 
-  плотность числа молекул, ^ -  коэффициент трансляционного трения мономера о 
растворитель. В Ъ учитывается, что члены, содержащие ^ значительно больше чле
нов без ^ .

В итоге после суммирования по числу мод получим 

2Ь 2!^N̂ ’М ^т =
р па 6Мр ̂  п2(кТ) • Т = Х ТР • = 1, , т = /̂р2 0  ̂

24п(кГ) .
(24)

Затем используется выражение для коэффициента трения ^ , предложенное 
Зиммом [1]. Это выражение учитывает гидродинамическое взаимодействие между 
молекулами,

й ^ 1/̂   ̂ ^  ^/6п1/2п8^оN^ = 3 -(6п3)1/2п,^р̂ ^N ; т = ------
64кТ

(25)

где П5 -  вязкость растворителя.

Таким образом, время корреляции т и, следовательно, коэффициент вязкости 
пропорционален числу мономеров в сегменте в степени 7/2,

т □ N 7/2• п □ N 7/2.
Этот результат существенен, так как 7/2 близко к экспериментальному значе

нию 3,4. Роль числа мономеров в сегменте иллюстрируется следующими числовыми 
оценками:

1. При /0 = ЗА, N = 100, кТ = 4 -Ш'21, Nг7/2 :107
П5 = 10-3 Пас, т = 4,576 -10-6 с, п=0,4576.

Модуль сдвига С = 105 Пас.

2. При I = зА, N = 104, N 7/2 =1014 т = 45,76с, п=4,5 76 -105Пас.
Важным результатом является кубическая зависимость вязкости от длины мо

номера.
Рассмотрим расчет коэффициента вязкости при растяжении образца (коэффи

циента продольной вязкости). Так как эластомеры можно считать практически не
сжимаемыми, то напряжения при растяжении определяются разностью

а  = а„ - азз. (26)
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Напряжения а 11 и с 33 выражаются временными корреляционными функциями
микроскопического тензора натяжении. 

Тогда

а  = 21 'С  ̂ ') -  е33 ')) ' , (27)

где С -  ВКФ касательных микроскопических напряжений (712, которая рассчитыва
лась выше.

е.. = 1  
2

ду ^
’- + -

дх. дх.
V . " У

(28)

где е.. -  тензор скоростей деформаций.
Его можно выразить через тензор кратности удлинений Х-. с помощью форму

лы [8-10]
е =Эо^да, д  

 ̂ дх. дх. Ук1 1 д^  дхт т

дак да
(29)

Здесь х. -  эйлеровы координаты, а а. -  лагранжевы координаты. Учтем, что
. = дх^ Х-1 = д а̂  
Х  да, ’ Х  дх, ’

(30)

где Х. -  тензор кратности удлинений материальных волокон, -  обратный ему 
тензор. В результате можно получить соотношение

е. = 2̂ (Хя Х~-1+'Х .к Хк ) • (31)
Точка означает дифференцирование по времени. В случае одноосного растяжения 
Ху =Х̂ Ьг] и с учетом несжимаемости среды справедливы равенства
Х1 =Х, Х2 =Х3 =Х-1/2 [9].

Тогда
е„ =:Х/Х, Сзз =-^2 /х, 3 л

е11 е33 2 ^ , (32)

где ё -  скорость деформации растяжения.
На основании (27) и (32) получим материальное уравнение для растягиваемого 

образца

или

I

а  = 13С (̂  - г  ')ё (Г') й1'

I
а = | Е ( г - г ( г ' ) ё г ', Е = 3С,

(33)

(34)

где Е -  релаксационный модуль Юнга.
В случае медленной изменяемости ё(г) на молекулярных масштабах, ё(г') 

можно вынести за знак интеграла. Тогда

а = Пг ё, Пг = I Е (г ')дг = 31С (г)ёг. (35)

Здесь Пг вязкость при растяжении, она выражается через сдвиговую вязкость, кото
рая рассчитывалась выше
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П1 = 3П • (36)
Диспергирующие по частоте ю вязкости связаны соотношением

П1 (ю) = 3п(ю). (37)
Отметим, что, если в качестве тензора ук1 воспользоваться средним значени

ем микроскопического выражения для тензора ук1 [10] представляется возможным 
учесть в явном виде зависимость вязкости Пг от степени ориентационной упорядо
ченности нематического эластомера.
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ОБ ОЦЕНКЕ НАПРЯЖЕНИЙ В БАРАБАННОЙ ПЕРЕПОНКЕ 

Михасев Г.И., Квятковская Т.М.

Тке ргаЫеш оп са1си1аНап а / 1ке ^1га!п-^1ге^^ 51а1е а / 1ке кышап 1утрап1с тетЬгапе 1̂ ’ сатчйегей. 
Тке {утрапгс тетЬгапе 1̂ ’ а^^итеё 1о Ье ап е1аА’Нс 1ао1гор1с 5ка11ом> соп1са1 ^кеП 1ка1 1̂ ’ соп]ипс1её м>Ик 
1ке таПеи^ а1опд 1ке а^утр^окс Нпе. Тке 5ет1-тотеп1 едиаНот’ о /  1ке 1к1п ^кеП 1кеогу аге а^^итеё а^ 
доуегпгпд/ог 1ке {утрапгс тетЬгапе. Тке Ьоипйагу сопйШот’ а! 1ке ’ке11 ейде’  а’  м>е11 а’  а1опд 1ке та1- 
1еи’  аге йеггуей.

Для правильного понимания функционирования среднего уха, как механиче
ской колебательной системы, представляется важной задача об исследовании каж
дого составляющего элемента данной системы. Главным звеном в среднем ухе яв
ляется барабанная перепонка (иначе, тимпанальная мембрана), которая, принимая 
внешний звуковой сигнал, приводит в движение цепь слуховых косточек. Динами
ческие характеристики барабанной перепонки сильно зависят от степени ее натяже
ния, вызванного действием барабанной мышцы «ши8си1и8 1еп8 0г 1ушрап1».

Целью настоящей работы является построение математической модели си
стемы «барабанная перепонка -  молоточек» с целью оценки напряжений в перепон
ке при заданном перемещении молоточка (рис.1).

Форма барабанной перепонки 
близка к конической, втянутой внутрь с 
углом конусности близким к П 2. По 
своим геометрическим и механическим 
характеристикам барабанная перепонка 
делится на две части -  раг8 йасс^йа 
(мембрана Шрапнеля) и раг8 1еп8а (рис.
1). Натяжение перепонки является не
равномерным: нижняя ее часть раг8 
1еп8а натянутая, в то время как верхняя 
раг8 йасс^йа ненатянутая. Х. Вульштейн 
[1] считает, что раг8 йасс^йа не следу
ет рассматривать как часть трансфор
матора звука. В свою очередь натяже
ние раг8 1еп8а также является неравно
мерным, что обусловлено направлени
ем действия барабанной мышцы, вызы
вающей перемещение рукоятки моло
точка.

Живая ткань раг8 1еп8а барабанной 
перепонки имеет сложную структуру и 
состоит из четырех слоев, из которых, в 
частности, два внутренних слоя пред
ставляют собой радиальные и неради
альные волокна.

Для построения модели введем ряд упрощающих предположений:
1) Барабанная перепонка есть тонкая пологая круговая усеченная коническая обо

лочка с радиусом К в основании конуса и углом конусности у , близким к п /2 
(см. рис. 2 и 3).

Рис.1 Система «барабанная перепонка - молото
чек»: 1- раг’ /1асс1йа; 2- раг’ !еп’а; 3-молоточек; 
4-рукоятка молоточка «таПеи^ тапиЬггыт»; 5 -  
итЬо. Р-сила, моделирующая действие барабан

ной мышцы.
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2) Следуя работам [2, 3], считаем, что часть рагз 1епза обладают свойством изотро
пии с усредненными модулем упругости Е = 3.3х 107Н/м2 и коэффициентом 
Пуассона V = 0.4.

Рис.2. Поперечное сечение, а также вид сверху моделируемой системы «ба
рабанная перепонка - молоточек»

3) Рукоятку молоточка рассматриваем как недеформируемый стержень переменно
го сечения, жестко сопряженный с конической поверхностью оболочки по 
асимптотическим линиям; нижнюю часть рукоятки в области ^тЬ о  заменяем на 
недеформируемое цилиндрическое твердое тело с радиусом г в основании, кото
рое жестко связано со стержнем и поверхностью конуса (см. рис. 2). 4 5

пологой конической оболочки

4) Действие барабанной мышцы заменяется силой, которая обуславливает переме
щение молоточка.

5) На нижнем крае конуса (т.е. на тимпанальном кольце) части рагз 1епза рассмат
риваем условия жесткого или упругого защемления оболочки [2].
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6) Учитывая отсутствие сил натяжения в части рагз Йасс1ёа и принимая во внима
ние относительную подвижность молоточка в его основании, будем считать, что 
нижний край конической оболочки части рагз Йасс1ба является свободным.

Последнее предположение является важным в предлагаемой модели, ибо оно 
учитывает возможность перемещения молоточка как абсолютно твердого тела под 
действием барабанной мышцы.

Введем на срединной поверхности конической оболочки криволинейную си
стему координат 5, ф , где  ̂-  расстояние, отсчитываемое от вершины конуса до точ
ки М, а ф -  окружная координата, как показано на рис. 3. Пусть ёу,^2 ,й - орты вве
денной криволинейной системы, где п внешняя нормаль к поверхности конуса. Под 
действием силы, приложенной к молоточку, его рукоятка совершает некоторое пе
ремещение. Пусть в принятой системе координат нормальная составляющая пере
мещения средней линии АВ стержня (т.е. проекция перемещения на направление 
нормали П ) равна

АВ = к.8 + ё , (1)
где к и ё  - некоторые константы. Данное перемещение, а также разность внешнего 
атмосферного давления и давления в полости среднего уха ( ̂ * ~ 20 Па), вызовут де
формирование упругой оболочки, моделирующей барабанную перепонку. Изучим 
напряженное состояние оболочки, которое будет смешанным и состоять из мем
бранных и изгибных усилий, имеющих один порядок. Для его описания может быть 
использована система уравнений технической теории тонких оболочек [4]:

- ̂ Д 2 ц’ +  [к /  (Вё) +  к  2 ]72 +  КуТу +  2тД  +  ё* = 0,

(Ек)'̂  Д2Ф + к (Вё)-1 ку + кук 2 - т2 = 0, (2)
где Д - оператор Лапласа, который в принятой криволинейной системе координат 
имеет вид

1 Э2 ц  1 к ( дц
Дц = —г --- 2 + -----1 ё----

5 дф2 ё дё I дё (3)

В (2) введены следующие обозначения: Е = Ек^[12(1 -V 2)] - цилиндрическая жест
кость оболочки, к - ее толщина, V - коэффициент Пуассона, ц, к ,̂ т -  нормальный 
прогиб, изгибные деформации и кручение срединной поверхности оболочки соот
ветственно, Ф - функция напряжений, связанная с мембранными усилиями Т1, Т2,8 
соотношениями

Ту =
1 д 2Ф 1 дФ

В  ̂ё  ̂ дф2 В ̂  ё дё Т2 =
1 д 2Ф

В2 ’
8 = ■ 1

В 2 ё
^д 2 Ф 1 дФ 

дёдф ё дё
(4)

-'12 5

Дополним уравнения (2), (4) соотношениями упругости [5]

Т1 = К (̂ 11 + V̂ 22 ), Т2 = К (̂ 22 + V̂ п ), 8 = “

М 1 = ̂ ( к 1 +VК2), М 1 = в (к 2 +VК1), Н = (1 -V)^т (5)
где М^, Н - изгибающие и крутящий моменты, а (/, ]  = 1,2)- тангенциальные де
формации срединной поверхности. В свою очередь, изгибные и тангенциальные де
формации к , , а также кручение т выражаются через нормальное и тангенциаль
ные перемещения ц  и (г = 1,2) по формулам:

-11
1 2

е1 + 2  ̂ 1 , е1
1 ди1 
В "дГ

1 2 1 ди2 1
2̂2 = е2 У2 , е2 = ------ 2 + —Г-
22 2 2 ^^ 2 Вё дф В2ё

и1 - ц
В-2
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Е12 =Ю+У1У2,
8 д 
К

Л

V 8 У

1 ди, 1 д^ 1
+ -------У] = -------------, У? = ---------- • (6)К8 1 К д ^  " К8 Эф

Здесь ю - угол сдвига в касательной плоскости, а у1, у2- углы поворота нормали п 
вокруг ортов е] и е? соответственно.

Уравнения (2), (4) - (6) представляют собой замкнутую систему дифференци
альных уравнений относительно неизвестных перемещений н’, и1, и?. Дополним ее 
граничными условиями на краях 8 = 80,8 = 8,, а также на образующих
ф = ф1, ф = ф2, соответствующих асимптотическим линиям Г, и Г? (см. рис.2 и 3).

На нижнем крае рассмотрим условия жесткой заделки
дн

и1 = и? = н = —  = 0 при 8 = 8,. (7)
Э8

Перемещение (1) молоточка приведет к перемещению верхнего края оболочки, 
а также точек, лежащих на линиях Ц.. Отсюда, получаем

I _  ,Уо .............  Д  Уи1 8 =8= 80
I--------------------- С08ф ~ I-----------------------------0 ?
|̂̂  + р̂ 2 д/] + Д? ?(1 + Д )

80 С08 ф(С08 ф ~ у1 1 + к ?81Пф -  к Д)

^0  - -

+

+

л/] + к ? (1 + д ?)

г ?̂  с=8= 80
:у081Пф + 80 С08 ф 81П фГ

1--
-̂ 1 + Д ? л/] + к ̂

где

н Д
' 8= 80

Эн
э8

V1+ д ? V1+ д 

1

С08? ф 80(к + Д С08 ф)С08ф
~Уо С08 ф :г + '

8= 80

и

Д

1+ Д ?

к

л/] + к ̂  -̂ 1 + д? л/] + к ̂  д̂ 1 + д

"у/] + к ̂  (1 + д ?)
Л
С08 ф,1

Г, = - и .|Г, =  (8_ - = Р],

Г
и ? 1г+ -  и  ? 1г ,

н  Г, =  из| Г?

= (8+-8)
V] + к ?

■:рг

81П А

ч • в2(81 - 8) 81П

В

-л?

С ? + Г С  ̂+ В
V'дф У

о о • в ГвВ -  28, 81̂  — С08 — + У
1 ? ?

а, С -  8181П —, Д - С̂ д̂  •

(8)

Краевая задача (7), (8) для системы уравнений (2), (4)-(6) является достаточно 
сложной и может быть решена численно, либо с использованием метода возмуще
ний после введения дополнительных предположений. В качестве одного из таких 
предположений может быть принята близость угла конусности у к П  ?, то есть ма-

4?

1

20
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лость параметра д . Заметим, что при д ^  0 данная задача вырождается в более 
простую задачу о расчете НДС круглой пластинки, сопряженной со стержнем. Будет 
также считать, что перемещение молоточка под действием силы Р  является малым. 
Тогда нелинейные компоненты в соотношениях (6) для деформаций могут быть от
брошены и поставленная задача решена в рамках линейной теории тонких оболочек. 
Искомое НДС оболочки, моделирующей барабанную перепонку, может быть пред
ставлено в виде суммы основного НДС, характеризуемого мембранными усилиями, 
простых краевых эффектов вблизи краев  ̂= 8̂ и обобщенного краевого эффекта в 
окрестности молоточка (асимптотических линий Ц. на поверхности конуса). Даль
нейшие исследования будут связаны с асимптотическим построением всех перечис
ленных составляющих НДС барабанной перепонки, которые впоследствии будут 
учтены при исследовании колебаний тимпанальной мембраны и всех составляющих 
элементов среднего уха.
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АНАЛИЗ ПОВРЕЖДЕННОСТИ СИЛОВОЙ СИСТЕМЫ С ПОМОЩЬЮ 
МОДЕЛИ ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОПАСНЫМ

ОБЪЕМОМ

Журавков М.А., Щербаков С.С.

Аааеаатеп! а /  йатаде а /  асНув 5у51еш5 ии1п§ 1ке шоёе1 а /  ёе/агшаЫе г1§1й Ьайу м>иН йапдвгаи^ 
уо1ише 1̂ ’ сотчйегей. Ве/тШоп о /  НтШпд сгНеггоп /ог ёе1егт1паНоп о /  уаг1ои5 йапдегои^ уо1ите5 15 
рге5еп1её. РогтаНоп о/йапдегои^ уо1ите5 ипёег 1ке соп1ас1 о /  1^о ёе/огтаЬ1е г1§1й Ьой1е5 15 51ий1ей.

Введение
И с с л е д о в а н и е  п о в р е ж д е н н о с т и  п р и  в з а и м о д е й с т в и и  э л е м е н т о в  с и л о в о й  

с и с т е м ы  в  о б щ е м  с л у ч а е  о с н о в ы в а е т с я  н а  с т а т и с т и ч е с к о й  м о д е л и  д е ф о р м и р у е м о г о  
т в е р д о г о  т е л а  с  о п а с н ы м  о б ъ е м о м  [1 ,2 ] . В  р а м к а х  д а н н о й  м о д е л и  о п а с н ы е  о б ъ е м ы  
п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  т р е х м е р н ы е  о б л а с т и ,  г д е  н а п р я ж е н и я  д о с т и г а ю т  
п о в р е ж д а ю щ е г о  у р о в н я  -  н и ж н е й  г р а н и ц ы  р а с с е и в а н и я  п р е д е л а  в ы н о с л и в о с т и .

П р о ц е д у р а  р а с ч е т а  о п а с н ы х  о б ъ е м о в  п р е д п о л а г а е т  з н а н и е  т р е х м е р н о г о  
н а п р я ж е н н о - д е ф о р м и р о в а н н о г о  с о с т о я н и я  э л е м е н т о в  с и л о в о й  с и с т е м ы , в ы з в а н н о г о  
к а к  л о к а л ь н ы м  к о н т а к т н ы м  т а к  и  о б ъ е м н ы м  н а г р у ж е н и е м ,  а  т а к ж е  п р е д е л ь н о г о  
с о с т о я н и я  д а н н о й  с и с т е м ы

В  с и л о в о й  с и с т е м е  -  в  о т л и ч и и , н а п р и м е р , о т  и з г и б а е м о г о  в а л а  -  в с е  ш е с т ь  

н е з а в и с и м ы х  к о м п о н е н т  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  я в л я ю т с я  н е н у л е в ы м и .  В  о б щ е м  с л у ч а е  

п р е д е л ь н о е  с о с т о я н и е  ( о б р а з о в а н и е  м и к р о т р е щ и н )  в  н е к о т о р о й  т о ч к е  с и л о в о й  

с и с т е м ы  м о ж е т  б ы т ь  о б у с л о в л е н о  н е с к о л ь к и м и  р а з л и ч н ы м и  к о м п о н е н т а м и .  Т а к и м  

о б р а з о м , п р е д е л  в ы н о с л и в о с т и  д л я  с и л о в о й  с и с т е м ы  о п р е д е л я е т с я  п о  к а ж д о й  

к о м п о н е н т е  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  к а к  э к с т р е м а л ь н о е  з н а ч е н и е  е е  р а с п р е д е л е н и я  п р и  

д е й с т в и и  п р е д е л ь н о й  н а г р у з к и  [3 -  5].

Белорусский государственный университет, Минск

Предельные тензор механического параметра и дельная потенциальная 
энергия деформации

В  р а м к а х  т р и б о ф а т и к и  р а з в и в а е т с я  [2 ] к о м п л е к с н ы й  п о д х о д  к  о п р е д е л е н и ю  
п р е д е л ь н о г о  с о с т о я н и я  с и л о в ы х  с и с т е м .  Т а к , с о с т о я н и е  с и л о в о й  с и с т е м ы  в 
н е к о т о р о й  т о ч к е  м о ж е т  о ц е н и в а т ь с я  к а к  п р е д е л ь н о е  п р и  д о с т и ж е н и и  (в  т о м  ч и с л е  
о д н о в р е м е н н о м )  н е к о т о р ы м и  к о м п о н е н т а м и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  и л и  д е ф о р м а ц и й ,  а  
т а к ж е  п р е д е л ь н о й  у д е л ь н о й  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  д е ф о р м а ц и и ,  с в о и х  п р е д е л ь н ы х  
з н а ч е н и й .

Р а с с м о т р и м  т е н з о р  м е х а н и ч е с к о г о  п а р а м е т р а  , к о н к р е т и з а ц и я м и  к о т о р о г о  

я в л я ю т с я  т е н з о р ы  н а п р я ж е н и й  и  д е ф о р м а ц и й  2,^ . В  о б щ е м  с л у ч а е  п р и  д е й с т в и и

н а  с и л о в у ю  с и с т е м у  п р е д е л ь н о й  н а г р у з к и  ( о б у с л а в л и в а ю щ е й ,  в  о б щ е м  с л у ч а е ,  

т р е х м е р н о е  Н Д С )  д л я  д е ф о р м и р у е м о г о  т в е р д о г о  т е л а  о п р е д е л и м  п р е д е л ь н ы е

X, у , г , к а ж д о г означения для каждой независимой компоненты тензора ф̂  , г, ]

главного компонента ф̂ **1'™̂, I = 1, 2, 3 и интенсивности ф|̂(»11ш) .
1П! .
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^(±*11т)
Тгу

Ф"

[<?̂  ̂ { Р * 1 ^ т , )Л

(±*1‘т) =  ех1г[ф, ( Р ^ ц т , а у ) ] .

[ф1й (^*1^т, а У )]

: ех1г
ау

■■ ех1г
ау

(1)

Ф ( , : ; ' т ) : тах
ау

где ех1г(у)
Гтах(>'), при у  > 0,
[т1п(у), при у  < 0,

Аналогично для однородного изотропного деформируемого твердого тела
(*11т) (*11т)определим предельные нормальные и касательные значения ф„  ̂ и фт тензора

(±*11т) (*11т)ф̂-  ̂ , а также предельное главное значение тензора ф1  ̂ и предельную

интенсивность ф(П*,1‘т)'

ф« = т т а х ( ф^̂ (^ *1^т, а У ) ),аУ ,1
г = ,̂ у, г,

фТТ*1‘т )  = т а х (  ф,̂ - (^ *11т, а у ) ) ,  ,̂ ]  =  ^, у , ,̂ г ^ ] ,
а у  ,1, ]

(2)

ф11‘т) = т а х (ф1 (̂ *1̂ т, аУ) )аУ

где а у  -  элементарный объем нагруженного тела.
Следовательно, если рассмотреть тензор ф̂ .̂ в каждом элементарном объеме а у

тела, то в общем случае для описания изменения величины действующих 
напряжений по сравнению с величиной предельных напряжений можно ввести три 
типа тензора относительных повреждающих напряжений [2,3,6,7]: компонентные, 
главные и октаэдрические:

8 г, = ф„ / ф'
(*11т)

, 8 г = ф, / ф(*1‘т) , д,п1 =фш1/ ф(*11‘т),(3)
(*11т)

где § 1], § 1, § 1п1, вообще говоря, имеют вероятностную природу, поскольку в условиях 
прочности как действующие напряжения ф̂ .̂, ф^, ф̂ п̂ , так и предельные значения

(*Ит) (*Ит) (*Ит) ^ф̂  , ф] , ф!П4 являются случайными величинами с соответствующими
плотностями распределения.

Тензор разложим на шаровую и девиаторную части

(4)
'  д 0 0"

. (д^ )== (д,:̂ -) - д^ =
'  д 11-  д д12 д13 "

д^ = 0 д 0 д  21 д 22 -  д д  23
0V. 0 д . V д31 д32 д  33-  д  ̂

где д (̂ 11 + ^ 22+ ^ 33)= 1  (д + д  + д  )
3а ( * 1 ‘ т )  ^ 6 1^ б 2^ . 5 33 /-

Рассмотрим также характеристику поврежденности основанную на удельной 
потенциальной энергии деформации

V =]о,^аЕ̂  ,

которая в случае упругого деформирования имеет вид
тт 1
у = 2  ,

(5)

(6)
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Д л я  к о т о р о й  м о ж н о  в ы д е л и т ь  д в е  ч а с т и  о т р ы в н у ю  и  с д в и г о в у ю

^<,= -2 Оц е , , Пт= ^2(1-  5у. .

В в е д е м  п о  а н а л о г и и  с  т е н з о р о м  и  д^  ̂ с л е д у ю щ и е  х а р а к т е р и с т и к и

и = тах[С7(Р.,^, с1У)],аУ
и'к"-" = тах[с/. а у )] к = с, т ’аУ

= и  / и  (*“т),

8к = и , / ц(*'‘” ,̂ к = О, т

(7)

(8)

(9 )

В е л и ч и н ы  , д]^ , я в л я ю т с я  и н т е г р а л ь н о й  э н е р г е т и ч е с к о й  х а р а к т е р и с т и к о й  

п о в р е ж д е н и я  т в е р д о г о  т е л а  в  э л е м е н т а р н о й  о б ъ е м е .

Опасные объемы в силовой системе
К р и т е р и а л ь н ы е  у с л о в и я  д л я  о г р а н и ч е н и я  о п а с н ы х  о б ъ е м о в  с  у ч е т о м  ф о р м у л  

( 1 ) - ( 9 )  б у д у т  и м е т ь  в и д

\п , п р и  1 = ] ,
' ау V. I 1 1 = X V 7 т  = <I 7, т = <  ̂ ( 1 0 )

1т, п р и  I Ф ],

у, / ф, >фГ"т), с  у ,}, 1 = 1, 2, 3,

у;п, = { а у  / ф,п, >фГ“"’, а у  с  у , } 
у  ̂ = { а у  / и  > и а у  с  у„}, 

у’ит = {а у  / От > 0 ‘т‘'"), С у, }, т = О, Т

(11)

к \

уие̂  = { а у / У > У0 ,а у  с у ^}.

(1 2 )

(1 3 )

(1 4 )

' е̂̂  ̂~  ^  I  — ^  0, . ( 1 5 )

П о с к о л ь к у  п р и м е н и т е л ь н о  в  с и л о в о й  с и с т е м е  м о ж е т  и с с л е д о в а т ь с я  п р о ц е с с  е е  

п о в р е ж д е н и я  п р и  к о н т а к т н о й  у с т а л о с т и ,  т о  в  в ы р а ж е н и я х  ( 1 0 ) - ( 1 5 )  р а б о ч и й  о б ъ е м  

ук  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  н е  в е с ь  о б ъ е м  д е ф о р м и р у е м о г о  т в е р д о г о  т е л а ,  а  л и ш ь  о б ъ е м  

п р е д е л ь н о  д о п у с т и м о г о  и з н о с а  [1 , 2].

П о с к о л ь к у  о п а с н ы е  о б ъ е м ы  м о г у т  и м е т ь  п р о и з в о л ь н у ю  и  с л о ж н у ю  ф о р м у ,  т о  

и х  а н а л и т и ч е с к о е  о п р е д е л е н и е ,  с о г л а с н о  ф о р м у л а м  ( 1 0 ) - ( 1 5 ) ,  м о ж е т  б ы т ь  

з а т р у д н е н о ;  в  т а к и х  с л у ч а я х  и х  в ы ч и с л я ю т  м е т о д о м  М о н т е - К а р л о .

Г р а ф и ч е с к а я  и л л ю с т р а ц и я  к о м п о н е н т н ы х  о п а с н ы х  о б ъ е м о в  у 77, у^^ , у 77, и х

п е р е с е ч е н и й  ( с о в м е щ е н н ы х  о п а с н ы х  о б ъ е м о в )  у^^ П  у^  ̂ , ууу П  у 77 , у ,^ П  у 77 , 

ухх П  ууу П  у 77 и  о б ъ е д и н е н и я  у , ,  У  у^^ У  у 77 ( т е н з о р н о г о  о п а с н о г о  о б ъ е м а )

п р е д с т а в л е н а  н а  рис. 1. Т а м  ж е  п о к а з а н  т е н з о р  дц(О у ) о т н о с и т е л ь н ы х  п о в р е ж д а ю щ и х  

н а п р я ж е н и й  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р е д с т а в л е н и е м  (10 ). В и д н о ,  ч т о  п р и  р а в н о в е л и к о м  

з н а ч е н и и  к о м п о н е н т  т е н з о р а  д^  ̂(О у )  н а и б о л е е  о п а с н о й  з о н о й ,  г д е  о ж и д а е т с я  

з а р о ж д е н и е  р а з р у ш е н и я ,  я в л я е т с я  п е р е с е ч е н и е  т р е х  к о м п о н е н т н ы х  о б ъ е м о в  

у , ,  П  у уу П у ,7. В  э т о й  з о н е  т е н з о р  дц(Оу ) и м е е т  в и д :

В  з о н а х  т р е х  к о м п о н е н т н ы х  о б ъ е м о в  (У , , , Ууу , У22)  р а з р у ш е н и е  с к о р е е  н а ч н е т с я  

т а м , г д е  т е н з о р  д 1](ОУ) я в л я е т с я  н а и б о л ь ш и м  п о  в е л и ч и н е .  В о о б щ е ,  р и с у н к и  т и п а  р и с . 

1 п о з в о л я ю т  п р о а н а л и з и р о в а т ь  м н о г о о б р а з н ы е  в о з м о ж н ы е  о с о б е н н о с т и  

п р о г н о з и р у е м о г о  п о в р е ж д е н и я .  О н и  о б н а р у ж и в а ю т с я ,  н а п р и м е р ,  в  з о н а х
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пересечения (наложения) опасных объемов, обусловленных либо только 
нормальными, либо только касательными напряжениями, либо одновременным 
воздействием нормальных и касательных напряжений разных знаков. Таким образом, 
появляется возможность конкретного анализа роли процессов отрыва и сдвига в 
формировании комплексного повреждения.

Рис. 1. Схема объединения (пунктирная линия) и пересечений (затемнено) опасных объемов, 
обусловленных нормальными напряжениями

Результаты расчетов
Рассмотрим формирование опасных объемов в условиях контактного 

взаимодействия в соответствии с (10). Определение опасных объемов выполним при 
следующих исходных данных: а („*'‘“  ̂= 0,3р 0, аТ*'‘т) = 0,09р 0, /  = 0,05, Ыа = 0,813 (а и 
Ъ -  большая и меньшая полуоси эллипса контакта соответственно). Результаты 
вычислений представлены на рис. 2. Из данного рисунка видно, что наибольшими по 
величине являются опасные объемы Угг, Ух2 и Ууг, соответствующие наибольшим
напряжениям , ^(;П и С'У̂ . Отметим, что, несмотря на небольшое значение 

коэффициента трения /, действие распределенных касательных усилий д{х, у ) 
приводит к изменению форм и величин опасных объемов, обусловленных действием 
нормальных усилий р(х, у ). Особенно заметна асимметрия объема Ухг (см. рис. 2) 
относительно плоскости х = 0.

Поскольку опасные объемы являются мерой поврежденности деформируемых 
тел, то, анализируя рис. 2, можно указать конкретные области (зоны), в которых 
возможно зарождение и развитие как поверхностных, так и внутренних трещин. 
Очевидно, что действие необратимых повреждений реализуется там, где 
соответствующие опасные объемы пересекаются (т. е. накладываются друг на друга) 
или совмещаются друг с другом. Условия взаимодействия опасных объемов (и,
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следовательно, повреждений в них) так же многообразны (см. рис. 2), как и условия 
нагруженности силовых систем.

Анализ рис. 2 позволяет сделать следующие два принципиальных заключения. 
С одной стороны, процесс повреждаемости в общем случае является рассеянным, т. 
е. первичные трещины могут появиться в любой точке опасного объема. С другой 
стороны, процесс повреждаемости оказывается дискретным в том смысле, что 
существуют локальные области, в которых появление первичных трещин 
представляется наиболее вероятным (например, в совмещенных опасных объемах -  
пересечениях компонентных опасных объемов). По данному рисунку можно сделать 
более глубокий анализ повреждаемости как следствия возникновения, развития и 
взаимодействия опасных объемов.

Рис. 2. Объединение опасных объемов и его сечения

По результатам численного расчета для К\\ = 0,005 м, К \2 = 0,05 м, К2\ = 0,005 м, 
К \2 = 0,01 м, Е 1 = Е2 = 2,01-10" Па построен график, представленный на рис. 3, из 
которого видно, что величина тензорного опасного объема У У̂ ,, I, ]  = х, у, 2

г, 1
возрастает с увеличением контактной нагрузки.
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у.,  10- м =ик„ 1,у = х . у ,

Ь.н
800 1000 1200 1400 1600 1800 2 0 0 0

Рис. 3. Изменение величины тензорного опасного объема в зависимости от контактной нагрузки

В технических приложениях для анализа поврежденности обусловленной 
сложным трехмерным напряженным состоянием при контактном взаимодействия 
удобно использовать октаэдрирческий опасный объем в качестве интегральной 
характеристики поврежденности.

ЛИТЕРАТУРА

1. Сосновский, Л.А. Основы трибофатики / Л. А. Сосновский. -  Гомель: БелГУТ, 
2003. -  Т. 1. -  246 с.; -  Т. 2. -  234 с.]

2. 8о8поу8к1у, Ь.А. Тг1Ьо-Ра11§ие. ^еаг-Га11§ие йашаде апй 118 ргей1с11оп (Роипйа11оп8 
оГ еп§1пеег1п§ шесйап1с8)/ Ь.А. 8о8поу8к1у. -  8рг1п§ег, 2004. -  Р. 424.

3. Сосновский, Л.А Механика износоусталостного повреждения / Л. А. Сосновский. 
-  Гомель: БелГУТ, 2007. -  434 с

4. Сосновский, Л.А.Уравнения подобия усталостного разрушения деталей с 
опасным объемом и их экспериментальная проверка: Сообщения I и II / Л.А. 
Сосновский // Проблема прочности. -  1977. -  № 4. -  С. 40-80.

5. Сосновский, Л.А. Статистическая механика усталостного разрушения / Л. А. 
Сосновский. -  Минск: Наука и техника, 1987. -  288 с.

6. Журавков, М.А. Расчет опасных объемов при контактном нагружении. / М. А. 
Журавков, С.С. Щербаков // Вестн. БГУ. Сер. 1. 2007. -  № 1. -  С. 117-122.

7. Журавков, М.А. Исследование опасных объемов при решении контактной задачи 
для системы ролик / кольцо / М.А. Журавков, С.С. Щербаков // тр. V Междунар. 
симпозиума по трибофатике (Х8ТР 2005), Иркутск, Россия, 3-7 октября 2005 г. / 
Иркут. гос. ун-т; отв. ред. А. П. Хоменко. -  Иркутск: Иркут. гос. ун-т путей 
сообщения, 2005. -  Т. 1. -  С. 375-390.

49



ВЫПУЧИВАНИЕ НЕРАВНОМЕРНО НАГРЕТОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ И ОБЛУЧЕНИЯ НЕЙТРОННЫМ

ПОТОКОМ

Куликов И.С., Шпургалова М.Ю.

Белорусский национальный технический университет

Анализ современной научной литературы, посвященной исследованию про
блем устойчивости неравномерно нагретых сферических оболочек в условиях пол
зучести и облучения показал, что данная задача, применительно к сферическим обо
лочкам в условиях облучения ранее не ставилась и не решалась.

Среди работ в этом направлении следует выделить следующие результаты 
научных исследований:

Х1госЬак18 Р.С, Топез Когшах, Ког1оп-Ва11еу, Мб. ^акЬа] Пбб1п, Мхзга 1.С., Каг
8 .Б., 8 ашап1а 8 .С. и многие другие.

В последнее время при решении задач прочности и устойчивости оболочек 
большое распространение получил метод конечных элементов. Однако, несмотря на 
это, в большинстве работ рассматривались в основном либо цилиндрические, либо 
конические оболочки. Очень мало работ посвящено вопросам прочности и устойчи
вости сферических оболочек.

Новизна поставленной задачи заключается в том, что в работе предполагается 
рассмотрение устойчивости неравномерно нагретых сферических оболочек в усло
виях ползучести и облучения.

Рассмотрим нагруженную равно
мерным внешним давлением р  замкну
тую сферическую оболочку (рис.1)

В этом случае усилия N ,̂ пере
резывающие силы ^  и изгибающие мо
менты М  0 , будут функциями только
угла 0 .

Обозначим через Гс -  радиус сре
динной поверхности оболочки, 2И -  
толщину оболочки, ^  -  перемещение 
точек оболочки по радиусу, и -  переме
щение точек по касательной к меридиану 
в направлении угла 0  .

В этом случае будем иметь следу
ющую систему уравнений равновесия 
[1]:

+ дадв -  + Ргс = 0

+ (Кп -  N ф)адв + д  = 0

ав 
аКп
ав в (1)

амв + (Мг  ̂-  м  )адв + дт = 0 
ав в ^ с
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Для волокна оболочки, лежащего на расстоянии 2 от срединной поверхности 
( — Н < 2 < Н ), получим следующие выражения для деформаций:

2
^  1 ёп 2 А  ^

0 гс гс Ае ^2 А02 0

1 А  2 ц’
(2)

Ет = ~ + с д̂е + ц )+ Е
^ гс гс г2 Ае2

ф

Здесь Е0Н, Е’ф -  неупругие деформации, возникающие в оболочке в процессе 
деформирования.

Е0н = + Е0^+ Ее;

Е̂  ̂ = Е^ + Е̂  ̂+ Е -
ф ф ф ф

(3)

где е ' ^ , Е ^  -  деформации термического расширения, е Ц , Еф̂  -  деформации радиа

ционного распухания, Ее^, Еф̂  -  деформации тепловой и радиационной ползучести.

Ее, = Еф̂ = а Т  (г, е)  (4)
где Т (г , е ) -  температурное поле в оболочке.

Е е̂ =  Еф" = 3  8 [Т (г . е ) ,  Ф1 ] (5)

где "  -  функция радиационного распухания материала оболочки, Ф  -  нейтронный 
поток,  ̂ - время.

Зная на каждом временном шаге значения напряжений а е, Оф в оболочке
можно пошагово определять возникающие деформации ползучести следующим об
разом [2]:

Для временного шага +  А (п = 1,2...Ы)

Ее п = Ее п_1 + А пЕе

Еф п = Еф п_1 + А пЕфф п ф п—

А пЕе = ̂ е̂ п А п̂

А пЕф = ̂ ф̂ п А п̂

(6)

Зная закон ползучести материала оболочки с учетом влияния облучения 
нейтронным потоком (радиационная ползучесть) = I  (ои, Т, Ф, ̂ ), можно в первом
приближении принять скорость ползучести

77 с (1) =  с  . С (1) =  С ;
^е п ^е п_1̂  ^фп ^фп_1 5

тг с^е п_1
1 /7сип_1
2  Оип_1

(2 Ое п_1 О ф п_1)

1 /7С/.С = 1 ип_1 _ _ _  )
Ефп_1 =  ̂ (2 Офп_1 Оеп_1) ,

2 Оип_1

где ои = + оф + о е оф -  интенсивность напряжений в оболочке.

(7)
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Во втором и последующих приближениях можно принять:
/Т  С (2 ) п (:ес-, -  !Ее„) (8)

27с(2) _ 1 ( трС _ С )
Ефп _ 2 (Ефи_1 Ефп ) '

* С * сгде под Е̂еп и Е7фп понимаются скорости деформаций ползучести, полученные на

основе новых значений напряжений, соответствующих скоростям ползучести Е̂е п_,

и с
ф п_1 •

Процесс вычислений продолжается до тех пор, пока во всех точках не будут 
выполнены условия:

< е , (9)77с(Р _1) _  С(Р)
^ е  п ^ е  п

17С(Р_1) _  77С (Р)
^ ф  п ''-^ф п < е ,

где р  -  приближение, е -  заданная точность.
Из третьего уравнения равновесия (1) получим

б  _  -г с ^

а м
в +  ( ^ п  _  м ф ) с 1 д в  

а в  в  ^

Выразив Ые, Ыф, б , М е,М ф через перемещение и , прогиб п и неупругие де

формации , Ефр, получим систему дифференциальных уравнений для и и ^ :

а
а е 3

+ с д̂д
а 2 ̂ ,2 а  2и

2 2 ае2 ае2
3(1 + у)д2 _ 1 + (1 _ \ ) а д 2е + V

81П2 е
а^
ае

2 а и

_ 3 ^  с ‘д е  ̂ а д +
3 д2 (1 _ V)с д̂ ̂  е + 3 д ^  V

81П2 е
3

и + 2  д с д̂е(Nе _ N фр) + (10)

+ 3 ^ аде+ 3 ^ ( м н _ м-^)с^де _ 0.
2  к ае 2  к

а 4^  ^  ч .4  а 3^— -  +  (3 _ V )с ^ д е — ^  +
а е  ̂  а е 3

1 + 2V 3
81П2 е 81П2 е

а 2 ч ’

ае2
-+

+ (2 _ 3V)-С̂д2^ + (V _ 1)сгд Зе + (1 + V)с^де
81П е

а^ ^  ч,, 2 а^ _  ч 2
-ае+ (1+ . )3д аад+6(1+ - )д ч +

^  , 3 д2  а  ̂ м е
2  к ае2

+ 3(1 + V)д и + амен 3 ам ф- 3 д+ ̂  адв
 ̂ ае 2  к

- ^ а д е -
ае 2  к

- ^ м ^  +

3 д \  3 , ^  3 ,3  рГс(1 _ V 2)мфр _ - д 3(Ме̂ _ Мфн) ̂ д  
2 к ф 2 е ^  2 Е

_ 0,

где д _ -с2 , Е -  модуль упругости материала оболочки, V -  коэффициент Пуассона.
к

Граничные условия для решения системы (10) можно принять следующими:
ач а 3 ч а п аи _ —  _ — -  _ 0  при е _ 0 , е0, 
ае ае^

где выбор е0 зависит от закона распределения температуры в оболочке.

(11)
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В уравнениях (10) величины , N̂ 1, М  Н, М ’1 определяются следующим обра
зом:

N; = I (Е‘,  ,
-к

N;  = } ( е ; +уЕН ),±2,
- к

м ;  = 1 ( е ; + ^ : ; ) ,
-к

м ;  = I ( е ;  +УЕН)

(12)

- к

При постановке данной задачи исследуется ползучесть основного состояния, 
которая описывается уравнениями (10). Поэтому данная задача -  есть задача выпу
чивания сферической оболочки, которая состоит в определении критического вре
мени, соответствующему сколь угодно большой скорости роста прогиба ^ . Крити
ческая скорость роста прогиба или критическое значение прогиба ^ может быть 
определено на основании испытаний сферических оболочек на выпучивание в упру
гой области (определение критического внешнего давления). В дальнейшем значе
ние скорости прогиба или самого прогиба могут быть приняты за критические как 
соответствующие критическому давлению, но достигаемые в процессе ползучести с 
течением времени. При этом могут быть учтены дополнительные факторы, способ
ные повлиять на величину прогиба и критическое время соответственно, а именно: 
неравномерный нагрев и неравномерное радиальное распухание материала оболоч
ки, вызванные облучением нейтронным потоком. Поскольку скорость роста прогиба 
вызвана главным образом ползучестью ввиду нелинейной связи между напряжения
ми и скоростями деформации ползучести, то точность определения ^ зависит от 
точности определения скоростей деформаций ползучести, которые в свою очередь 
зависят от точности численного решения системы в общем случае дифференциаль
ных уравнений (10).

В то же время решение этой системы нелинейных уравнений может быть све
дено к последовательному решению системы линейных дифференциальных уравне
ний путём разбиения процесса деформирования на достаточно малые временные 
этапы. Более того, для получения значений скоростей деформаций ползучести, близ
ких к точным, с помощью соотношений (7) -  (9) необходимо на каждом временном 
шаге решать систему уравнений (10) р  раз. Для уменьшения числа итераций можно 
взять достаточно малый временной шаг или запрограммировать автоматический вы
бор шага. Система (10) может быть решена одним из известных численных методов, 
например, методом конечных разностей или методом переменных направлений.

Для тестировки численного решения могут быть использованы данные, полу
ченные в работе [3].
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ФУНКЦИИ НЕКОТОРЫХ ТИПОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Сосновский Л.А., Шевченко Д.Н.

сагггеё оы11ке апа1у515 а/ш1пе а / 1п/огтаНап аЬоы11ке 1ур1са1 й15{г1Ьикап5. СгНегга аге рго- 
йисей, ассогёгпд 1о м>к1ск аге ргороаей 1о ии1п§ 1ке уаггап!^’ о /  1ке й151г1ЬиИоп /ипсНот’ о /  1ке то^! 
Ьееп и’ей !ур1са1 о/сопНпиои’ гапёот уаг1аЬ1е’ .

Введение
В практике инженерных и научных исследований, при анализе закономер

ностей технологических и экономических процессов некоторые их количествен
ные показатели формально описывают случайными величинами (наработка до от
каза, время выполнения технологической операции, ошибки измерений и другие). 
Исчерпывающей характеристикой случайных величин является закон распреде
ления, информация о котором позволяет прогнозировать возможные значения 
случайной величины, определять её числовые характеристики.

Отыскание закона распределения случайной величины на практике состоит 
в подборе одного из существующих типовых законов распределения, которое 
наилучшим образом согласуется с экспериментальными данными. С целью выбо
ра наиболее адекватной модели распределения случайной величины следует опе
рировать большим количеством типовых законов распределения вероятностей, 
каковых в настоящее время известно более ста.

Распределения случайных величин ^ и п называются однотипными, если 
существуют постоянные а и ЬфО такие, что распределения вероятностей вели
чин ^ и Ь(п+а) совпадают [6]. Однако в литературе и нормативных документах 
по теории вероятностей и ее приложениям (математической статистике, теории 
надежности, метрологии, связи и др.) отсутствует унификация многих типовых 
распределений случайных величин. В различных источниках однотипные распре
деления могут отличаться параметрами, их количеством и даже видом функции 
распределения. Это зачастую приводит к разночтениям, нестыковкам и, как след
ствие, ошибкам и дополнительным временным затратам на изучение, анализ и 
применение информации. Вредит данная ситуация и учебному процессу, требуя 
от студентов дополнительной усидчивости, а от преподавателя -  дополнительных 
пояснений. Особенно актуальна данная проблема при использовании компьютер
ных пакетов математического моделирования и статистического анализа данных. 
Реализованные в них варианты типовых распределений случайных величин зача
стую невозможно редактировать, что ограничивает применение некоторого про
граммного обеспечения.

Целью данной работы является:
1) анализ источников информации (литературы, нормативных документов и 

программного обеспечения) с целью поиска вариантов функций типовых распре
делений случайных величин;

2) выработка критериев, в соответствии с которыми среди множества вари
антов функций некоторого типового распределения будет выбран один;

3) рекомендация к использованию в учебно-методической и научной работе 
выбранных вариантов функций типовых распределений случайных величин.

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель
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Анализ информации. Критерии ранжирования источников информации
Все источники информации, используемые для анализа вариантов функций 

типовых распределений случайных величин, можно разделить на несколько 
групп: специальная и справочная литература по теории вероятностей и математи
ческой статистике; справочная литература по математике и математическим ме
тодам; литература по теории надежности, теории связи и другим наукам, широко 
использующим распределения случайных величин; пакеты компьютерной мате
матики; пакеты статистического анализа данных. Всего было изучено 45 источни
ков информации.

Изучив и обобщив информацию о типовых распределениях случайных ве
личин, можно прийти к следующим выводам о причинах разнообразия вариантов 
функций распределения:

1) наибольшее разнообразие характерно для распределений, широко исполь
зуемых в теории надежности (Вейбулла, логнормального, гамма и др.). Причина 
такого разнообразия состоит, видимо, в наличии физического смысла некоторых 
параметров распределений. Поэтому они могут отличаться от параметров, приня
тых в литературе по теории вероятностей;

2) в англоязычных источниках информации (пакетах компьютерной матема
тики и статистического анализа данных) типовые распределения достаточно уни
фицированы в сравнении с литературными источниками на русском языке. При 
этом тенденции к унификации распределений в новых изданиях на русском языке 
не наблюдается.

Очевидно, что решение о выборе некоторого варианта функции распределе
ния из множества не может приниматься простым большинством голосов. Здесь 
следует учитывать, по крайней мере, два факта:

1) степень распространенности (популярности) источника информации;
2) невозможность изменения встроенных функций типовых распределений в 

компьютерных пакетах анализа данных и моделирования.
Поэтому, для выбора единого варианта функции распределения из множе

ства, предлагаются следующие критерии, ранжированные по значимости:
1) реализация данного варианта функции в пакетах статистического анализа 

данных и моделирования, используемых в учебном процессе [41, 43];
2) в распространенных пакетах статистического анализа данных [42, 44-46];
3) в распространенных пакетах компьютерной математики [37-40];
4) в специальной и справочной литературе по распределениям случайных 

величин [5, 6, 11, 14, 16-18, 20, 21, 25, 29, 31, 33, 35, 36];
5) в литературе, используемой в учебном процессе [28, 30];
6) в большинстве других литературных источников.
В соответствии с предложенными критериями, представим рекомендуемые 

варианты функций некоторых типовых распределений, классифицированные по 
области возможных значений (таблицы 1-4).
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Таблица 1
Рекомендуемые варианты ^^нкций некоторых типовых распределений непре- 

рывныхслучайных величин, областью значений которых является
вся числовая ось

Распределен
ие Функция плотности распределения Пара

метры

Источники с анало
гичной функцией 

распределения

и парамет
рами

но дру
гими 

именами 
парамет

ров
2 3 5

г^-Стьюдента 
(рис. 1, а )

Г
+ О

/ (х) =
2 2

А ^  У+1

1 + X-
У

V У

V -  ч и с 
ло  с т е 
п ен е й  
с в о б о д ы

14, 15,
2 4 , 28 , 
31

6, 18, 
30 , 32

2 -Ф и ш е р а  
(ри с. 2)

2т12 т22 Г

/  (X) = -

т 1 + т2
ех р (- т 1 X)

Г
т

Г
т^ ^ 2 Xт1 е + т2+  т 2 )  2

т1+ т2

т 1, т2 -  
с т е п е н и  
с в о б о д ы 14, 15

Г у м б е л я  (э к с 
т р е м а л ь н ы х , 

м а к с и м а л ь н ы х  
зн а ч е н и й , 

т и п  I, р и с . 3)

/  (х) = 1 ехр
X -а у

в
-  ехр X -а

V

лл

у у

а  -  м о д а ; 
в  -  м а с 
ш та б 43

30, 31, 
37 , 4 4 
46

Г у м б е л я  (э к с 
тр е м а л ьн ы х , 

м и н и м а л ь н ы х  
зн а ч е н и й , 

т и п  I, р и с . 4)

/  (x) = 1 ехр
УX -а -  ехр X -а

V

лл

у у

а  -  м о д а ; 
в  -  м а с 
ш та б 6, 43

4 , 30, 
4 4 - 4 6

Д в о й н о е  э к с 
п о н ен ц и а л ь н о е  

(э к с т р е м а л ь 
н ы х  зн а ч е н и й , 
т и п  I, р и с . 5)

/ (X) = а  в ехр(- а X -  р ехр(- а X)).

а  -  м а с 
ш таб ;
в  -  ф ор 
м а

Д ж о н с о н а  
н ес в я зан н о е  

(ри с. 6)

ехр

/  (x)=-

а 1 + а  2 1п
Р Р

2

X- " ^  +1

а ^ ^  (X-у)2 + р %/2л:

а 1 , а 2 -  
ф орм а; 
у -  п о 
л о ж е н и е ; 

Р -  м а с 
ш та б

13

К о ш и  
(ри с. 7, а )

./ ( х)
1 ^
п ^ 2 + (x - д ) 2  ■

ц -  м е 
д и а н а ;
X -  м а с 
ш та б

6, 43

18, 28 ,
30 , 32, 
33 , 37 , 
3 8 , 4 4 
4 6

Л а п л а с а (д в у -  
ст о р о н н ее  

эк с п о н е н ц и 
ал ь н о е , ри с. 7,

./ (x) = ^^ехР ( - а |x - Р|)-

а  -  м а с 
ш таб ;
Р -  п о 
л о ж е н и е

6, 33, 43 41
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Логистическ
ое

(рис. 8)

б)

ехр
/ (̂ ) = ■

 ̂ X-А,^

1 + ехр
( \ \\ X -А 2 •

в 11

в -  мас
штаб; А -  
положе
ние

41 37-39,
43-46

Мойяла 
(рис. 1, б)

ехр

/  (х ) ^

X -  д  1 

2 а  2
ехр

л/2л

^ X - ^ ^

V а  л
а

д -  по
ложение; 
о -  мас
штаб

37

Нормальное 
(рис. 9) /  (х) =

а42ж
ехр  ̂ (X -Д )2^

2 а2V У

ц -  по
ложение; 
о -  фор
ма

12, 14,
15, 24, 
31, 32

5, 6, 8, 
26, 27, 
30

Экспоненци 
альное сте

пенное 
(рис. 10)

ехр

/  (x ) = ■

X -  д| 
Ф

2 Л

1+в

‘+в+‘1.гГ 1 + в+  '  
2

ф-2

д -  ме
диана, 
ф -  мас
штаб,
в -  фор
ма

43 37

Рис. 1. Графики функции плотности: а) {-распределения Стьюдента; б) распределения 
Мойяла с различными значениями параметров

Рис. 2. Графики 2-распределения Фишера с различными значениями параметров:
а) т2=1; б) т 1=1
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Рис. 3. Распределение Гумбеля (максимальных значений): а) в=1; б) а = 3

Рис. 4. Распределение Гумбеля (минимальных значений): а) в=1; б) а = 3

Рис. 5. Двойное экспоненциальное распределение: а) в=1; б) а=3

Рис. 6. Несвязанное распределение Джонсона: а) у=0, в=1, а 2 =2; б) у=0, в=1, а 1=-1
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Рис. 7. Распределение а) Коши; б) Лапласа для различных значений параметров

Рис. 8. Логистическое распределение с различными значениями параметров: а) в=1; б) Х=1

Рис. 9. Нормальное распределение с различными значениями параметров: а) 0=1; б) ц.=1

Рис. 10. Экспоненциальное степенное распределение: а) 11=2, в=0; б) ^=3, ф=1

59



Таблица 2
Рекомендуемые варианты функций некоторых типовых распределений непре

рывных случайных величин, областью значений которых 
___________ является числовая полуось_______

Распределен
ие Функция плотности распределения Пара

метры

Источники с ана
логичной функци
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и парамет
рами

но дру
гими 
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(экстремаль
ных значений, 

тип III, 
рис. 19)

/  (x) = X а -1  е  , X > 0;
э а  ’ ’

а -  фор
ма; в -  
масштаб 1, 11, 13,

16, 26, 34, 
40, 41, 43

X < 0.

8, 30, 
36,
44-46

Гиперэкспоне 
нциальное 
(рис. 20)

/  (x) =
т
Е а кхк ехР(-Хкx), x > 0;
к =1

0, X < 0.

а  1 -  
форма;
^. -
масштаб

18

Инверсное 
Вейбулла 
(рис. 21)

/  (x) =
а  в Р I - 1  

(X -  Х)̂ 1̂ (а(x -  Х))в
0,

V '
X < X.

■>Х:
а -  фор
ма; в -  
мас
штаб;
X сдвиг

41

Лог
логистическое 
(вариант [43] 

рис. 22)
У(x) =

ехр (г)
в X (1 + г )'

- , X > 0; ^ 1п(x)-Хг = -
0, X < 0; в

р -  фор
ма; X -  
масштаб 43

Лог
логистическое 
(вариант [13] 

рис. 23)
У ( x)

а Xа -1 ^  У „  Ла  ^
- 2

Р а

1 +
чРу

, X > 0;

X < 0.

а -  фор
ма; в -  
масштаб 13

Логнормаль
ное

(рис. 24)
/  (X) =

1
О ^/2"П 
0,

ехр  ̂ (1п(X) -д )2^

V 2 О2 У
X >  0; 

X <  0.

ц -  по
ложение; 
о -  фор
ма

4, 12, 13, 
16, 21, 37, 
39-41, 
43-46

6, 8, 
23, 24, 
26, 27, 
30, 36

Максвелла 
(рис. 14, б) У ( x)

2 X  
п О

2 У „ 2  Л

ехр X

2 О2V У

X > 0; 

X < 0.

о -  мас
штаб

37, 43
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Нормально 
е сложен

ное
(рис. 25)

/  (^ ) =

2 2

-’- ' ^ Х  ^  2« , X > 0;созЬ

0, X < 0.
у

и -
сдвиг, а 
-  мас
штаб

43

Нормально 
е, усечен
ное слева 
(рис. 26)

/ (Х) =
с

'42%а

с =

ехр (х - и ) 2 Л

2 а 2
V У

X > Хо ;

X < х0.

1  - ф
2V . V а  уу

X0 -  точ
ка усе
чения, 
и -  по
ложение, 
а -  раз
брос

19, 22, 
28, 30, 
36

Парето 
(рис. 27, а) /  (x) =

а ^ x  л а + 1Л 0

Ч X уX о

0, X < X! .

X > Xо;
а  -  мас
штаб,
X 0 -  мин. 
значение

6, 28 37, 38, 
41, 43

Пирсона, 
тип V 

(рис. 28)
/  (x ) =

X (а+1) ехр(-р / X)
Р- а -Г(а)

0, X < 0.

X > 0;
а -  фор
ма; в -  
масштаб 13, 41

Пирсона, 
тип VI 

(рис. 29)
/ (x )-■

(x / в)а1-1

в-В (а1, а  2 )(1 + X / в)а 1 -а 2  ’
X > 0;

X < 0.

а 1 , а 2 -  
форма; 
в -  мас
штаб

13, 41

Рэлея 
(рис. 27, б) / (x) =

„ 2  Л

2 ехР
X

2в2
X > 0; 

X < 0.

в -  мас
штаб

У
44-46 6, 30

Фреше (экс
тремальных 

значений, тип
II,

рис. 30, 
рис. 31)

/  (x) =
а в а

0,

 ̂ У „ л-а ^

ч в у у
X < 0.

X > 0;

а -  фор
ма; в -  
масштаб 31

Экспоненциал 
ьное (показа

тельное, 
рис. 32, а)

/  ( x)̂
\х е x, X > 0; 
|0, X < 0.

У -  мас
штаб

1, 6, 8, 11, 
14, 21-24, 
26-28, 30, 
36, 40, 41, 
43-46

39

Экстремальны 
х значений 

модифициро
ванное 

(рис. 32, б)

/  (x)^

У
ехр ехР(x) - 1 Л

V
+ X X > 0;

X -  фор
ма

X < 0.

Эрланга 
(рис. 33) /  (x ) =

X X _X X г\е х ̂ , X > 0;
(а -1 )!
0, X < 0.

а -  фор
ма; У -  
масштаб 43
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Рис. 11. Графики а-распределения с различными значениями параметров: а) а=0,5; б) в=2

Рис. 12. Графики Г-распределения с различными значениями параметров: а) а=2; б) в=2

Рис. 13. Графики а) ^-распределения; 
б) X-распределения с различными значениями параметра

Рис. 14. Графики а) Р-распределения Фишера; 
б) Максвелла с различными значениями параметров
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Рис. 15. Графики Т2-распределения Хотеллинга с различными значениями параметров:
а) к = 1; б) п = 1

Рис. 16. Распределение Берра: а) в=1; б) а=2

Рис. 17. Распределение Бирнбаума-Саундерса: а) в=1; б) в=1

Рис. 18. Обратное гауссовское распределение (распределение Вальда): а) Я=1; б) ^=1
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Рис. 19. Распределение Вейбулла-Гнеденко: а) в=1; б) а=1,5

Рис. 20. Гиперэкспоненциальное распределение: а) в=2; Л=0; б) а=1; Л=0

Рис. 21. Инверсное распределение Вейбулла: а) в=2; Л=0; б) а=1; Л=0
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Рис. 23. Лог-логистическоераспределение (вариант [13]): а) в=2; б) а=2

Рис. 24. Логнормальное распределение: а) Ц.=1; б) о=1

Рис. 25. Нормальное сложенное распределение: а) 0=2; б) ^=2

Рис. 26. Нормальное распределение, усеченное слева в точке хо: а) 0=1,5; б) 11=1
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Рис. 27. Распределения а) Парето; б) Рэлея с различными значениями параметров

Рис. 28. Распределение Пирсона типа V с различными значениями параметров: а) в=1; б) а=1

Рис. 29. Распределение Пирсона типа VI: а) а 2=1; в=1; б) аг=1,5; в=1

Рис. 30. Распределение Фреше с различными значениями параметров: а) в=1; б) а=1
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Рис. 32. Графики а) экспоненциального распределения; б) модифицированного распределения экс
тремальных значений с различными значениями параметра

Рис. 33. Графики распределения Эрланга с различными значениями параметров: а) Х=2; б) а=2

Таблица 3
Рекомендуемые варианты функций некоторых типовых распределений  

непрерывных случайных величин, областью значений которых является отрезок
или интервал конечной длины

Распределен
ие Функция плотности распределения Пара

метры

Источн 
логично 
ей расп1

ики с ана- 
й функци- 
ределения

и пара
метрами

но другими 
именами 

параметров
1 2 3 4 5

В (бета, 
рис. 34) / (̂  ) =

у^“1 (1 -  у )““!
1 У с ( 0 '  1 )•

V, Ю -
форма 28, 35, 

4 4 -4 6

5, 6, 8, 
12-14 , 
23, 30, 
32, 39
41, 43

Б ( у ,  ш)

0, у  ̂  (0;1).
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I-
Сосновского 

(рис. 35)
/  ( ■̂) =

ПУ 1 - ( 1  -  X  )п У - 1

(1 -  X ) 1 -  П
0,  X  ^ [ 0 ; 1 ] .

X  е [ 0 ; 1 ] ;
П, У -  
форма

30

Арксинуса  
обобщ енное 
(рис. 36, а)

/  (х  ) = п
X “ (1 - X)“ XЕ (0;1);81п(п ■ - а

X ̂  (0; 1).

а  -  фор
ма

Вон М изеса  
(рис. 37) ./  ( x)

ех р(* ■ С08(x -  а )) X Е2п̂  Ве88е11 (0, Ъ)

0, X  ̂ [0; 2п]

[0; 2п];
а  -  мода, 
Ъ -  фор
ма 37

Джонсона  
связанное 
(рис. 38)

/  (X ) =

ехр
/

1 (  X  -  а  Л
2 Л

2
\___

а 1 +  а  2 1п
1 Ъ - x  ] __1

а  1 (Ъ -  а ) 1 (X -  а )(Ъ -  X ^ /2 п
X  Е  [а, Ъ];

X  й [а, Ъ]

а 1 , а 2 -  
форма; 
а  -  по
ложение; 
(Ъ -  а)  -  
масштаб

13

Равномерно
е

(рис. 36, б)
/  (x  ) =

1 X Е [а,Ъ];
Ъ -  а 
0, X й [а,Ъ]

а  -  мин., 
Ъ -  макс. 
значение

6-8, 
11-13 , 
16, 2 1 
26, 28, 
39, 41, 
4 3 -4 6

30

Степенное 
(рис. 39, а ) У ( x)

с ■ Xс-1

X Е [0; Ъ];

X й [0; Ъ]

Ъ -  макс. 
значе
ние, с  -  
форма

37

Трапецеида 
льное 

(рис. 39, б)
у  (x )-■

2(x  -  а ) X Е(Ъ + ё  -  а  -  с )(с -  а )
2 :, XЕ (с,ё ];

[а,с^1

(Ъ + ё  -  а  -  с ) ’ 
2(Ъ -  X) X Е(Ъ + ё  -  а  -  с )(Ъ -  ё )

0, X й [а,Ъ\

(ё , Ъ];

а  -  мин., 
Ъ -  макс. 
значе- 
ние;с , ё  -  
коорд. 
верхн. 
основа
ния тра
пеции

Трапеции
прямоуголь

ной
(рис. 40, а)

У  (x )--
^а + 2x(1 -  а ), X е  [0,1]; 
I 0, X й[0,1].

а  -  вы
сота о с
нования 
слева.

13

Треугольное 
(Симпсона, 
рис. 40, б )

У (x )--

2(x -  а )

(Ъ -  а  )(с -  а ) ’
0, Xй [а ,Ъ \ , 

2(Ъ -  X)

(Ъ -  а  )(Ъ -  с )

X Е [а,с]; 

'];
, X Е (с, Ъ]

а  -  мин., 
Ъ -
макс., с -  
наиболее 
вероят
ное зна
чение

13, 43
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Рис. 34. Графики В-распределения с различными значениями параметров: а) т = 1; б) V = 2

/{хУ̂
5-

у=1

у=8 .

у=4 / 1

У=2 N 4  / / .

.........

б) 1 х

Рис. 35. Графики Ь-распределения Сосновского с различными значениями параметров: а) у=3; б)
П=1

/{х) ^к
а=1; Ъ=3

0,5 - м

: 1

а=-3; Ъ=5

1
1 1 
: 1

, __ >1
!
!
!

____________!_________ — и
б) -3  0 1 3

Рис. 36. Графики а) арксинуса обобщенного распределения; б) равномерного распределения

Ъ=2
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Рис. 38. Графики связанного распределения Джонсона: а) а = 0, Ь = 1, а 2=2; б) а = 0, Ь =1, а 1=2

Рис. 39. Графики а) степенного распределения (при Ь=1); б) трапецеидального распределения

Рис. 40. Графики а) распределения прямоугольной трапеции; б) треугольного распределения
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Рекомендуемые варианты вероятностей значений Р(х) 
некоторых типовых распределений дискретных случайных величин

Таблица 4

Распределен
ие

Вероятности значений 
дискретных случайных величин

Парамет
ры

Источники с 
аналогичной 

функцией Р(х)

и па- 
рамет- 
рами

но дру
гими 
име
нами 
пара

метров
1 2 3 4 5

Бернулли 
(рис. 41, а) р (^ = х  ) = | 1 - ^ , " = 1 ';

р  -  веро
ятность 
события

13, 37, 
38, 43

Биномиаль
ное

(рис. 42)

Р (̂  =  х  ) =  СПр- (1 -  р  у - - , 

х  =  0,1, 2 , . . . ,п .

п -  коли
чество ис
пытаний 
Бернулли; 
р  -  веро
ятность 
успеха

4, 5, 8, 
14, 36, 
38, 43
45

13

Бореля- 
Таннера 

(рис. 41, б)

р(^  = х )= , к -1е а х-к , (х -  к  )
х = к , к  + 1, к  + 2 ,....

а -форма; 
к -  мин. 
значение

6 18, 25

Вырожденн
ое

(рис. 43, а)
Р(^ = а) = 1.

а -  значе
ние вели
чины

6

Геометриче
ское

(рис. 43, б)
Р (^ = х) = Р (1 - р )", х = 0 , 1, 2 ,....

р  -  веро
ятность 
успеха

4, 6, 
37, 43

Г ипергеоме 
трическое 
(рис. 44)

^ х ^  п-х
Р{^ = х )= См ■С^-м ,

СМ
х  = т а х {0, п - М },1 ,2 , . . . ,  ш 1п {М , п \

N  -  объем  
ген. Совок 
упности,
М  -  коли
чество от
меченных 
элементов, 
п -  объем  
выборки

6, 8, 
23, 31

14, 28,
32, 37, 
38, 43

Дискретное
равномер

ное
(рис. 45, а)

р (^ = х ) = ■

а -  мини
мальное,
Ъ -  макси
мальное 
значение

37, 43
х е \а , о \, х  е ^ ,

Ъ -  а  + 1
0, х  ̂ [а ,  Ъ ]

Логарифми 
ческое 

(рис. 45, б)

а х

Р х̂ ) = - х . |п(1 - ^ ) , х  = ‘, 2, 3,....

ц -  веро
ятность 
события

6, 14 38

Отрицательн 
ое биноми

альное (П ас
каля, рис. 46)

Р ( ^  =  х ) = С г+ х -\ р  (1 -  Р )х, 
х  =  0,1, 2,....

г -  коли
чество 
успехов; 
р -  веро
ятность

6

4, 13, 
16, 28, 
31,
3 7 -3 9 ,
43
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успеха

Отрицательн 
ое гипергео
метрическое 

(рис. 47)

—т
)  _  С  х + т —1 С  N - т -
^ _  с М

С  АГ
Р(^  ,-М

N

х  _  0 ,1 ,2 ,..., N  — М .

N  -  объем  
ген .совок  
упности, 
М  -  число 
отмечен
ных эле
ментов, 
т -  требу
емое чис
ло отм е
ченных 
элементов

5, 6

Пойа 
(рис. 49)

^ х  ^ п —х
р ( ^   х  )   С  / с )+х—1 С  (г / с )+п—х—1

п
С  ((Ь+г) / с )+п—1

х  _  0 ,1 ,2 ,.. . ,  п.

Ь -  коли
чество 
«черных», 
г  -  «крас
ных», п -  
извлекае
мых ша
ров, с  -
возвраща
емых вме
сте с вы
бранным 
того же 
цвета

6, 33

П уассона  
(рис. 48)

л х

Р ( ^ _  х ) _ —  е- " , х _  0,1, 2,.... 
х!

X -  мате- 
матиче- 
ское ож и
дание

4, 5, 8, 
14, 28, 
33

31, 36, 
43

а)

Р(х) Р(х) ̂ 1
р=0,3 а= 0,4 ; к=\

р=0,6 0,5-

0,4- .

1
а=0,99; к=1

1

0 х  б) с 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Рис. 41. Столбцовые диаграммы распределения а) Бернулли; б) Бореля-Таннера
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Рис. 42. Столбцовые диаграммы биномиального распределения для различных значений парамет
ров

Р(х) • 
1- а=1 а=4

Р(х) I

0,2-

р=0,4

й II Р=0,2
I  111 II И И - и ,

а) 0 1 4 х б) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 х

Рис. 43. Столбцовые диаграммы: а) вырожденного; б) геометрического распределения

Рис. 44. Столбцовые диаграммы гипергеометрического распределения

Р(хУ
0,2-

а=1\ Ь=5

а=0; Ь=7

Р(х}

0 , 4 -

4=0,4

« Ч=0,9 
__Й__II II II__ и ►

а) 0 1 2 3 4 5 6 7  х б) 0 1 2 3 4 5 6 7

Рис. 45. Столбцовые диаграммы а) дискретного равномерного; б) логарифмического распределе
ния

а)

Р(х) ' 
0 , 2 -

г=5; р=0,7

г=10; р=0,7

IIIII и ч,
б)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 х

Рис. 46. Столбцовые диаграммы отрицательного биномиального распределения (Паскаля)
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Р{х) ‘ 
0,3- N=20;

М=15;
т=5 N=20;

М=10;
т=5

1 1 ^
а) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 х

Рис. 47. Столбцовые диаграммы отрицательного гипергеометрического распределения

Р(х)

0,2-

^=0,7

^=4

11 II II ■■ - , и _

а) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Рис. 48. Столбцовые диаграммы распределения Пуассона для различных значений параметра

Р(х) 1 Ъ=4; г=8; и=10; с=1 
Ъ=4; г=8; и=10; с=2

Р(х)

0,25'

Ъ=4; г=8; и=4; с=1 

Ъ=4; г=8; и=7; с=1

Ъ=4; г=8; 
и=10; с=1

]||| I 1 ►
а) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 х б) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 х

Р(х) ̂  ■ Ъ=2; г=8; и=10; с=1
0,2 Ъ=4; ^8; и=10; с=1

II.Ъ=8; г=8; 
и=10; с=1

в) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 х

Рис. 49. Столбцовые диаграммы распределения Пойа для различных значений параметров

Возможности линейного преобразования случайных величин
Применение к случайной величине  ̂ линейного преобразования Ъ(^-а) поз

воляет сместить функцию ее распределения и характеристики положения (мини
мальное и максимальное значение, математическое ожидание, моду, квантили) на

75



а  единиц вправо. При этом параметр Ъ определяет масштаб линейного преобра
зования и влияет на характеристики рассеяния.

Параметры линейного преобразования а  и Ъ зачастую являются историче
ски сложившимися параметрами распределения случайной величины. Так пара
метры нормального распределения д и а -  суть параметры линейного преобра
зования стандартной нормальной случайной величины (см. рис. 9). Также изве
стен, например, вариант 4-х параметрического В-распределения, где помимо тра
диционных параметров формы (V и ю) используются параметры линейного пре
образования, изменяющие интервал возможных значений случайной величины 
[40, 41, 43].

При отрицательных значениях параметра Ъ функция плотности распределе
ния величины Ъ(^-а) является зеркальным отображением функции плотности 
распределения величины |Ъ|( -̂а) относительно прямой х=а. Полученные таким 
преобразованием величины часто имеют новые свойства в сравнении с исходны
ми величинами. Это демонстрируют, например, два варианта распределения Гум- 
беля -  предельного распределения экстремальных значений типа I для макси
мальных и минимальных значений соответственно (см. рис. 3, 4). Применяя ли
нейное преобразование Ъ(^-а) при Ъ<0 к случайной величине, подчиняющейся, 
например, распределению Вейбулла или Фреше (см. рис. 30) можно изменить об
ласть ее возможных значений на полуинтервал с верхней границей (см. рис. 31).

Заключение
В работе представлен обширный справочный материал по типовым распре

делениям случайных величин. Обоснованы критерии, в соответствии с которыми 
среди множества вариантов функции некоторого распределения предлагается 
один, рекомендуемый к дальнейшему использованию в научной и учебно
методической работе. Важно, что основным критерием является реализация вы
бранного варианта функции распределения в пакетах статистического анализа 
данных и моделирования, используемых в учебном процессе.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МЕХАНИЗМА ПРИВОДА ЛЕСОПИЛЬНОЙ РАМЫ

Г мырак А.С., Матулевич А.И., Вихренко В.С.

Тке 1од/гаме м>ик а 1уре а /йг1Ув шескапг^ш апё р1апе шаНап а / 1ке /гаме 1̂ ’ сатчйегей.
Тке апа1уНса1 ехргеаагапа / ог кгпешаНс скагас1ег15йс5 аге йейисей. Тке ёупашгс /агсе^ ап 1ке 1а§ /гате 
ЪаА’етеп! аге са1си1а1ей апй сатрагей / ог 1^о 1уре^ а /  1а§ /гате^. И 15 5кам>п 1ка1 1ке пе^ 1уре а /  1а§ 
/гате5 15 скагас1ег12ей Ъу гейисей йупат1са1 /огсе5. Са1си1аНоп5 м>еге рег/огтей м>Ик1п Ма1кСЛВ рго- 
дгат раскаде.

На современном этапе развития рациональное использование энергетических 
ресурсов играет важную роль в лесопилении. Необходимым является минимизация 
энергетических затрат на получение готовой продукции, что может быть достигнуто 
внедрением новых технологий в производственный процесс, требующих в большин
стве случаев частичной модернизации или полной замены лесопильного оборудова
ния.

Белорусский государственный технологический университет

а б

Рис 1. Кинематические схемы лесопильных рам: а) с центральным КПМ и возвратно
поступательным движением пильной рамки; б) с центральным КПМ и усложненной кинематикой 
пильной рамки. 1 -  двигатель, 2 -  кривошип, совмещенный с маховиком, 3 -  шатун, 4 -  ползун, 5 -  

пильная рамка, 6 -  подающие вальцы, 7 -  направляющий ролик.

В лесопилении наиболее широкое применение находят ленточнопильные стан
ки, круглопильные комплексы проходного типа с плавающими пилами, лесопильные 
рамы (ЛПР). Все они характеризуются примерно одинаковыми удельными произ
водственными затратами на кубометр полученных пиломатериалов. Однако в боль
ших производственных масштабах наиболее эффективным остается использование 
ЛПР ввиду их высокой технологичности и ремонтопригодности.
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Л П Р  ш и р о к о  п р и м е н я ю т с я  в  л е с о п е р е р а б а т ы в а ю щ и х  к о м п л е к с а х  к а к  н а  т е р р и 

т о р и и  Р е с п у б л и к и  Б е л а р у с ь ,  т а к  и  з а  е е  п р е д е л а м и .  Н а и б о л ь ш е е  р а с п р о с т р а н е н и е  п о 

л у ч и л и  Л П Р  с  ц е н т р а л ь н ы м  к р и в о ш и п н о - п о л з у н н ы м  м е х а н и з м о м  ( К П М )  и  п о с т у п а 

т е л ь н ы м  д в и ж е н и е м  п и л ь н о й  р а м к и  ( р и с  1, а ) .  Э т о ,  в  п е р в у ю  о ч е р е д ь ,  с в я з а н о  с  п р о 

с т о т о й  к о н с т р у к ц и и  и  о т н о с и т е л ь н о  н е б о л ь ш и м и  з а т р а т а м и  н а  и х  п р о и з в о д с т в о .  О д 

н а к о  п р и  р а б о т е  Л П Р  п р о я в л я ю т с я  т а к и е  н е б л а г о п р и я т н ы е  э ф ф е к т ы ,  к а к  б о л ь ш и е  

д и н а м и ч е с к и е  н а г р у з к и  н а  о п о р н ы е  и  с о е д и н и т е л ь н ы е  у з л ы ,  с и л ь н а я  в и б р а ц и я ,  д а в 

л е н и е  б р е в н а  н а  п и л ы  н а  х о л о с т о м  

х о д у  п р и  н е п р е р ы в н о й  п о д а ч е ,  

ч т о  п р и в о д и т  к  с о к р а щ е н и ю  р е 

с у р с а  р а б о т ы  и  у м е н ь ш е н и ю  п р о 

и з в о д и т е л ь н о с т и  л е с о п и л ь н ы х  

р а м .  В  с в я з и  с  э т и м  р а з р а б о т а н ы  и  

в н е д р е н ы  в  п р о и з в о д с т в о  Л П Р  с  

у с л о ж н е н н о й  к и н е м а т и к о й  п и л ь 

н о й  р а м к и  [ 1 ]  ( р и с .  1 , б ) ,  в  к о т о 

р ы х ,  к р о м е  т о г о ,  и с п о л ь з о в а н ы  

п р о г р е с с и в н ы е  м а т е р и а л ы  ( в  

ч а с т н о с т и ,  а н т и ф р и к ц и о н н ы е  и  

л е г к и е  с п л а в ы ) .  В  р е з у л ь т а т е  д о 

с т и г а е т с я  у м е н ь ш е н и е  д и н а м и ч е 

с к о й  н а г р у ж е н н о с т и  Л П Р ,  у р о в н я  

в и б р а ц и й  и  в о з д е й с т в и я  н а  о к р у 

ж а ю щ и е  о б ъ е к т ы .  О д н а к о  и н ж е 

н е р а м  у д а л о с ь  н е  в  д о с т а т о ч н о й  

м е р е  у с т р а н и т ь  б о л ь ш и е  н а г р у з к и  

н а  о п о р н ы е  и  с о е д и н и т е л ь н ы е  у з 

л ы ,  с и л ь н у ю  в и б р а ц и ю  и  в ы с о к у ю  

м е т а л л о е м к о с т ь  к о н с т р у к ц и и .  Э т и  

э ф ф е к т ы  н а к л а д ы в а ю т  р я д  о г р а 

н и ч е н и й  н а  р е с у р с  р а б о т ы  и  п р о 

и з в о д и т е л ь н о с т ь  л е с о п и л ь н ы х  

р а м ,  с н и ж а я  т е м  с а м ы м  и х  к о н к у 

р е н т о с п о с о б н о с т ь .

И с с л е д о в а н и я ,  п р о в е д е н н ы е  в  [ 2 ] ,  п о к а з а л и ,  ч т о  д л я  м и н и м и з а ц и и  н е б л а г о п р и 

я т н ы х  э ф ф е к т о в  н е о б х о д и м о  з а м е н и т ь  т р а е к т о р и ю  п о д в е с к и  п и л ь н о й  р а м к и  н а  б е з 

у д а р н у ю  -  э л л и п с о в и д н у ю ,  и  о т к а з а т ь с я  о т  п о с т у п а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  п и л ь н о й  р а м 

к и .  Н а  о с н о в а н и и  э т о г о  р а з р а б о т а н  н о в ы й  т и п  д в и ж у щ е г о  м е х а н и з м а  п и л ь н о й  р а м к и  

с  и с п о л ь з о в а н и е м  э л л и п с о г р а ф а  в  в е р х н е й  п о д в е с к е  и  ш к и в а ,  с о в м е щ е н н о г о  с  м а х о 

в и к о м ,  в  к а ч е с т в е  н и ж н е й  п о д в е с к и  ( р и с  2 ) .

Д л я  а н а л и з а  э ф ф е к т и в н о с т и  п р и м е н е н и я  р а з р а б о т а н н о й  к и н е м а т и ч е с к о й  с х е м ы  

п р и в о д а  п и л ь н о й  р а м к и  и с п о л ь з у е м  м а т е м а т и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е  п р о ц е с с о в  с  

п р и м е н е н и е м  п р о г р а м м н о - в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м о д у л е й .  О н о  п о з в о л я е т  в  к р а т ч а й ш и е  

с р о к и  р е а л и з о в а т ь  г о т о в у ю  м а т е м а т и ч е с к у ю  м о д е л ь  в  п р о г р а м м н о м  м о д у л е ,  в ы п о л 

н и т ь  е е  о б р а б о т к у  и  с д е л а т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и е  в ы в о д ы .  С  е е  п о м о щ ь ю  м о ж н о  р е а л и 

з о в а т ь  н е  т о л ь к о  м а т е м а т и ч е с к и е  р а с ч е т ы ,  н о  и  в ы п о л н и т ь  а н и м и р о в а н и е  р е а л ь н о 

д е й с т в у ю щ е г о  м е х а н и з м а ,  ч т о  в а ж н о  п р и  п р о в е р к е  п р а в и л ь н о с т и  с о с т а в л е н н о й  м а 

т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и .  В с е  э т о  п о з в о л и т  с о к р а т и т ь  д о  м и н и м у м а  з а т р а т ы  н а  п р о е к т и 

р о в а н и е  и  р а з р а б о т к у  о п т и м а л ь н ы х  р е ж и м о в  р а б о т ы  л е с о п и л ь н о й  р а м ы .

М а т е м а т и ч е с к у ю  м о д е л ь  п о с т р о и м  н а  о с н о в а н и и  п р и н ц и п а  Д а л а м б е р а ,  в  с о о т 

в е т с т в и и  с  к о т о р ы м  с у м м а  а к т и в н ы х  с и л ,  р е а к ц и й  с в я з е й  и  с и л  и н е р ц и и ,  а  т а к ж е

Рис 2. Кинематическая схема разработанного меха
низма лесопильной рамы: 1 -  двигатель, 2 -шкив, сов

мещенный с маховиком, 3 -  пильная рамка, 4 -  направ
ляющая эллипсографа, 5 -ползун эллипсографа, 6 -  

подающие вальцы, 7 -  пиломатериал.
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с у м м а  м о м е н т о в  у к а з а н н ы х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  п р о и з в о л ь н о й  т о ч к и  ( р а с с м а т р и в а е т с я  

п л о с к а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и )  р а в н ы  н у л ю :
к т п к т п

I  р , + 1  к ,  + х  ф , =  0 , 1 м  ( Г , ) + х  м  ( К , ) + х м  ( ф  , ) = о,
I =1 I =1 /=1 /=1 I =1 /=1

г д е  Ф . -  с и л ы  и н е р ц и и  Д а л а м б е р а ,  К . - р е а к ц и и  о с н о в а н и я  Г  -  а к т и в н ы е  с и л ы .

О т м е т и м ,  ч т о  п и л ь н а я  р а м к а  3  н а  р и с у н к е  3  с о в е р ш а е т  п л о с к о п а р а л л е л ь н о е  

д в и ж е н и е  и ,  п о м и м о  с и л  и н е р ц и и ,  п р и л о ж е н н ы х  в  ц е н т р а х  м а с с  з в е н ь е в ,  н е о б х о д и м о  

т а к ж е  у ч е с т ь  м о м е н т ы  с и л  и н е р ц и и  о т н о с и т е л ь н о  и х  ц е н т р о в  м а с с

м : = - з ,  ср,,

Рис 3. Схема распределения сил инерции в лесопильной раме

г д е  ^  -  ц е н т р а л ь н ы й  м о м е н т  и н е р ц и и  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  з в е н а ,  (р^ -  у г л о в о е  у с к о р е -/
н и е  з в е н а .

Р е а к ц и и  о с н о в а н и я  Л П Р  п р и в е д е м  к  т о ч к е  О ,  н а х о д я щ е й с я  н а  о с и  в р а щ е н и я  

м а х о в и к а ,  п р и ч е м  б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  ц е н т р  м а с с  п о с л е д н е г о  н а х о д и т ь с я  н а  о с и  

в р а щ е н и я .  Н а й д е м  г о р и з о н т а л ь н у ю  ( Н )  и  в е р т и к а л ь н у ю  ( V )  р е а к ц и и ,  и  р е а к т и в н ы й
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момент (М 0 ). Именно они определяют величину воздействия ЛПР на основание в 
процессе её работы.

Силы инерции удобно представить их составляющими вдоль осей координат, 
определяемыми согласно выражениям

Ф = шЛ. , Ф = ш :(!,I I '  1̂ 1'
где , Х^, - масса и координаты центра масс /-го звена. Знак минус учтен направ
лениями сил инерции на рисунке.

Моменты сил инерции определяются по формулам
М о  (Фх,) = У,Фх,, М о  (Фу ) = - Х ,Фу .

Решая уравнения принципа Даламбера относительно искомых реакций и реак
тивного момента, получим:

V  (Г) = т2 у А + тз Ус + т 4З'в . (1)
Н  (̂ ) = т2 ХА + т 3 Хс + т 4 Хв, (2)

М 0 ( )̂ = т 2̂ а̂ Уа -  т2^АХА + т 3 -  т 3.)̂ МХМ + т4 в У в  -  т 4̂ В ХВ + М  ̂. (3) 

где ХА = К  81П Ф , Хв = ХА + 181П ̂ , Хс = ХА + 1 81П ̂  у А = К  008 ф, у в = у А + 1008 ̂  ,

I Хв ХАУс = УА + ~ С08V , у в = у А + 1С08ф, М^ = -т 31 /12. ^  = агс1ап
2 Ув -  Уа

Здесь т 1 -  масса /-го звена, К  -  радиус кривошипа, I -  длина пильной рамки, ф -  угол 
наклона пильной рамки к вертикальной оси, ф -  угол поворота маховика.

Для нахождения координат точек в  и С  через угол поворота кривошипа ф ис
пользуем уравнение, определяющее положение точки в  -  уравнение эллипса

(Ув -  Уо1 г , ( Хв -  Х01 г = .

где Хо и у  О -  координаты центра эллипса (точка О 1), а  и Ъ -  полуоси эллипса.
Полагая, что (ф = Ю = С0П8! , полученные выражения дифференцируем дважды по 

времени согласно правилу
Ф 2 Ф ̂  ф2 2 ф2 -

(4)

-ф, -ф2, (5)ф / ф ф ф/2 ф ф
и подставляем результаты дифференцирования в уравнения реакций (1), (2) и реак
тивного момента (3).

Уравнения (1) -  (3) характеризуют динамическое воздействие лесопильной ра
мы на основание, и позволяют оценить эффективность использования разработанной 
кинематической схемы (рис. 2) на основании сравнения с динамикой лесопильной 
рамы классического типа (рис 1, а), расчеты которой детально изложены в [3].

Результаты вычисления реакций лесопильной рамы нового и классического ти
па, как функций угла поворота при единичной угловой скорости маховика представ
лены на рисунке 4. Все величины на рисунках даны в единицах системы СИ. Гео
метрические характеристики и массы звеньев ЛПР двух типов приняты равными: это 
позволяет сопоставить влияние кинематических особенностей ЛПР на их динамиче
ские характеристики.
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а) б)

в)
г)

Рис 4. Графики зависимости реакций и реактивного момента от угла поворота ф ;
И}, Н2 и VI, У2 -  горизонтальная и вертикальная реакции ЛПР классического и нового типа; Яг, Я2 и 

М1, М2 -  результирующая реакция и реактивный момент, соответственно

Анализ графиков показывает, что горизонтальная составляющая разработанной 
ЛПР (рис 4, а) существенно больше таковой для рамы классического типа но она 
сравнительно не велика. Что касается вертикальной составляющей (рис 4, б), то она 
составляет в среднем 60% от таковой для рамы классического типа. Момент сил 
инерции (рис. 4, г) изменяется по синусоидальному закону, и сопоставим по вели
чине с моментом для рамы классического типа. Суммарная реакция (рис. 4, в) клас
сической ЛПР превышает аналогичные реакции для нового типа ЛПР в 1,5-2 раза.

Основным показателем воздействия на основание является импульс результи
рующей реакции (рис. 5), который определяется, как

Р (I Нг (Ф)^  фГ + (1  Vг (Ф)^  ф)'
Таким образом, конструкция ЛПР с предложенной кинематической схемой раз

гружена в среднем в 1,5-2 раза по сравнению с классической ЛПР, с точки зрения 
воздействия на основание и элементы конструкции. Это обусловлено, в основном, 
практически полной ликвидацией динамических воздействий на удвоенной частоте 
2ю, свойственных ЛПР классического типа. Снижение динамических реакций ока
зывает положительный эффект с точки зрения снижения энергоемкости, так как 
уменьшается работа по преодолению сил сопротивления. Это позволяет применить 
менее мощный двигатель для привода механизма пиления лесопильной рамы.
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Рис 5. Графики зависимости импульсов от угла поворота ф ;
Р1 - импульс ЛПР классического типа; Р2 - импульс разрабатываемой ЛПР нового типа

Разработанная математическая модель лесопильной рамы и возможность ис
пользования профессионального пакета Ма1;ЬСЛВ обеспечивает возможность иссле
дования различных режимов работы этого механизма, а также позволяет моделиро
вать его различные варианты и вносить изменения в имеющуюся конструкцию, что в 
дальнейшем может существенно сократить финансовые, материальные и временные 
затраты при проектировании модернизированных вариантов.
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ЛОКАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ВЯЗКОУПРУГОЙ НЕКРУГОВОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ОСЕВОГО

НАГРУЖЕНИЯ

Ботогова М.Г.

Тке 1ом/е^15рес1гиш а/^гее угЪгаНат’ а/поп-с1гсы1аг су11пёг1са1 А’кеП хиЬ]ес1ей 1а 1ке ах1а1 ^(айс 1аай5 1̂ ’ 
1ПУаНда1ей. Тке угЪгаНап 1̂ ’ хирра^ей (а Ъе [асакгей пеаг 1ке сег1а1п депега1т1х, саПей 1ке м>еаке5{. Тке 
/гедиепсге^’ апй тайе хкарех/ ог угЪгаНапх кауе Ъееп /аипй Ъу ии1п§ (ке ахутргаИс ехратчапх.

§1. Постановка задачи.
Рассмотрим вязкоупругую некруговую цилиндрическую оболочку длиной ^ и 

толщиной Ь. Введем на срединной поверхности оболочки ортогональную систему 
координат х, ф, связанную с главными линиями кривизны, так чтобы первая 
квадратичная форма поверхности имела вид К 2 + й ф2) . Здесь К -  характерный
размер срединной поверхности, х -  продольная координата (0 < х < 1 = Ь /К ) , ф -  
координата на направляющей (0 < ф < 2п). При этом радиус кривизны оболочки

К
К2 (ф) = ----- . Материал оболочки -  линейно-вязкоупругий с мгновенным модулем

к  (ф)
упругости Е  и коэффициентом Пуассона V .

Будем рассматривать случай, когда оболочка испытывает однородную осевую 
нагрузку Т1* = ^ЕИТ̂ . В качестве исходных уравнений используем полубезмоментные 
уравнения теории оболочек, записанные в безразмерном виде с учетом вязкости ма
териала оболочки [1-2, 4]:

4 А2 Ж -  } К  ((- т ,  Т)Ж (т)йт 2 ^ , .чд2Ф ^  э2Ж Э2Ж ^ц  к(ф)— ^  + р̂  Т^— ^  + — ^  = 0,
Эх ̂

э
4 А2Ф + к  (ф)

Эх2
Ж -  } К  ((- т ,Т )Ж (т)йт

Эх2 Э(2

= 0, (1.1)

А  =  Э 2/ Эх2 + Э 2/ Э ф 2, д 4 =  к2/[12К2(1 - V 2)], Ж  =  д 2К“1Ж*, Ф = Ф * /(д 2Ек) , ( = —,

^  = д2 Е
Здесь Ж *, Ф* -  нормальный прогиб и функция напряжения, р -  плотность 

материала, д -  естественный малый параметр, К ((- т )  -  ядро скорости
релаксации материала оболочки, (* -  время. На краях оболочки выполняются 
условия шарнирного опирания:

Э 2Ж Э2Ф
Ж = _ „ = Ф ^  „ = 0 при х = 0, I .

Эх2 Эх2
(1.2)

§2. Метод решения.
Представим решение уравнений (1.1) в виде:

Ж = ^(х,ф,д)еxр(/^(), Ф = / (х,ф,д)еxр(/^(), 0  = ю + /а, (2.1)
где ю > 0 -  искомая частота, а > 0 -  число, характеризующее скорость затухания 
колебаний.
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Подставляя (2.1) в (1.1) и замечая, что
I К {I  -т)е'^т̂ т = , где С  = (  К (0)е'̂ ®̂ 0, получим следующую систему

уравнении:
(1 -  С)д4А2̂  д2Л(ф) д2т1 -  а 2̂  = 0.

2
(2.2)

д4а 2./ + к (ф)(1 -  С ^  = 0.
д8

д 2

Начальные условия (1.2) позволяют искать решения ^ , /  следующим образом:
^  (ф)8̂ п(Д"^Рт^), /  = / т (ф)8̂ п(Д"1Рт^), (2.3)

где р т = дт пК /Ь , т  -  натуральное число. Тогда задача (2.2) перепишется в 
виде:

д 4 _   ̂ ^  . ^ . 7  д 2(1 -  С)д ^т -  2д2к (ф)(1 -  С )р7
Э ф Эф2 +  р т  ( 1  -  С ) ^ т  + (2.4)

+ Р̂ п к (ф)/ т -  Р̂ п Т1̂ „ а 2 ̂ т  =  0

д
э 4

/ т -  2Д2 Р
^ 2  д д 7 / т

+ Р̂ п / т -  Р̂ п к(ф)(1 -  С)^т = °.Эф4 Эф2
В дальнейшем индекс т  опускается.

Принимая во внимания зависимость радиуса кривизны оболочки от ф, мы 
предполагаем, что оболочка имеет «наиболее слабую» образующую ф = ф°, вблизи 
которой локализуются собственные формы колебаний [3-4,6-8]. Решение системы 
уравнений (2.4), затухающее при удалении от “наиболее слабой образующей” может 
быть представлено в виде ВКБ-функций [3, 6-8]:

^ (ф, Д) = Е Д к/2 ̂ к  (^)ехр(/
к=0

1д-1/2 + 2  7 (2.5)

/  (ф, д) = Е д  к/̂ /к (^)ехр(/
к=0 д-1 /2

где  ̂= д- (ф-ф0), , / к -  полиномы по ^ -  вещественное число,
определяющее изменяемость в направлении ф, параметр ъ характеризует скорость 
уменьшения глубины вмятины при удалении от «наиболее слабой» образующей.

Искомую комплексную частоту а  и функцию к  (ф) представим в виде рядов:
а  — а0 + да1+ д2 а  2 + ..., 

к  (ф) — к  (ф0)+ д‘ /7 к  '(ф0 )5 + 2 дк  '(ф0 2 + ...

2.6)

У ч и т ы в а я  ( 2 .6 ) ,  п о л у ч а е м

С  — С0 + да1С1 , г д е  С0 — I К (0)е■'а00̂ 0 , . С1 — -/ |  0К(0)е■'а00̂ 0 .
0 0

П о д с т а в л я я  ( 2 .5 ) ,  ( 2 . 6 )  в  ( 2 .4 ) ,  п р е д в а р и т е л ь н о  и с к л ю ч и в  ф у н к ц и ю  Г, и  

п р и р а в н и в а я  к о э ф ф и ц и е н т ы  п р и  о д и н а к о в ы х  с т е п е н я х  д1 2 , п о л у ч и м  

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  у р а в н е н и й  д л я  о п р е д е л е н и я  ^ к  ( )̂ , к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  

з а п и с а н а  в  в и д е
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Е  ^^^п-^  = 0, п = 0,1, 2,...
у=0

(2.7)

где 1 оУ = Р 2̂к̂ (Фо )(1 - Со)(г + г ^)у  - Т1 Р ру  - П о 2У ,
а () > 1) -  операторы, которые выражаются через Р0 и  ввиду громоздкости здесь
не приводятся.

Из условия существования ненулевого решения уравнения (2.7) при п = 0 
следует два соотношения :

= (г + г -■) Р ̂  к (Ф0 ),

Юп ■аг - + Т1Р2 2а 0 ю0
1 В 0 1 В 0 А )

(2.8)

(2.9)

где г ( д 2 +  Р 2 )2 А0 = -  1 т С 0, В0 = КеС0. В силу (2.8), (2.9) Ю0 , а 0 -  функции
Р 2"к ( ф 0 ,

зависящие от ф0 , ^.
Рассмотрим уравнение (2.7) при п  = 1.

Учитывая, что ^(^) = Ат ^т + Ат-1^т-1 +... + А0 -  полином по  ̂ и приравнивая
„ дЬ0 дЬ0коэффициенты при одинаковых степенях ,̂ получаем, что -----= 0 , ----- = 0 , т.е.

дф дд
«наиболее слабая» образующая определяется из условия

к  '(ф0) = 0; (2.10)
а д 0 = 0 (Р > ^/*(ф2)) или же

Ч = Р ^ к(ф0) - Р ) (Р <^\к (ф0)) (2. 11)
Положим для удобства к  (ф° ) = 1.

Из формулы (2.9) при В0 = 0, а 0 = 0, получим выражение, определяющее
наименьшую собственную частоту колебаний упругой оболочки с учетом 
однородного осевого усилия [4].

Таким образом, минимальная частота и соответствующий ей параметр а, кото
рый характеризует скорость затухания колебаний достигается либо при
г = 1 ( д = р (1 -  р ) р  < 1 ) и определяются из уравнений

Ю 2
2̂ РА )  2 а 0 Ю ^ _  о  „ 2 Ю 0 а  0 

1 -  Вп

2 2  
+ Т1 Р - = 2 Р 2

1 -  В„

либо при д 0 = 0 (р > 1 ) и определяются из уравнений :

Б) 2а°Ю°  = р  4+1 Ю0 а  0 + Т1р  = р 4 + 1
1 -  В0 1 -  В0

(2.12)

(2.13)

Каждый из этих случаев имеет место при определенных соотношениях меж
ду параметрами оболочки.

§3. Нахождение поправок к собственным частотам колебаний. Из условия 
существования решения уравнения (2.7) виде полинома

^0(^) = Ат ̂ т + Ат-1^т 1 + ... + А0
находим число
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Ъ = 1 К д  2 ̂  д  21
д Фо

1/2

9 = 9 °

ф=ф0
а также поправку д^1 к комплексной частоте колебаний

1{п +1/ 0)Ъ д2 И°

^ 1 и
Ъц2

N

9=9° 
Фо =Ф°

п -  целое число. 
В случае

А) р < 1, Ъ2 _  -  к " ( ф О ) р  2

16^"
Поскольку 1т  Ъ > 0 , то необходимо, чтобы к '̂’(ф0) > 0. Соответствующие 

поправки к частоте и определяются по формулам

ю1 = Ке

а 1 = 1т

2Р^Р  - Р 2  (1 - С о)к '( Ф0 ) ‘ / 2  (
По + С ,(р4 - р 3 + р 2)

2п  +1
V 2  У

2р ^ р - р " (1 - С о )* ' (ф 0 )^ ' о / 2п + 1 /

По + С,(р 4 - р 3 + р 2)
2п + 1

V 2 У

В случае Б) р  > 1 , Ъ2 = к (фо)р
2(р  4 -1)

ю1 = Ке
7 2 ( 1  -  С о )к " (Ф о ) 1 / % / р 4 ^  1 ( 2п  +  О

р(2По + С1( р  4 +1)) V 2 У

а 1 = 1т 7 2(1 -  С о ) к 7 фо  )1 / \ / р 4 ^  1 ( 2п  +  О

V 2 У

(3.1)

(3.2)

р(2По + С1( р  4 +1))
При значениях р близких к единице, построенные ВКБ-решения становятся 

непригодными, поскольку при р = 1 Ъ ^  ^  и слагаемое д2П 2 , которое в (8) не 
вписано, также обращается в бесконечность [7].

§4. Колебания вязкоупругой круговой цилиндрической оболочки под 
действием неоднородного осевого нагружения

Исследуется круговая цилиндрическая оболочка, радиус кривизны которой 
постоянен и равен единице.

Будем рассматривать случай, когда оболочка испытывает неоднородную 
осевую нагрузку Г1* (ф) = ЕкТ-^ (ф). В качестве исходных уравнений используем 
уравнения (1.1). На краях оболочки выполняются условия шарнирного опирания 
(1.2). Решения уравнений ищется в виде (2.5).

Поскольку осевая нагрузка неоднородная и зависит от ф, мы предполагаем, что 
оболочка имеет «наиболее слабую» образующую ф = ф0, вблизи которой
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локализуются собственные формы колебаний. Эта образующая находится из 
условий:

Г1'(ф0) = 0; Г1"(ф0) < 0. (4.1)
Поправки к частоте в и декременту затухания в первом приближении для случая
р  < 1

ю 1 = Ке

а1 = 1т

^ (1 -С 0 )1/2 т1' (ф0)
1/2

(  2 п  + 1)

^ 0 т р + С 1(р '  -  р  

2 (1 -С 0 )1/2

+ р 2)

т  (Ф0)
/2

/

2 ]

' 2 п  + 1 )

^ 0 т р + С 1( р '  -  р '  + р ' ) 2 ]

(4.2)

а для случая р  > 1

ю1 = Ке

а 1 = 1т

^/2(1 -  Со )" '2 г - (ф0 ) ‘ ф / р ^
р (2^  о ™р + С 1 (р + 1))

(4.3)

^/2(1 -  Со)1'2 Т  '(Ф0)‘ ' % ' р ^
р (2^0 т р+ С1(р  + 1))

При значениях р  близких к единице построенные ВКБ- решения становятся
непригодными.
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КВАНТОВЫЙ БАЛЛИСТИЧЕСКИЙ НАНОСЕНСОР: 
ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ОПТИМИЗАЦИИ

Колешко В.М., Гулай А.В., Гулай В.А., Ульянко В.Б.

Выполнено аналитическое моделирование чувствительных к микроудару сенсорных нано
структур типа металл-диэлектрик-металл (МДМ) на основе сверхтонких диэлектрических пленок. 
Определены параметры баллистического квантового МДМ-наносенсора для орбитального контроля 
высокоскоростных техногенных и метеороидных микрочастиц. Разработан генетический алгоритм 
оптимизации и определено поле решений в пространстве оптимизируемых параметров модели 
квантового наносенсора при воздействии космических микрочастиц. Функция оптимальности пред
ставляет собой зависимость выходных характеристик наносенсора от физико-механических пара
метров высокоскоростной микрочастицы и конструктивно-технологических параметров сенсорной 
наноструктуры.

В исследовании и разработке орбитальных сенсорных микросистем, физиче
ское экспериментирование с которыми в космических или приближенных к ним 
условиях затруднительно, особый интерес представляют методы аналитического 
моделирования. Для оптимизации конструктивно-технологических параметров ор
битальных наносенсоров, а также для моделирования зависимости сенсорных сигна
лов от характеристик внешнего воздействия используются оптимизационные алго
ритмы. Одним из эффективных алгоритмов, позволяющих оптимизировать парамет
ры сенсорных систем космического применения, является генетический алгоритм. За 
счет комбинации переборного и градиентного методов оптимизации и воплощения 
особенностей нечеткой логики генетический алгоритм дает возможность получить 
субоптимальное решение за приемлемое время. Функция оптимальности описывает 
модель наносенсора с налагаемыми ограничениями, не позволяющими генетическо
му алгоритму выводить параметры модели из заданного диапазона величин.

Процесс создания генетического алгоритма включает в себя следующие стадии: 
разработка аналитической модели наносенсора, определяющей зависимость выход
ных характеристик от конструктивно-технологических параметров наносенсора и 
воздействующих на него внешних факторов; моделирование и анализ работы нано
сенсора в условиях внешнего воздействия различного характера (скорость, плот
ность, диаметр микрочастицы) и конструктивных особенностей чувствительного 
элемента; разработка функции оптимизации на основе полученной модели для ис
пользования ее при создании генетического алгоритма; оптимизация параметров 
чувствительного элемента баллистического наносенсора для получения приемлемых 
свойств контроля высокоскоростных микрочастиц; анализ полученных результатов 
моделирования и оптимизации баллистического наносенсора при контроле высоко
скоростных космических микрочастиц.

Создание генетического алгоритма выполняется на основе сформулированных 
требований к объекту и средствам разработки:

о  баллистический наносенсор -  возможность контроля метеороидных и техно
генных микрочастиц с параметрами: масса -  10-9-10-13 кг; скорость -  1-50 км/с; раз
меры -  менее 10-5-10-6 м; возможность функционирования в космических условиях: 
невесомость, вакуум, колебания температуры в широком диапазоне; миниатюрное 
исполнение с использованием групповых технологий микроэлектроники;

о  аналитическая модель -  определение зависимости выходных характеристик 
наносенсора от его конструктивно-технологических параметров; определение влия
ния воздействующих внешних факторов на выходные параметры наносенсора;
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о  алгоритм моделирования -  возможность выполнения следующих оптимиза
ционных процедур: оптимизация выходных электрических параметров наносенсора; 
оптимизация конструктивно-технологических характеристик наносенсора; варьиро
вание задаваемых исходных параметров в достаточно широких пределах; задание 
пределов оптимизации параметров наносенсора; нахождение субоптимального ре
шения за относительно короткий промежуток времени; вывод результатов оптими
зации в графической и текстовой форме.

Для проведения расчетов выбран пакет МАТ^АВ и ОЕАТЬх (ТЬе Оепе^^с апб 
ЕVо1и̂ о̂па̂ у А1§о^^^Ьт Тоо1Ьох Гог Ма11аЬ), возможности которого в достаточной 
степени соответствуют целям нашего исследования.

Физические основы и технические решения квантового МДМ-наносенсора 
для контроля микрочастиц

Для контроля высокоскоростных космических микрочастиц, имеющих массу 
10-8-10-12 кг и скорость (1-5)104 км/с, предложено использовать квантовую сенсор
ную микросистему, активным элементом которой является туннельная МДМ- 
наноструктура [1-3]. Туннельнотонкая диэлектрическая пленка МДМ- 
наноструктуры имеет толщину порядка 2-10 нм, и ее проводимость существенно 
возрастает при ударе микрочастицы [4]. На поверхность МДМ-наноструктуры нано
сится улавливающий полимерный слой, в котором при воздействии высокоскорост
ной космической микрочастицы образуется тепловой канал от точки удара до МДМ- 
наноструктуры (рис. 1). В конструкции МДМ-наносенсора используются тонкопле
ночные элементы, выполненные на основе редкоземельных соединений: оксидов, 
фторидов, силицидов, а также материалов, обладающих высокотемпературной 
сверхпроводимостью [5].

Попадание высокоскоростной космической микрочастицы в улавливающий по
лимерный слой возбуждает ударную волну, которая при достижении тыльной сторо
ны данного слоя вызывает повышение электропроводности диэлектрика МДМ- 
наноструктуры. Повышение электропроводности ударно сжатой диэлектрической 
пленки связывают с изменением ее электрофизических свойств за счет ионизации, 
происходящей при высоких давлениях, возникающих на фронте ударной волны. 
Прохождение ударной волны через полимерный слой приводит к повышению его 
температуры, что в свою очередь влияет на токоперенос через туннельнотонкий ди
электрик МДМ-наноструктуры. Изменение плотности туннельного тока при повы
шении температуры характерно для температурно-зависимых механизмов проводи
мости сверхтонких диэлектрических пленок.

Рис. 1. Конструктивное решение баллистического наносенсора (а) 
и модель воздействия космической микрочастицы (б).

Таким образом, для анализа работы баллистического квантового наносенсора 
возможно использование аналитических моделей, описывающих ударное воздей-

91



ствие на диэлектрик, а также эффекты токопереноса в тонких диэлектрических 
пленках. При использовании указанных моделей делается ряд допущений, каче
ственно не изменяющих характер физических процессов, происходящих в туннель
ной МДМ-наноструктуре при воздействии микрочастицы. Так, распределение пара
метров ударной волны и свойств материалов наносенсора в канале ее распростране
ния предполагается однородным. При рассмотрении процесса распространения 
ударной волны в сенсорной системе учитывается только материал ловушки микро
частиц — полимерного слоя, при этом пренебрегаем параметрами МДМ- 
наноструктуры. Кроме этого предполагается, что проводимость металлических элек
тродов квантовой наноструктуры много больше проводимости диэлектрической 
пленки и поэтому не оказывает влияния на изменение параметров наносенсора в мо
мент удара микрочастицы. Такие упрощения вполне допустимы при следующих 
конструктивно-технологических параметрах МДМ-наноструктуры: толщина поли
мерного слоя----- 2-20 мкм, диэлектрика МДМ-наноструктуры------ 2-10 нм, метал
лических электродов----- 100 нм.

Следует отметить, что для МДМ-наноструктур вышеуказанное условие о соот
ношении значений проводимости металлических электродов и диэлектрической 
пленки может в некоторых случаях не выполняться. Данная ситуация наблюдается, 
например, при значительном возрастании проводимости диэлектрического слоя и 
снижении проводимости металлической пленки вследствие уменьшения их толщин с 
целью микроминиатюризации сенсорной системы. Для достижения технологической 
инвариантности создания квантового наносенсора в таком случае предложено при 
формировании электродов использовать материалы, обладающие высокотемпера
турной сверхпроводимостью [6]. Это обеспечивает достижение инвариантности па
раметров МДМ-наноструктуры относительно изменения проводимости тонкой ди
электрической пленки как при варьировании технологических факторов в процессе 
получения наносенсора, так и при изменении его характеристик в момент удара кос
мической микрочастицы.

Проводимость С  ударно сжатой МДМ-наноструктуры, зависящая от удельной 
электропроводности сверхтонкой диэлектрической пленки, определяется выражени
ем:

С д = С 0 Ф ( Е м )  = >  С 0 Ф[ехр(-АЕ/кв 7)], (1)
где С 0 -  проводимость наноструктуры без учета механического воздействия удара 
микрочастицы; Ф ( Е м )  -  функция от механической энергии Е м  микрочастицы в мо
мент удара; А Е  -  энергия активации токопереноса в МДМ-наноструктуре за счет ме
ханического воздействия при ударе микрочастицы; к в  -  постоянная Больцмана; Т -  
абсолютная температура, зависящая от энергии воздействия микрочастицы. Величи
на проводимости С 0 обусловлена механизмами токопереноса в сверхтонком диэлек
трике, которые могут быть как термически активируемыми ( А С ( Т )  Ф 0), так и неза
висимыми от температуры ( А С ( Т )  = 0). Термически активируемый перенос заряда 
возрастает при увеличении температуры диэлектрика вследствие удара микрочасти
цы. Рост проводимости наноструктуры за счет увеличения токопереноса при повы
шении температуры в момент удара определяется путем введения следующей логи
ческой последовательности:

С 0 => Ф0 ( Т )  = / 0° + А ^ о ( Т )  => С 00 + АС(Т). (2)
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Рис. 2. Эквивалентная электрическая схема квантовой МДМ-наноструктуры до удара (а) и при воз
действии (б) космической микрочастицы.

Суммарный эффект от обоих физических факторов, оказывающих влияние на 
проводимость туннельной МДМ-наноструктуры (за счет ионизации при высоких 
давлениях на фронте ударной волны и за счет увеличения токопереноса при повы
шении температуры) получит следующее выражение:

Од = (С о0 + ^0(Т)}Ф [ехр(-^Е 1квТ)\. (3)
Влияние моделируемых физических явлений, наблюдающихся в МДМ- 

наноструктуре в момент воздействия высокоскоростной микрочастицы, на электри
ческие параметры наноструктуры поясняется с помощью ее эквивалентной электри
ческой схемы, отражающей зависимости (1-3) и представленной на рис. 2. Изложен
ное представление о физических эффектах в МДМ-наноструктуре, сопровождающих 
удар космической микрочастицы, положено в основу аналитического моделирования 
и оптимизации параметров квантового наносенсора.

Моделирование процесса воздействия космических микрочастиц на кван
товую сенсорную МДМ-наноструктуры

Влияние космической микрочастицы на сенсорную МДМ-наноструктуру опре
деляется на основании алгоритма моделирования высокоскоростного механического 
воздействия микрочастицы на диэлектрик [7\. Температура Т  во фронте ударной 
волны рассчитывается с учетом ее связи с внутренней энергией, запасенной в объеме 
канала распространения ударной волны за время действия микрочастицы на сенсор
ную систему. Путем определения закона движения фронта ударной волны и ее ско
рости, а также промежутка времени от момента удара до прихода ее к тыльной по
верхности улавливающего слоя, рассчитывается закон охлаждения полимерного 
слоя. Проводимость МДМ-наноструктуры в момент воздействия микрочастицы 
складывается из проводимостей образовавшегося теплового канала и остальной ча
сти МДМ-контакта.

С учетом указанных факторов проводимость сенсорной МДМ-наноструктуры 
как функция параметров улавливающего слоя и контролируемой микрочастицы 
определяется системой следующих аналитических выражений:

О д = О о [1 + В(А -  1)\, (4)
А О  = Од -  О о = О оВ(А -1),

А  = (ехр[-АЕ/кв  (То + ЕN ' 1) \ } / е x р ( - А Е / квТо),
(5)

(6)

В  = п а ( а  + 21)/8д, )
где В  -  скорость ударной волны; То -  температура до удара микрочастицы; Е  -  энер
гия в канале распространения ударной волны; N  -  параметр, определяемый темпера
турой во фронте ударной волны; Ь  -  толщина полимерного улавливающего слоя; 

-  площадь МДМ-наноструктуры;  ̂-  время.
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Проводимость с 0 ударно сжатой МДМ-наноструктуры, определяемая проте
кающим через нее током, обусловлена механизмами токопереноса в туннельнотон
ком диэлектрике. В соответствии со схемой измерения параметров сенсорной МДМ- 
наноструктуры (рис. 1) взаимосвязь между проводимостью С о и током ^о имеет сле
дующий вид:

Со = ^ 0Сизм/(иСизм -  ^ о), (8)
где и  — напряжение питания; С изм — проводимость измерительной цепи. Наиболь
ший интерес представляют термически активируемые механизмы токопереноса в 
сверхтонкой диэлектрической пленке МДМ-наноструктуры. Значение тока через 
тонкую диэлектрическую пленку МДМ-наноструктуры определяется с использова
нием выражений, характеризующих, например, процесс эмиссии по механизму Шот- 
тки-Ричардсона:

о = КТехр(-^о1квТ)ехр(в8 /квТ), (9)
где К -  постоянная Ричардсона; фо -  высота энергетического барьера; в̂  -  коэффи
циент Шоттки.

а) б)
Рис. 3. Изменение площади (а) и температуры (б) нагрева МДМ-наноструктуры

после удара микрочастицы.

На основе предложенной модели выполнен расчет зависимости параметров 
квантового наносенсора (в частности, его проводимости) от времени после удара, от 
параметров микрочастицы (скорости, плотности, радиуса), от конструктивно
технологических параметров наноструктуры (плотности и толщины полимерного 
слоя, толщины диэлектрической пленки), от параметров сенсорного интерфейса 
(напряжения питания, измерительного сопротивления). В расчетах приняты следу
ющие основные исходные данные: толщина тонкой диэлектрической пленки МДМ- 
наноструктуры равна 10 нм, диаметр космической микрочастицы составляет 1 мкм, 
ее скорость лежит в пределах (1-10)103 м/с. Изменение площади канала ударной 
волны, температуры в данном канале и тока через МДМ-наноструктуру при разной 
скорости микрочастицы, а также изменение проводимости наноструктуры при раз
личной толщине улавливающего слоя показано на рис. 3, 4.
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а) б)
Рис. 4. Изменение тока через МДМ-наноструктуру (а) и ее проводимости (б) после удара микроча

стицы.

Площадь канала распространения ударной волны после воздействия микроча
стицы плавно возрастает и за 4 10'9 с увеличивается от 0 до 2 10'9 м2. Наблюдается 
также плавный спад температуры со временем, причем изменение ее происходит бо
лее резко в первые 0,2 10'9 с. Изменение тока через МДМ-наноструктуру повторяет 
ход временной зависимости температуры в канале ударной волны. Проводимость 
МДМ-наноструктуры после удара микрочастицы сначала несколько увеличивается, 
изменение проводимости АС  достигает максимальной величины АС тах, а затем про
исходит плавное снижение данного параметра. С уменьшением толщины улавлива
ющего полимерного слоя от 4,5 до 3,0 мкм наблюдается рост изменения проводимо
сти АС и, следовательно, АС тах.

Следует отметить, что зависимость проводимости МДМ-наноструктуры от та
ких ее конструктивно-технологических параметров как толщина диэлектрического 
слоя, плотность материала мишени и его толщина имеют следующий характер. Уве
личение ^, Ь, рт до некоторых критических значений приводит к резкому спаду С, а 
при дальнейшем возрастании указанных параметров происходит более медленное 
уменьшение проводимости. Такие критические значения параметров МДМ- 
наноструктуры равны: ^  ~ 3-4 нм; Ь ~ 3-4 мкм; рт ~ (1,5-2,0)-103 кг/м3. С ростом ра
диуса, плотности и скорости микрочастицы проводимость сенсорной МДМ- 
наноструктуры плавно увеличивается. Например, при увеличении радиуса микроча
стицы от 1 1 0 -7 до 510-7 м проводимость МДМ-наноструктуры возрастает от 1 1 0 -5 
до 2-10-4 1/Ом.

Разработка генетического алгоритма оптимизации конструктивно
технологических параметров МДМ-наносенсора

Решение оптимизационной задачи с использованием генетического алгоритма 
включает, как правило, несколько последовательных шагов: классификация пробле
мы и определение функции оптимизации; предварительное исследование поведения 
оптимизируемой системы; выбор подхода к оптимизации на основе результатов ис
следования; запуск алгоритма и осуществление процедуры оптимизации. Реализация 
указанных стадий в случае оптимизации параметров квантового наносенсора высо
коскоростных космических микрочастиц выполнялась следующим образом.

Функция оптимизации определяется с учетом требований формата выбранной 
среды разработки (МЛТЬЛБ, ОВЛТЬх), а также ограничений, накладываемых на па
раметры модели квантового наносенсора. Ограничения параметров наносенсора 
описываются в функции оптимизации в качестве набора верхних и нижних границ 
значений данных параметров. Процедура разработки функции оптимизации включа
ет в себя несколько этапов: описание проблемы в М-файле на языке МЛТЬЛБ; опре-
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деление числа и границ переменных; определение ограничивающих функций; выбор 
критериев оптимальности; выбор целевых значений для критериев оптимизации; 
написание функции оптимизации проблемы; выбор операторов и параметров работы 
эволюционного алгоритма.

В данном случае стоит задача оптимизации конструктивно-технологических 
параметров наносенсора, сочетание которых наилучшим образом будет влиять на 
его отклик в виде изменения проводимости. Предложенная модель квантового нано
сенсора описана на языке программирования М ЛТЬАБ, что позволяет провести рас
четы и выполнить моделирование поведения наносенсора с использованием встро
енных в М А Т ^ А В  средств вычислений и визуализации. Модель описана в виде 
функции, принимающей в качестве входных параметров как конструктивно
технологические параметры МДМ-наноструктуры, так и параметры микрочастицы и 
сенсорного интерфейса. При выполнении функции формируется набор выходных 
значений, характеризующих отклик моделируемой системы.

Оптимизации подлежат следующие параметры: толщина диэлектрической 
пленки; удельная проводимость диэлектрика; его относительная диэлектрическая 
проницаемость; толщина полимерного слоя (мишени); плотность материала слоя- 
мишени; проводимость измерительной цепи; напряжение питания. При этом пара
метры МДМ-наносенсора, не подлежащие оптимизации, рассматриваются фиксиро
ванными. Причем возможна как оптимизация всех вышеперечисленных параметров 
одновременно, так и отдельных переменных из приведенного перечня, в этом случае 
незадействованные параметры также фиксируются.

В качестве критерия оптимизации принята максимизация величины АС 
(АС=Сд-Со) с одновременной максимизацией длительности импульса роста прово
димости на уровне 0,7АС. Это позволяет в процессе оптимизации учесть, что систе
ме обработки информации на выходе моделируемого квантового наносенсора необ
ходимо определенное время для анализа выходного сигнала. Задача при этом стано
вится многокритериальной, а для многокритериальной оптимизации можно устано
вить дополнительные «мягкие» целевые значения критериев оптимизации. Решения, 
лежащие ближе к таким значениям, являются более предпочтительными при их от
боре.

Функция оптимизации квантового наносенсора, написанная на языке М А Т ^ А В , 
предназначена для выполнения в тулбоксе ОЕАТЬх, являющемся универсальной ре
ализацией генетического алгоритма. Сделан выбор следующих параметров работы 
генетического алгоритма: количество субпопуляций -  5; количество индивидуумов 
(для каждой субпопуляции) -  50, 30, 20, 20, 10; точность мутации (для вещественных 
чисел) -  24; визуализация проведения оптимизации многокритериальной задачи -  
каждые 10 популяций; визуализация промежуточных решений -  каждые 10 популя
ций; вывод текстовой информации -  каждые 5 популяций; тип завершения алгорит
ма -  максимальное количество популяций + время оптимизации.

Особенностью использованного тулбокса ОЕАТЬх является то, он позволяет в 
процессе оптимизации выводить решение задачи в графической форме. Отслежива
ние результата в графической форме дает возможность контролировать процесс оп
тимизации в режиме реального времени, а также получить наглядное представление 
о решении оптимизационной задачи. Кроме того, ОЕАТЬх в графической форме вы
водит дополнительную информацию о процессе проведения оптимизации и работе 
генетического алгоритма, что отмечается как достоинство данной реализации ис
пользуемого алгоритма.

96



а) б)
Рис. 5. Фронт решений в поле критериев оптимизации (а) и объем решений в пространстве оптими

зируемых параметров модели квантового наносенсора (б).

В качестве результата выполнения задачи на рисунке 5,а представлен Парето- 
оптимальный фронт в поле критериев оптимизации, то есть множество недомини
рующих альтернативных решений. Точками отмечены решения, распределенные по 
Парето-оптимальному фронту, они являются доминирующими по отношению к 
остальным значениям, лежащим вне фронта Парето (отмечены звездочкой). На ри
сунке 5,б показан объем решений в пространстве оптимизируемых параметров мо
дели квантового МДМ-наносенсора (толщина диэлектрической пленки, толщина по
лимерной мишени, плотность материала мишени). Поскольку задача оптимизации 
является многокритериальной, не существует одно наилучшее ее решение, напротив, 
можно выделить набор доминирующих решений задачи. Поле решений задачи оп
тимизации сконцентрировано в области значений оптимизируемых конструктивно
технологических параметров, при которых модель сенсорной наносистемы на выхо
де дает сигнал, максимально удовлетворяющий установленным критериям оптими
зации.

Заключение.
Выполнено аналитическое моделирование чувствительных к микроудару сен

сорных наноструктур типа металл-диэлектрик-металл на основе сверхтонких ди
электрических пленок. Определены параметры баллистического квантового МДМ- 
наносенсора для орбитального контроля высокоскоростных техногенных и метеоро- 
идных микрочастиц. Установлены зависимости отклика квантового наносенсора от 
времени после удара, механических параметров микрочастицы, конструктивных 
особенностей наноструктуры, параметров сенсорного интерфейса. Разработан гене
тический алгоритм оптимизации и определен объем решений в пространстве опти
мизируемых параметров модели квантового наносенсора при воздействии космиче
ских микрочастиц. Полученная функция оптимальности представляет собой зависи
мость выходных характеристик наносенсора от физико-механических параметров 
высокоскоростной микрочастицы и конструктивно-технологических параметров 
сенсорной наноструктуры. Разработанная конструкция баллистического квантового 
наносенсора положена в основу создания распределенных орбитальных сенсорных 
систем для многомерного (многопараметрового) контроля космических факторов.
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I! 18 1п1еге811п§ 1Ьа! 1п са8е оГ !Ье по сошрге881ЬШ1у оГ е!а81ошег8 ^Ьеп Тг 
Еу = Ег ^ 0  ^е оЬ!а1п ассогё1п§ !о (10) !Ьа! сошрге881ЬШ!у а18о до !о 2его.

1п 18о!гор1с а8е !Ье ге1а!1оп8 Ье!^ееп е1а8!1с шоёиИ апё согге8ропё1пд сошрИапсе8 
ё1гес!1у Го11о^8 Ггот Гогти1а8 [7]

Ту = К Е„5  ̂+  2й (Еу - 3 5^Е „),

Е .. = - ^ 5 ..т„ + —  (т .. - 1 5 ..т„ I .у 9К  У 11 2 ^  3 У 111

(14)

(15)

ТЬеп ^е оЬ!а1п !Ье ехрге881оп8 Гог Ьи1к е1а8!1с тоёи!и8 К  апё Гог 8Ьеаг тоёи!и8 
(8ее 13)

п^ кТV9 К  =
Л ( Е 11 (Х) Екк (Х ') ёхйх

ТЬе Ро188оп’8 га!1о ёейпеё Ьу [7]
V = (3К -  2й) / 2(ЗК + й)

(16)

(17)
А ! са1си1а!1оп согге8ропё1пд согге1а!1оп Гипс!1оп8 1п (13) апё (16) 1! тау оссиг !Ье 

пех! ге8и1!8.
1п са8е, ^Ьеп 3К < 2й , V < 0 апё а! К  = 0 (!Ье сотрге881ЬШ!у 18 1пГт1!у) V = - 1 ,

а! К  ог й ^ 0  V ^ 3 .^ 2
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и 8Ьои1ё Ье по1её 1Ьа1 1п 1Ье ^огк [8] 1ке ёе1а11её апё 811ши1а1её геу1е  ̂ оп 1ке 
ша1;ег1а18 пе§а1;1уе Ро188оп га1;1о 18 герге8еп1её.

1п оиг ^огк8 1п аёё111оп апё 1п соп1га81 1о 1ке ^огк8 соп81ёегеё 1п [8] ^е ёеуе!ор 
1ке шо1еси1аг 81а1181;1са1 1Ьеогу оГ 1ке е1а81;1с ргорег11е8 оГ ша1ег1а18 ^ЫсЬ тау ро88е88 
1ке пе§а11уе Ро188оп га11о.

Рог пета11с е!а81отег8 ^е Рауе 1ке пе81 81гис1иге 1еп8ог оГ сотрИапсе8
В }к1 = к̂1 + В2 ^ к + В3 ^ } к  + В4 {^уПкП1 +^к1П,П] ) +
+В5 ̂ гкПП1 + В6 (^иП Пк +^1кПгП1 ) + В7 ̂  Л^г^к + В8 ^пкп^

апё 1Ре 1еп8ог оГ е1а811с тоёи!е Рауе 1Ре 8ате 81гис1иге
К г}к1 = К 1^ г] ̂ к1 + К 2 ̂ ,к + К 3 ̂ ,1 ̂  }к + К 4 {^уПкП1 +^к1ПгП] ) +
+К 5 ̂ гкПП1 + К 6 (^иП Пк +^1кПгП1 )+ К 7 ̂  П к  + К 8 ПгППкП1 .

^ 11Р Ре1р оГ 1Ре ге1а11оп (11) ^е оЬ1а1п Гогти1а8 соппес1её тоёи!е апё 
соеГр1с1еп1 оГ сотрРапсе8 В . .

Рог ехатр1е
В1 (В5 + 2В6 + В7 + В8 ) - В 42 + В1 (В2 + В3 )К1 =■

К  =
В.

В 22 -  Вз2

т

К  =
В,

В 22 -  Вз2

К
- В 1 (В5 + 2В6 + В7 + В8 ) + В42 + В4 (В2 + В3 )

К

т

2 В2 В3 В6 -  В2 В5 В7 + В2 В62 -  В22 В5 -  В3̂ В7

К
В2 В3 В7 + В3 В5 В 7 + В 2 В3 В5 — В3 В 2̂ — В 2В6 — В^^В6

К 2 В2 В3 В6 — В2 В5 В7 + В2 В6 — В2 В7 — В3 В5

^Реге

^  = (В| — В2 В̂2 — В2 В2 — В3 В5 В7 + В ^̂В7 — В 2 В3 В5 — В 2 В3 В 7

+2 В32 В6 — 2 В2 В3 В6 + В22 В5 + В3 Д 2 -  В22 В3 + В3 + В2 В5 В7 )( В2 + В3 ),

т = (В2 + В3 )2 (■3В, — 2 В4 — В, — 2В6 — В, — В8)

+ (В, + В3)(—2Вз (В3 + 2В6 + В7 + В8) — 2В2В3 + 2В42)

—(В23 + В33 ).
ТРе тоёи!е8 К8 18 по! 8Ро^п 1п соппес11оп ^11сР Ьи1к1пе88 оГ ехрге881оп8.
Рог попРпеаг е1а811с ех1еп81оп оГ е!а81отег8 !Ре 1а^ оГ 1Р18 ёеГогта11оп ёеРшеё Ьу 

Гогти1а [9]

Р  = д[(йа  ̂— Й^^—2 ) —а(й,3/2̂ 2 — й1/2̂ —5/2 ) + р(А:3/2̂ 3 — Й1^—3 )' (18)
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^Ьеге Ъ^= а  , = а //ц а 18 еГГес11уе оГ шопошег,1еп§1Ь
1ц = а  (1 + 2 ̂ ), = а  (1 -  ^ ) , ^  18 1Ье 8са1аг огёег рагаше1ег, X 18 ти11;1рИс11у 81ге1сЬ оГ
ша1;ег1а1 Г1Ьге, Р 18 Гогсе рег ип11 попёеГогта11оп агеа.

Ье1 и8 гешоуе 1п [9] 1Ье пех1 Ш18рг1п1;: а11 1Ье питег1са1 уа1ие8 а ши81 Ье ро8111уе, 
1п81еаё оГ а = 0,515 ши81 Ье а = 1,515.

1п Гогши1а (13) аЬоуе ^огк 1п81еаё о Г -а (2 -3/2Х22-3к) ши81 Ье -а 2 -3/2X2.
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О Ц Е Н К А  М Е Т О Д О В  Р А С Ч Е Т А  У Р А В Н Е Н И Я  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О Г О  
Р А Д И А Л Ь Н О Г О  П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я  Т Е Л А  П О  В Р А Щ А Ю Щ Е М У С Я  Д И С К У

Локтионов А .В ., Соколова А .С .

Витебский государственный технологический университет, Витебск

1п 1к15 М!Огк 1ке аааеаатеп! а/те1кай5 а/са1си1аНап 1ке ге1аНув гаё1а1 ё15р1асешеп1 а/ 1ке Ьайу оп а 
го1аНпд ёг̂ к 1̂ ’ §1уеп. Е51аЬк5кеё 1ка11ке ёе/тШап о/  1ке 1а̂  о/  ге1аНуе таНап о/  1ке Ьаёу 1̂ ’ Ачтрк/геё 
м>ик 1ке и̂ е о/ 1пегНа/огсе̂  1п сотрагг̂ оп м>Ик 1ке о̂кикоп о/ 1ке ргоЬ1ет ии1п§ Ьадгапде едиаНот’.

В  р а б о т а х  [1 -6 ]  и з л о ж е н ы  р а з л и ч н ы м и  м е т о д а м и  р а с ч е т ы  п о  о п р е д е л е н и ю  з а 
к о н а  д в и ж е н и я  т е л  т о ч е ч н о й  м а с с ы , с о в е р ш а ю щ е й  с л о ж н о е  д в и ж е н и е .  О д н а к о ,  с р а в 
н и т е л ь н а я  о ц е н к а  м е т о д о в  р а с ч е т а  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы  с  д в у м я  с т е п е н я м и  с в о б о 
д ы  п р и  в р а щ е н и и  т в е р д о г о  т е л а  в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  о с и  в  р а б о т а х  н е  п р е д с т а в л е н ы .

Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  с и с т е м ы  т е л  п р и  и х  в р а щ е н и и  в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  о с и  
п р и  у с л о в и и ,  ч т о  о д н о  и з  т е л  с и с т е м ы  п е р е м е щ а е т с я  в  р а д и а л ь н о м  н а п р а в л е н и и .  

П е р в о е  т е л о  -  д и с к  р а д и у с а  г , м о м е н т  и н е р ц и и  к о т о р о г о  10 . В т о р о е  т е л о  -  т е л о  т о 

ч е ч н о й  м а с с ы  т . У р а в н е н и е  п е р е м е щ е н и я  т е л а  п о  р а д и у с у  д и с к а  м о ж н о  н а й т и ,  р а с 
с м а т р и в а я  о т н о с и т е л ь н о е  д в и ж е н и е  т е л а  и л и  и с п о л ь з у я  у р а в н е н и я  Л а г р а н ж а .

Р а с с м о т р и м  д и с к ,  к о т о р ы й  в р а щ а е т с я  в  г о р и з о н т а л ь н о й  п л о с к о с т и  в о к р у г  о с и  
Ог (р и с . 1). Т р е б у е т с я  н а й т и ,  п о  к а к о м у  з а к о н у  б у д е т  д в и г а т ь с я  в д о л ь  р а д и у с а  д и с к а  
т е л о  м а с с ы  т  ( т о ч к а  М ), п о м е щ е н н о е  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  н а  р а с с т о я н и и  х о о т  т о ч к и

Рис. 1

С о с т а в и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  т е л а  м а с с ы  
т  в д о л ь  о с и  Ох

^  ^  (1 )т аг = Р  +Фп +Фи ,
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где Р  = т д -  сила тяжести; Ф ” -  центробежная сила инерции; Ф “ -  кориолисова 
сила инерции.

В проекции равенства (1) на ось Ох получим т5с = (ю2 х)• т , где х = ОМ.
Тогда дифференциальное уравнение движения тела будет иметь вид

Х - ю х  = 0. (2)
Его решение будем искать в виде х = ег . Корни характеристического уравне

ния г 2 -  ю2 = 0 будут иметь вид г12 = ±^[Ю  . Тогда х = с1е''1 + с2е''2 .

Общее решение уравнения будет иметь вид
х = с ^ е + с2е~ю‘ . (3)

Продифференцировав уравнение (3), получим
х: = с1ю е -  с2юе~ю̂ . (4)

Подставив начальные условия (^ = 0, х = хо, х = 0 ) в уравнения (3) и (4), будем
х0иметь х0 = с,+  с2 , 0 = с.ю -с2ю. Получим с,=  с2 = ^ , . Следовательн°, тел° движегоя

вдоль радиуса диска по закону
х = х °  (е + е ).

2 ^  ’
Условие равновесия системы в виде '^т^ (Р^.) = 0 относительно оси Ог имеет

(5)

вид М вр + = 0, где для диска = - / 0е = 0, М^Р2 =Ф “ х = - 2 т(юхс )• х .
Тогда М вр -  2тюхсх = 0 . Откуда получим

М вр = 2тюхсх.
Выразим х  через х, с помощью равенств (4) и (5)

х2 = (е 2ю2 + е-2ю' +
4 ^ 2),

0̂ ^^М,2ю(хс = — ю \е 4 (е '2 + е-2юг ).

(6)

(7)

(8)

тх /^ \ 2ю{ , -2ю?Из (7) получим е + е
4 х -  2 . Подставив в (8), имеем х 2 =ю2 (х2 -  х ^).

Тогда х  = ю/х2 -  х,0
Окончательно выражение для искомого момента Мер будет иметь следующий

вид
М ер = 2тю2 ̂ х 2 -  х0 . (9)

Рассмотрим определение момента Мер, используя уравнения Лагранжа. Как 
видно из рисунка система имеет две степени свободы (перемещение тела вдоль ра
диуса диска и поворот диска). Выберем за обобщенные координаты угол ф между 
О М  и осью Ох 1 и расстояние ОС = х  (ц\ = ф, ц2 = х).

Дифференциальные уравнения системы в обобщенных координатах (рис.1) 
имеют вид
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а " д Т ' дТ

, дФ, др
а " д Т " дТ

д̂Ф -х ^ дх

(10)

Найдем обобщенные силы. При повороте диска на угол 5ф приложенный к 
нему момент совершит элементарную работу ёЛ 1  = ЫврЪф. При перемещении тела 
массы т  на расстояние 5х элементарная работа приложенных сил 5^2 = 0. Следова
тельно ^ 1 = М вр, 02 = °-

Вычислим кинетическую энергию системы, равную сумме кинетических энер-
1 2 1 2гий диска и тела, где Тд 1Ою , Т  = — тм .В этих формулах 1о -  момент инерции

диска относительно оси Ог; ю = ср -  угловая скорость вращения диска; п -  абсолют
ная скорость тела массы т.

Хотя определяется закон относительного движения тела вдоль радиуса диска, 
для составления уравнений Лагранжа следует вычислять кинетическую энергию си
стемы в абсолютном движении -  в движении относительно инерциальных осей. 

Абсолютная скорость тела V = ^  ̂ + ^^, где численно = ос; = О М  • (р = х р
(рис.1).

Поэтому
2 ‘ 2 ^ 2  ^ 2 = .х2 + х (р .

Окончательно получим следующее выражение кинетической энергии системы
„  1  ̂ . 2  т (. 2  ^ 2!
Т  = 2 ^о Р + - Vх + х (р ].

Вычислим частные производные, входящие в уравнения (10)
^  дТ  ^ дТ  . дТ  . 2—  = 1О (р+ тх  (р; —  = 0; —  = т х ; —  = тх(р . 

др  др д:х дх
Подставляя эти величины и значения ^ 1  ̂ ^ 2  в уравнения (10) и учтя одновре

менно,
что (р = ю = СОП81, получим уравнения аналогичные (2) и (8).

х -ю  х = 0,
М вр = 2т ю хх.

Интегрируя первое из уравнений и определяя постоянные интегрирования по 
начальным условиям задачи, найдем закон движения тела вдоль оси Ох

^0 (е + е 
2 ^ ).

Учитывая равенства (7) и (8), найдем М вр = 2тю2 ̂ х 2 -  хО̂ , что соответствует 
формуле (9).

Из равенства (9) следует, что для обеспечения равномерного вращения диска 
надо по мере продвижения тела вдоль оси Ох увеличивать вращающий момент. От 
момента инерции диска величина Мер в этом случае не зависит.

Исследованиями установлено, что определение закона относительного движе
ния тела в радиальном направлении и искомого вращающего момента значительно 
проще с использованием в расчете сил инерции, чем применение для решения по
ставленной задачи уравнений Лагранжа.

Следует рассмотреть случай когда угловая скорость вращения диска а  изменя
ется во времени.
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Тогда кинетический момент системы

где I  момент инерции системы
Ь = !ю,

I  = 10 + т г"
Продифференцировав равенство (11), получим

ёЬ  ̂ёт  ё !  ,—  = I —  + — ю = М  . 
ё^ ё^ ё^

Из равенства (13) следует, что угловое ускорение системы
, ё !, М е ----- ю^= ёю= ёг

ё^ I

(11) 

( 12)

(13)

(14)

ТХ/1/1Ч Л е ё I  ё^ю _Из (14) видно, что если М  = — ю, то —  = 0, т.е. ю = сопз!;
ёг ёг

 ̂ ^е ё I  ёю  ^ ,  .в ёI  ёю
М  > — ю, то — > 0; М  < ----ю , то — < 0.

ёг ёг ёг ёг
Анализ уравнения (14) показывает, что угловое ускорение не всегда совпадает 

по направлению с моментом внешних сил. Оценка влияния сил инерции на кинети
ческие моменты тел системы, а также взаимосвязь момента кориолисовых сил инер
ции при движении тела массы т  радиальном направлении с изменением момента 
инерции системы и угловой скоростью а  является предметом самостоятельного рас
смотрения.
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В Л И Я Н И Е  С Л У Ч А Й Н О Й  Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т И  М А Т Е Р И А Л А  Н А
У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  П Л А С Т И Н Ы  П Р И  М А Л Ы Х  Д Е Ф О Р М А Ц И Я Х

Чигарев В .А ., Чигарев Ю .В .

Введение
Устойчивость стохастически неоднородных реологических сложных сред от

носится к мало изученым вопросам современной механики, а их исследование со
пряжено со значительными трудностями вычислительного и принципиального ха
рактера. Это прежде всего связано с приведением уравнения стохастической среды к 
виду удобному для исследования устойчивости, а так же с применением критериев 
устойчивости, которые разработаны в основном для однородных сред.

В данной работе стохастически неоднородная среда с трансляционным 
упрочнением преобразуется к однородной (в среднем) среде со сложными реологи
ческими свойствами для которой в квазистатической постановке записываются 
уравнения устойчивости [1].

Предполагается, что докритические деформации малы. Это дает возможность 
использовать вспомогательные гипотезы кинематического и динамического харак
тера для перехода от трехмерных уравнений к двумерным.

Исследована устойчивость пластины из случайно-неоднородного упруговяз
копластического материала с детерминированными усилиями вдоль одной оси.

Следует отметить, что обзор и классификации постановок детерминирован
ных задач об устойчивости прямоугольных пластин можно найти в монографии [2]. 
Там же дан сравнительный анализ значений критических нагрузок полученных по 
различным уравнениям устойчивости. В частности, доказано, что для композицион
ных материалов, как в пределах упругости, так и за пределом упругости привлечение 
прикладных теорий, построенных путем введения дополнительных гипотез (напри
мер, гипотезы Кирхгофа-Лява) не всегда приводит к точному результату.

1. Методы исследований.
1. Рассмотрим неоднородную среду в которой при упругом деформировании 

связь между напряжениями и деформациями определяется законом Г  ука
) = г̂]ке )ек1 , (1-1)

где -  тензор напряжений, е‘е1 -  тензор упругих деформаций, X ( х ) тензор упру
гих модулей, зависящий от пространственных координат х̂  (/, у, к , I = 1,2,3). При
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отсутствии массовых сил уравнения равновесия запишем в виде
0.\°1к ̂ '̂ гк + и1,к Ц̂}

Граничные условия
]к ( ^ ,к  +  и ,, к  =  Р , .

(1.2)

(1.3)
В (1.2) и (1.3) Ъ̂к -  символ Кронекера, -  перемещения, -  нормаль к по

верхности тела, р^ -  поверхностные силы.
При наступлении в точках тела пластического состояния функция нагружения 

в общем случае будет иметь вид
/  (°,:̂ -, е!Р, X,, к  )= 0, (1.4)
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здесь еЦ -  пластические деформации, (х^) -  параметры упрочнения, (х^) -  ма
териальные коэффициенты, зависящие от пространственных координат. Полная де
формация в точках тела будет

(1.5)

(1.6)

е = ее + еР

Условия Коши

еу = I, (иг,̂  ) .
Представим функцию нагружения через девиатор напряжения [3]

1̂] = 1̂] -  ^ = 3  (^11 + ^22 + ^33 ) = 3
в виде

- с (х)е1’ - Ц(х)е1’ ) - с (х)е1’ - п( х ) - к  ̂ = о, (1.7)
здесь с (х ) -  коэффициент упрочнения, п(х) -  коэффициент вязкости, к  (х) -  коэф
фициент пластичности.

Ассоциированный закон течения имеет вид
еу = ^ (̂  ,; -  с (х )ер -  П(х)ер ),, (1.8)

где ^  -  положительный параметр.
Соотношения (1.1)-(1.8) определяют неоднородную упруговязкопластичекую 

среду с упрочнением.
Будем рассматривать процесс деформирования тела в квазистатической по

становке.
Считаем, что параметры среды зависят случайным образом от пространствен

ных координат, следовательно, поля напряжений, деформаций и перемещений также 
являются случайными функциями пространственных координат. Закон Гука пере- 
пишим в виде

1
2 0

Зу  ™
- ^ ^ ч  ̂1+ VV У

(1.9)

здесь V -  коэффициент Пуассона. Считаем V = сопз! . 0  = 0  (х) -  модуль сдвига. 
Параметры среды представим в виде [4]

0  = {0 / 1 . с = с / 2, к = (^/з, П = (П /4 . (1.10)
где /^ (г = 1.2.3.4) -  случайные статистически однородные изотропные функции, уг
ловые скобки  ̂  ̂ обозначают математическое ожидание.

Вид функции /г зависит от свойств материала и вида нагружения. Предполо
жим, что

/ Н / >  + /<=  1 + / ' . (1.11)
а также функции обозначенные штрихом равны, т.е.

/ ;=  /2= /3  = /4 = г . (1.12)
Рядом преобразований система уравнений (1.1)-(1.9) приводится к виду [1]

8 /  Ч О  Ч -  4  0  Ч к)' т , / " =

= [/, - 2/ Ч ) { 0 е , - { п ) (2{ 0 / е1, - Т ,)]^ ( 1. 13)
^[>д - 2 / { 0 ) Ч ) е , , - { п ) ( 2 { 0 / е д  - Т ,^ ) \ у \2 / { 0 е д  - Т, ,^

где
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Т, =<у  ̂ -  Зу<у5„

= (2 (а ) + { с ) - ( 2 ^  + 322 :Ь8,
Зу

(1.14)

у =
1 + у

Проделывая выкладки аналогичные работе [1] придем к системе уравнений 
описывающих среднее напряженное и деформированное состояние рассматриваемой 
среды, которое в силу громоздкости здесь не приводим.

Будем исследовать устойчивость среднего состояния тела по отношению к 
малым возмущениям граничных условий.

Решение для осредненного состояния представим в виде
(а„) = а» +С+; (е,^) = е» + е+; (и,,) = и» + и *. ( Г 15)

здесь параметры с ноликом определяют основное состояние, а с плюсом -  возме
щенное.

2. Рассмотрим задачу об устойчивости деформирования бесконечно длинной 
в направлении охз пластинки из упруго-пластического стохастически неоднородного 
материала. Обозначим через ^ длину, Н  -  толщину пластины рис. 1. Пусть пластинка 
сжимается вдоль оси Х1 усилиями р. Будем предполагать, что масштаб неоднородно
сти мал по сравнению с характерным масштабом пластины, что позволяет использо
вать интегрирование в бесконечных пределах при нахождении уравнений для основ
ного среднего состояния и соответствующей тензор Грина [4]

Потерю устойчивости пластинки исследуем в плоскости Х1 ох2. Используем 
предположение теории малых докритических деформаций и углов поворота.

Докритическое, в среднем однородное, напряженное и деформированное со
стояние определяется соотношениями [1].

а01/ = - р; '

(ей0) = {е22

(езРз0) -  2-

а22 = (а1-^ = 0; ,Ро \ -12 = 0;

3  с,
^  л/1,5

(2.1)

3  с

Рис. 1.

Уравнения равновесия для компонентов возмущения запишутся в виде
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(а11 + а  )У 2м+ + (а12 + а )

(а11 + а  )У 2и+ + (а12 + а )

2Здесь V  -  оператор Лапласа. Коэффициенты а ц ,  а12, а  определяются выраже
ниям

' \3

~ч2 + ~ч2 +д 2̂ д и-1
дх1дх2 а

дх2 а1^ ” 2
-ч2 +
д- иь = 0;

э г-.. +

дх
ди̂ _ + ди2+ Л

дх1 дх.

дх2
2. +-\2 + -\2 + -\2 + д и, д и, д и,

■ ^д хг - а ' ^ ^  ~ р  = ” ■

(2.2)

а11 2  0  (1 -  ^)
Ч

\2 ^ \2

к ) + 4{ О) ̂  р  ̂
2

Х1 р (1 -  V) г к  ̂  ̂ р

+ з р ^ с ) \к ) " + Х ^ ^ к 2  _ {к)^ с) ^
2

X

1 6  О

' Х2)  -  (О ) и ч

6  О

242

4{С)

4(1 -  о ) ̂  р 2 +

2 2
V

+

( ^ ( к )
2
-X

а12

+ ■

ч
4  О " р ' + Х12г - -  в ' { к )  6  6

8
Г у  4 л2

+ 1 ^  + р х  2 + 
{ О) ]  [ О ) ]  0 Х 4

V ' ' У

О )
2 2+ л^ о ) р

а  = 2  О  + 4^(1 + 3 В ^)
а11 = а22; а21 = а12;

^  = (1 -  2у )< С  ̂  к) ̂4  О '  р 2 ^  к 4  + в Х2 Р
С  2{0)

Х1 = ^ ^ р  -  {к); Х2 = ^ 2{4  -  р-

Р /  = [/  ) -  дисперсия неоднородности.
В возмущенном состоянии компоненты напряжений связаны с перемещения

ми формулами
-+ = 2 

Н
ац = —  ̂ ди^ ди+ ^

^  — — + а,

.+ = 2 
’ = Н

1 ^  ' ‘-‘12-̂  дх1 дх2

а22 = -- а11

а11
2а
Н

V
У-̂ . +

ди+
дх

+ а, ди1+
дх1 (2.3)

ди+ + ди+  ̂
дх2 дх1

Уравнения (2.2) можно привести к системе с уравнений в амплитудных вели
чинах перемещений [2, 3]

= 0 (/, ]  = 1,2), (2.4)
где дифференциальные операторы имеют вид
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Кц =
д 2

а

V
Г

11 + а ди+

К22 а

дх2 дх
у

ди2 , .+ (а + р )
д2

дх 2 дх12 (2.5)

К12 = К21 = (а12 + а )
д2

Решение (2.4) ищем в форме
 ̂ 12 ^ (у)

и + = -
л

д 2̂ у  д^Р  ,
а12--------- + а ---------  0;1 + а,

дх1дх2

 ̂ д 2Р  д2 Р ^
дх1

+ а-
дх 2 5,2 (  = 1,2).дх1 дх2 дх1 дх2

\  У V У

Функции Р  определяются из условия нетривиального решения
(К,,К22 - К,22)р (у»= 0.

Подставив (2.4) в (2.7), получим

р(у )| (а -  р )а1 ^ ~  + [ап -  а12 (а12 + 2а) -  Рак  1  2 I дх1 дх1 дх2

д 2+ а11а
дх4

= 0.

Решение (2.8) запишем в следующем виде

Р (у ) = ; е  Рк; Р
к=1

V
^к дх2 + дх22

л
= 0.

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Постоянные ^ к  имеют вид.5к
,.2 2 ̂ а11 а12 2а12а р аЬ1,2 = ~ ±2а11а

а11 -  а12 -  2а12а  -  р а  
2а11а а11

а -  р  

а11 а
(2.10)

При исследовании устойчивости в случае одностороннего выпучивания ре
шение уравнений (2.8), четное по Х2, для Р  удобно искать в форме

2 (  л И .  ^
с.сп----с,х21 ^ ^ 2Р  = Ег =1V У

П81̂  — Х,

Сг -  произвольные постоянные.
Напряжения возмущенного состояния при цилиндрической форме потери 

устойчивости, определяются соотношениями

а+1 = а д 2 д 2 Л
а

12 дх2 ' а11 дх2
д

дхо Р ;

2̂2 = а а12 д 2 аП -  а12 (а12 -  а ) д
2

дх о 2 дх12 дх
-Р ; (2.11)

у
1̂2 = а а12

д 2
дх 2

д2
- а 11 дх12

_д_
дх1 Р .

Г  раничные условия на свободной поверхности имеют вид
2̂2

или, учитывая (2.11), будем иметь
2̂2|х2 = 0,Н = 0, 1̂2|х2 =0,Н = 0, (2.12)
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(  т̂ г
. "  Эх2V 2

 ̂ э2
а-

д а̂ 1 а̂ 2 (а̂ г а) д 2 Л
а

д2
дх2

а
12 дх2

д
дх1

дх2

Р  = 0.

дх2
-Р  = 0;

(2.13)

Из условия существования нетривиального решения [2] получаем для опре
деления критических усилий трансцендентное уравнение в виде

(^12 -  011 2̂ +  2 -  (̂ 2 -  01 ) -
V а12 ,

^2 +
а12

%1 8 к^  2^8к^'^1 = 0, (2.14)

а,2, -  а,2 (а,2 -  а ) пНгде 0 ---- 12242----/; ^  = — .
а  2Л

Для тонких полос, раскладывая гиперболические функции в степенной ряд до 
членов третьего порядка и подставляя полученное выражение в (2.14), находим:

:.^2 а11011̂2̂  2 - ' а12
" 1  + ^ 26у

(?2 + .  2 )+ У 2 (̂ 2 + У 2 )+ 4 1̂2̂
у̂ 1 20

■ 0.52^2 (1+^252 )+у(52+^2 )(̂ 2 +^2,1+8̂ 2̂
(2.15)

= 0.

а11
а

Согласно соотношению (2.10) с учетом (2.15) получаем

5?+52 =«11 - Р; 51252 = 1 - р . (2.16)а
Подставив (2.16) в (2.15), получим кубическое уравнение относительно 

= Х ,11
^1 + ^  2 = 0, (2.17)

где

А1

а11 а11 А1 — ^  X — 01
а12 а

У
'+ 1 0 (0- - х )

Ао

3
а1101

1 + —  (̂01 - Х ) +  —  20
У

а11
2

1̂ -  ап Х ^
V а У
01 (01 -  2х)+Х4 + 4 -  4 а11Х

а

а12
1 - ^  + У -  

01 601
У

02 -  201Х + Х2 + 2 -  2 0 ^  X 
01

л
+

+ У
12001 (01 - Х) 01 (01 -  2х )+ Х 4 + 8а11Х

а

(2.18)

Рассмотрим двухкомпозитный материал. В безразмерных величинах связь
между критической нагрузкой Р0 =  ̂ и параметрами среды С0 = (С

-1к0 = Р У О  выразиться следующим соотношением

Р  =  У  В^ 0  ^  „г, ^ 49В 1 1 - -
2 у

15В1В3- (В4 В 2 Вз ) (2.19)

здесь
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в  _  ко ^ /2  + ко)+ [ко + (к^/2 - 1)!+ 0,5 ;
к'^ + В ^  (кд — ко^[2 + 0 ,5)+ 2

в . (2.20)
ко ( / 2  — ко)+ В ^  (кц — к^/2 + 1)

В3 _ 2 (1 + В4 _ з(в1 — В2 )
При выводе соотношений (2.19) -  (2.20) для упрощения положим со _  1 ко

эффициент Пуассона V = 0,3. Для случайной неоднородной упруго
вязкопластической среды получение критической силы с привлечением гипотезы 
Кирхгофа-Лява определяется первым сомножителем уравнения (4.19), а ошибка при 
нахождении критической силы между точной теорией и прикладной теорией выра
жается формулой

9 р в 2—̂ ^  (в4 — в 2 в3).
V  2 В4 15В2 В3 (2.21)

Из (2.19) и (2.21) следует, что при исследовании устойчивости стохастически 
неоднородных пластинок из двухкомпонентного материала гипотеза Кирхгофа-Лява 
является асимптотически точной, т.е. значение критической нагрузки совпадает с 
первым членом разложения критической силы, вычисленной по точной теории. На

рис. 2.3 представлены зависимости между параметром ^  и величиной Р о , где

Р  о _ 1 — ■2^2
15В2 В3(В4 В2 В3 ). (2.22)

Кривые соответствуют значениям, приведенным в таблице 1. На рис. 2 кри
вые соответствуют однородному напряженному и деформированному состоянию 
пластинки для разных коэффициентов пластичности. Величина критической силы в 
случае однородного состояния В ^  _ о слабо меняется при изменении геометриче
ских размеров пластинки и при увеличении коэффициента пластичности предельные 
напряжения становятся больше рис. 2.

0 ,9 2

ОМ

. ^ 0 ,1

ОМ 0 ,1 6 0 ,2 4

Рис. 2. Представлена зависимость между параметром ^  и величиной Ро . Кривые соответствуют 
значениям приведенным в таблице 1. Кривые получены для однородного напряженного состояния, 

когда дисперсия неоднородности равна нулю В ^  _ о.
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Таблица 1.

№ рис. V К0 Р0 Р*Р0 О /
1 0,08 0,1 0,9853 0,9823 0

0,16 0,1 0,9906 0,9756 0
0,24 0,1 0,9600 0,9571 0
0,32 0,1 0,9436 0,9199 0
0,08 0,01 0,9800 0,9791 0
0,16 0,01 0,9611 0,9552 0
0,24 0,01 0,9363 0,9134 0
0,32 0,01 0,8705 0,8500 0

2 0,08 0,1 0,9844 0,9814 0,2
0,15 0,1 0,9008 0,8905 0,2
0,24 0,1 0,8103 0,8000 0,2
0,32 0,1 0,7250 0,6760 0,2
0,08 0,01 0,9780 0,9721 0,2
0,16 0,01 0,9610 0,8501 0,2
0,24 0,01 0,7470 0,7243 0,2
0,32 0,01 0,6108 0,5500 0,2

Из рис. 3. следует , что учет неоднородности материала идет к снижению кри
тических напряжений.

Рс
0,В9

0,78

0,67

ОМ
ОМ ОМ ОМ

Рис. 3. Кривые зависимости критической силы от геометрических размеров пластины ^. Кривые 
получены для неоднородного напряженного и деформированного состояния, когда = 0,2. Показа

но, так же влияние пластичности на значение критической силы.

Выводы
Полученные выражения для критической силы показывает, что при исследо

вании устойчивости стохастические неоднородных упруговязкопластических тел 
гипотеза Кирхгофа-Лява является асимптотически точной. Установлено, что на ве
личину критической силы влияют геометрические размеры полоски, средние пара
метры свойств материала и неоднородность.
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П Р О И З В О Л Ь Н О  О Р И Е Н Т И Р О В А Н Н А Я  Т Р Е Щ И Н А  В А Н И З О Т Р О П Н О Й  
К У С О Ч Н О -О Д Н О Р О Д Н О Й  П Л О С К О С Т И .

Савенков В .А.

Тм>о-ё1теп51апа1 е1аА’НсНу А’о1иНап апй 1ке 1п1етИу /ас1ап’ аге ёе1егш1пеё/аг /тНе сгаск 1п
опе о/ 1ке та1ет1а15 о/Ыота1ег1а1 ап15о1гор1с сотро̂ Не.

Рассмотрим находящееся в условиях плоской деформации анизотропное упру
гое тело, состоящее из двух полупространств (]  = 1,2) с различными упругими
постоянными. Границу полупространств берем за плоскость у  = 0. Индекс ]  = 1 со
ответствует верхнему полупространству, а ]  = 2 -  нижнему.

Предположим, что нижнее полупространство содержит произвольно ориенти
рованную трещину длиной 2 1 , поверхность которой нагружена давлением 
р  = соп81. Нагрузка на бесконечности отсутствует.
Необходимо определить напряженно-деформированное состояние в такой области.

Рис. 1 Расчетная схема задачи

Компоненты напряжений и смещений вычисляются по формулам [1]: 
{а ), а У ), }= 2^е| Е (̂ 2̂. ,1 ,-^  ̂2-̂ )ф ( ))I у=1

{ и (V), у (V) }= 2Ке| Е̂((рУ), ) )^Х ) ( ) )^ .
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Здесь  ̂= х + ̂ ^,,у -  комплексная переменная; Ф ^ ) ,  )̂ -  анали

тические функции в областях ^^; ф'(г) = Ф(г); р -̂̂) (̂ )  ̂2
,(]) = с (])н 2 + с(V) -  с (])

"̂1 ( ./ ̂  I  ̂ ^ (] )   "̂1 (] ) I IV] ^  ‘'12 ‘'1 -̂  ̂у/ -
= 1̂1 Дуу- + с22 - с2б у̂у- ; 1-̂ ] = -  корни характеристического уравнения

с<; 4 -  2с» 3 + (2С12' + с66 ')д 2 -  2̂ 2.! + с22 = 0,»  } ̂ .3 , (] ) X л ] ) (]), , (]) _ I
Су) -  коэффициенты закона Гука.

Для вывода исходного интегрального уравнения задачи воспользуемся фунда
ментальным решением о действии сосредоточенной силы в кусочно-однородном 
изотропном пространстве, построенном в работе [2].

В соответствии с этим решением комплексные потенциалы Ф(̂ ) можно запи
сать в следующем виде:

1̂А0)Ф((1)( г1(1)) = ■ 

Ф 21)( г 21))̂

- + 2̂ В 0)(1) (2) (1) (2)г \ '  -  т
11А0(1) (2) + -

г 1 Т 2 
12 В0

г (1) -т(2)

Ф(2)( г|2))

Ф 22)( г22))̂

- + П1 Ао + - П2 В0
(1)

(2) - т ( 2) ,.(2) - т (2) ,,(2) - т (2)- т
В,0 -+ т1 А0 + -

- т
т 2 В 0

(2) - Т (,2) г(2) - т (2) г(2) - т (2)т
г( ̂ )где т ^  = х0 +ДV̂ у0 ( х0, у 0 -  координаты приложения сосредоточенной силы

Р (Х 0,7 0)). Коэффициенты А0,В 0 вычисляются через X 0,7 0 при помощи системы
четырех линейных алгебраических уравнений (два условия однозначности смещений 
и два статических условия) [3].

Коэффициенты 1̂, а2,11,12, п1, п2, т 1, т 2 находятся, удовлетворяя условиям иде
ального силового контакта при у  = 0 :

(2)с.(1) = с (2) т(1) = т (̂ ) и (1) = и (2) 7 =  7у  ̂ ^ху ^ху 5 ^ ^  ̂ ^ (̂2)
ху

которые приводят к системе уравнений (у = 1,2) :
■ 1 1 - 1 - 1  ■ '1 ■

7п 7  21 - 7 12 - 7  22 1, 7,2
Р1(1) Р21) -  Р1(2) -  Р22) Пг РР^
 ̂̂ 1(1) 2̂1) -  1̂(2) -  2̂2) ] т^

Предположим, что вдоль трещины Ь  действуют непрерывно распределенные 
усилия интенсивности Р (̂ ). Тогда искомые функции Ф(̂ )(г̂ , ̂ )) , описывающие поле
напряжений в кусочно-однородной плоскости с трещиной, на основании формул (1), 
можно представить как результат суперпозиций ( -  элемент отрезка Ь  ):

Ф (1)( г 1(1)) =  1
51А0 (̂  )Ву 52 В0 (̂  )Ву

ь г (1) (2) +1
ь г (1) -  ̂ (2)

/; А 0{( )ё8 г 12 В 0{( )ё8Ф(1)(г (1)) =  Г11 А0 ( ^) В ^ +Г
^  ^  1 г (1) -  у (2Г^ 1г^  2

^ 0  ' 

гЬ ^ 2
( 2 )
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Ф(2)( „(2)) ^  Ао( ^ , Г̂ 1 Ао ( ^ , ГП2 ̂ о(^Ф1 ( 1̂ ) -^  (2) ,(2) ^  ^1^12) -  г12) ^ 2(2) (2) ^ 2(2 ^  . (2) 1гу

Ф 22)(2<2>) = 1 ^ о(' )^ ' + ;т 2 й о < М ,(2^.(2)^2 ̂  -  Г. 2(2) -  ^(2) 2(2 ^  .(2) 1гу' 2 2  ̂ 22 Ч  ̂ 22 2̂
Положим 2 008а - 81па,(у = 1,2), где а -  угол между положительный

направлением нормали к левому берегу трещины при движении от А  к В  в точке  ̂ и 
осью О х .

д ( )̂ =

Учитывая формулу ё^V = и вводя функции г {() = -

2‘к1В0 (I)

2п1А0 (̂ )
а,

а, -, перепишем предыдущие формулы так:

Ф(2)(21(2))
1 г (I)ё̂ 1

2п/ ! г1(2) -  212)
(2) + 1 .̂и1 г (^ )ё̂ 1-2) + 1 .̂и2 ^(^ )ё1(2)

2жг ь I(2) (2) 2п1 ь I(2) (2)

ф  22)(222))
1 д(д)ё̂ 22) + 1 ^т 1 г(I)ё̂ 1-2) + 1 .̂да2д(1 )ё̂ 22)

2п/'1г 22) (2) 2п1 т /(2) -  2 (2) ^ ‘ 1 22 2п/  ̂ ‘ 22) -  222)
Так определенные функции автоматически обеспечивают выполнение нулевых 

граничных условий на бесконечности и условий на границе раздела (2).
Так как все операции интегрирования совершаются в плоскости 2 (вдоль Ь ), 

то везде под переменными ‘ 1, ‘ 2 следует подразумевать их выражения через пере
менную ‘ :

= Ке(‘ ) + д̂  1т(‘ ), ‘ Е Ь
Функции г (‘ ), д(1) определяются из краевых условий на берегах разреза Ь  и

дополнительных условий однозначности смещений.
Краевые условия на Ь зададим в виде [4]:

аФ(2)± (Г(2)) + ЙФ((2)± (‘ 1(2)) + Ф22)± (‘ 22)) = Р ± (‘) ,‘ Е Ь (3)

где а =
а̂о а1 
а

0̂а1 ^  _ д12 д 22 Ъ. _ д12 Д22 Т7± —Ь = ------, ао = --------^ , Ьо = ------- ^  , Р =
а Д22 Д22

У2 ,̂.(2)
Д22 Д22

^  -  ̂ (оо8 а +д22 81п а) 
а2(д 22 -  Д 22 )

Так как функции Ф(2)(2,;^), на основании формул Сохоцкого-Племеля [5],
имеют при стремлении к точке 2 области В 2 и некоторой точке ‘ 0 отрезка Ь  пре-
дельные значения

Ф((2)± (г[02)) = ± + ^   ̂г (‘)ё‘ 1(2) + ̂  п1 Г(‘)ё‘ 1(2) + 1 
^(2^,(2) ^102 2 пЦ 1\2) - 1 2жг г ‘ (2) -  ‘(2) ^ ‘ 1 ‘ 10 2ж1

^ п 2 д(‘ )ё ‘ 22)
г ‘(2) -  ‘(2) ^ ‘ 2 ‘ 10

Ф 22)± (('0')=± + 1 ^д(‘ )ё‘ 22) 1 лт1 г (‘ )ё‘ 1(2) 1 т 2 Ч(‘
2 2жг{‘ 22) - ‘ 20) ^

(2)
2Ж1 (2 ^  ‘(2) I о 2жгь I(2 ^  ‘ (2) 1гуД2) -  Д2) 2 ,и ь  ‘‘ 1 ‘ 20 2̂ ‘ 20

то вычитая из первого предельного равенства (3) второе, будем иметь:
аг (‘ ) + Ьг (‘ ) + д (‘ ) = 0, ‘ е Ь

Складывая предельные равенства (3), приходим с учетом (4) к сингулярному
интегральному уравнению относительно г (‘ ) , которое после замены переменных

(4)

‘ = -1Ы + и1в'(а-п/2), ‘ 0 =-1Ы  + иОе'(а-п/2) принимают вид:
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I [ к (8, ̂ 0 ) г (5) + 1 (8 ,8о )г(5)}/5 = л^(5о ), ̂ 0 Е [-1,1], 5 = ё / / (5)-1
где

К ( 8 , 80) = ----------1-------
8 -  80 2̂ 0

п1 а0 а1 + т 1 а2 т2 а0 а2 п2 а0 а0 а1 + п2 Ъ^а1

^ (8,8о) = -  ̂ 2

/ 1(8, 8о) / 2(8, 80) / з (8, 80) / 4(8, 8о) / 4 (8 ,80)

п1 а1 + т 2Ъ0 а1 а 2 + п2 а0Ъ0 а{ п2 а0 а1

/ 1(8,80) а1 Ъо/з(8,8о) а1 Ъ0/ , ( 8 , 80) / 4(8,80)

/ 1(8, 80 ) = ®(8, 80) + 5( 1̂2 -  ̂ 12) + ( 1̂2 80 -  1̂2 8) С08 а ,
/ 2 (8, 80 ) = ®(8, 80 ) + 5(Д 22 -  1̂2 ) + (^ 2280 -  1̂28) С0® а ,
/ 3 (8, 80 ) = ®(8, 80) + 5(Д22 -  Д22) + (Д2280 -  Д228) С°8 а
/ 4 (8, 80 ) = Ю(8, 8о ) + 5(д 12 -  Д 22 ) + (Д1280 -  Д 228) С0® а ,
Ю(8, 8о) = (8 -  8о)81П а  , ^(8о) = - I  — -̂--- 2 ; 

а2(д 22 -  Д 22 )
Условие однозначности смещений записываются в виде:

1
I Г (8)ё8 = 0 .
-1 (6)

Численное решение интегрального уравнения (5) получим методом механиче
ских квадратур [6].

Решение уравнения будем искать в виде:
г *(8)

г  (8):
7 1 ^

(7)

Для вычисления регулярных интегралов будем пользоваться квадратурной 
формулой Г  аусса-Чебышева [6]

I
/  (8)ё8 П

- Е  /  (8к), 8к = С08
-ц/1 -  82 п  к=1

а для вычисления сингулярного интеграла формулой:
г  *(8)ё8 П п  г  *

2к  - 1 
2п П (к = 1, п),

= - Е -
-ц/1 -  82 (8 -  80т ) п к=18к 80т

, Гк = Г (8к ), 80т = С08
^пт  ^

V п  У

(8)

(9)

Применив квадратурные формулы (8) и (9) к уравнению (5) и интегралу (6)
придем к системе алгебраических уравнений для неизвестных постоянных гк :

(гк1а +т -  Гк2ект )=Ф1
п к =1
1 пЕ(гк1ркт + Гк2а кт )~ ф2
п к=1

(10)

Е  Гк1 = 0, Е  Гк 2 = 0т  = 1, п  - 1
к=1 к=1

+ = -  [К(8к, 80т ) ± ^ (8к , 80т )], Ф = Ф1 + ф̂2.где Гк1 + 1Гк2 = гк , а кт п
После решения этой системы уравнений можно вычислить коэффициенты ин

тенсивности напряжений у концов трещины [6]
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=± р 41  к  ± С082 а + Т  ± 81П2 а -  ^ ± 81п2а] 
\к2± =± р 41  (Т  ± -  к  ± )со8 а 81п а -  ^ ± С082а] (11)

где к ± = Ке{/[122г*(± 1)-(^22 -Д 22)̂ *(±1)]},Т± = Ке[1г*(±1)],
1 П

8  ±= Ке{/|122 г ̂ (±1) -  (Д12-Д 22)г  ̂ (±1)]}, г ̂ (1) = ^ Е  (-1) кг*ад

1 п  . -̂к+п * ■ ( 2к  -  1 ^Г (-1) —  Е (-1)к^"г,гд
п к=1 4п

Пк=1
п

2к - 1 
4п

-п

у
Верхний знак относится к правому концу трещины, а нижний -  к левому.

Таблица 1.
Коэффициенты интенсивности напряж ений (к  ̂ / р ^ 1 )

а
е11 , е12 4., 10. 4., 10. 4., 10. 1.1, 8. 1.1, 8. 1.1, 8.

е22 , е21 2., 9 1.4, 7. 1.1, 8. 4., 10 1.4, 7. 2., 9.

к1- 0.77 0.71 0.73 0.83 0.72 0.80

45 2 к:+ 0.99 0.79 0.71 0.90 0.78 0.96

к  2- -0.027 -0.059 -0.039 -0.018 -0.053 -0.024
к  2+ -0.033 -0.061 -0.038 -0.024 -0.051 -0.026

к1- 0.70 0.67 0.69 0.72 0.66 0.71

45 3 к:+ 0.75 0.69 0.74 0.71 0.67 0.73

к  2- -0.02 -0.050 -0.033 -0.0032 -0.040 -0.090
к  2+ -0.02 -0.056 -0.035 -0.0038 -0.039 -0.010

к1- 0.46 0.45 0.44 0.50 0.45 0.47

30 2 к:+ 0.47 0.70 0.48 0.69 0.53 0.38

к  2- 0.20 0.14 0.17 0.24 0.16 0.22
к  2+ 0.21 0.23 0.18 0.33 0.18 0.17

к1- 0.58 0.55 0.56 0.61 0.55 0.59

90 2 к:+ 0.61 0.57 0.58 0.66 0.67 0.67

к2 0.74 0.69 0.70 0.71 0.63 0.68
к2+ 0.78 0.71 0.74 0.80 0.72 0.80

В таблице приведены значения коэффициентов интенсивности напряжений, 
вычисленных по формулам (11) в зависимости от ориентации трещины, расстояния 
до линии раздела и соотношения упругих постоянных

е | 1) е (1') Е (2') е (2')
е11 = т̂ п) , е12 (1) , е22 = ^ (9) , е21Е (1 ^  12 Гг (1 ^  22 Е ( 2 ^  21 Г  (2)^ 2  '-̂ 12 ^ 2  '-̂ 12

При некоторых значениях этих параметров коэффициенты интенсивности
напряжений принимают отрицательные значения. Такого рода эффекты наблюдают
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ся при решении других задач, например, задачи о трещине в упругой полуплоскости 
[6]. Следует иметь в виду, что такие величины самостоятельного значения не имеют, 
поскольку в этом случае необходимо решать задачу в постановке, учитывающей 
контакт берегов. Однако отрицательные значения к  в силу линейности задачи могут 
быть использованы для суперпозиции некоторых видов нагрузки, при действии ко
торых суммарное значение к  положительно
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М Е Х А Н И Ч Е С К И Е  П А Р А М Е Т Р Ы  Ш И Р О К О П О Л О С Н Ы Х  
У Л Ь Т Р А З В У К О В Ы Х  М И К Р О -Н А Н О А К Т Ю А Т О Р О В

Сунка В .Я ., Колешко Л .А .

с1а55 а / Ь а п ё  и11га50п1с ш1сго -  папоас1иа1аг5 м>иН гпсгеа̂ её и1аЫи̂ у а/рагаше1ег5 м>а5 
а//егеё Ьу аи1Иоп\ Ои1ри1 шескап1са1 рагаше1ег5 аге 5ком>п а̂  ге5и115 о/ сошри1ег 51ши1аНоп апй ехрег1- 
шеп1а1 ехр1огаИот\

В настоящее время на фоне интенсивного развития микроэлектроники, заметно 
некоторое отставание в создании исполнительных элементов мехатронных систем. В 
частности, задача создания высокоточных и миниатюрных актюаторов линейного и 
ограниченного углового перемещения весьма актуальна. Не менее значима актуаль
ность и в разработке высокоточных, безредукторных приводов. В наибольшей мере 
указанным требованиям могут удовлетворять пьезоэлектрические исполнительные 
элементы (ПЭИЭ). Сюда можно отнести пьезоактюаторы (ПА) и пьезомоторы (ПМ). 
П Э И Э  имеют уникальную совокупность положительных свойств: малые размеры, 
высокая разрешающая способность, широкий диапазон рабочих частот, значитель
ные выходные усилия, отсутствие внешнего электромагнитного поля, широкий тем
пературный диапазон, достаточная надежность. П А  имеют простую конструкцию и 
работают на основе обратного пьезоэффекта. Необходимое перемещение достигает
ся за счет деформации пьезоэлемента при подаче на него электрического напряже
ния. Конструктивно пьезоэлементы выполняются в выде отдельных пластин или 
составного блока: секционного монолитного, склеенного составного и составного 
упругоподжатого пьезопреобразователя. П А  обеспечивает перемещения до десятков 
и сотен микрометров с нанометрической точностью.

Основной недостаток существующих ультразвуковых актюаторов заключается 
в существенном изменении выходных параметров (усилие, амплитуда и скорость пе
ремещения) вследствие изменения резонансной частоты узкополосной механической 
ультразвуковой колебательной системы (УЗКС) при переменном воздействии раз
личных дестабилизирующих факторов (температуры, усилия прижима, шероховато
сти контактирующих материалов, старения и т.д.). Повысить стабильность выход
ных параметров ультразвуковых актюаторов возможно методом расширения полосы 
пропускания их амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) [1.2] выходных меха
нических параметров.

Данный метод реализуется с помощью электрических пассивных и активных 
цепей, включаемых между выходом генератора и входом УЗКС и образующих с ней 
систему электромеханически связанных контуров (ЭМСК).

В статье исследованы параметры широкополосных микроактюаторов в зависи
мости от параметров входных электрических цепей и конструктивно
технологических параметров исходной узкополосной УЗКС. Основу широкополос
ного ультразвукового микроактюатора (рис. 1) составляют: узкополосная УЗКС, 
включающая излучающую пьезоэлектрическую 1 и отражающую 2 пластины, вол
новод 3; компенсирующая индуктивность Ьк 4 с ее активным сопротивлением Кб ; 
корректирующая емкость Ск 5 и источник питания Ег 6. В качестве излучателя ис
пользовалась пьезокеримика Ц Т С -19 диаметром 5 мм и толщиной 1 мм со статиче
ской емкостью Сэ = 1000±25 пФ при величине пьезомодуля з̂з =3.3 10-10 Кл/Н. В ка
честве волновода могут использоваться формы образующей: однородный цилиндри
ческий или прямоугольный стержень одинакового сечения по его длине; цилиндри
ческие формы коническая (при коэффициенте усиления амплитуды колебаний на
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излучающем торце N=2,25 и 4,58), экспоненциальная (N=5; 10 и 15) и катеноидаль- 
ная (N=5; 10 и 15) (рис. 1). В зависимости от формы волновода используют пьезоке
рамическую пластину прямоугольной или дисковой формы. В настоящей статье 
рассматриваются волноводы только конической, экспоненциальной и катеноидаль- 
ной формы с указанной величиной коэффициента N. Исходная узкополосная УЗКС 
имела резонансную частоту продольных колебаний /р ~ / 2 ~420 кГц. Величина меха
нической нагрузки 2̂н на торец волновода 3 (рис. 1) изменялась от нулевого до мак
симального значения 1000 Нс/м. Величина механического параметра ^ (амплитуды 
перемещения, скорости колебаний) на торце волновода определялась через коэффи
циент электромеханического преобразования К  эр по выражению К  эр • Пп , где Пп
-  электрическое напряжение возбуждения пьезопреобразователя УЗКС. Расчет вели
чины К  эр производился с помощью ЭВМ  с использованием полной шестиполюсной 
эквивалентной схемы замещения реальной исходной УЗКС и параметров присоеди
ненных реактивных Ь  к , С  к и активных Кб цепей регулирования полосы пропуска
ния. Величина коэффициента К  эр определялась по выражению

Кэр = А 11 X  н +А 1 2 , (1)
где А 1 1 , А 1 2  -  коэффициенты полной обобщенной матрицы шестиполюсной эквива
лентной схемы замещения УЗКС [3].

Величина электрической добротности ^э ,  подключаемой компенсирующей ин
дуктивности Ь  к, изменялась при расчетах от 10 до 500, т. е. охватывала все возмож
ные значения добротностей реальных электрических пассивных и активных филь
тров.

Типичные А Ч Х  механического параметра (величины Кэр) приведены на рис. 2. 
Зависимость 1, соответствует А Ч Х  исходной узкополосной УЗКС, а зависимость 2, 
получена при значении подключенной индуктивности

ь  к = Ько = (4̂ Л2 -С э ■ /р2)-1 (2)
и является существенно неравномерной в широкой полосе частот /п = /з -  / 1 при ко
эффициенте электромеханической связи Кс > 0,05 [3].

Рис.1. Широкополосные микроактюаторы 
М ЭМ С

К-эр,

м-В/с

N 1̂
Уэрз
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/  ,
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2
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Гу /2 Г Т
Рис. 2. А ЧХ коэффициента электромеханиче
ского преобразования исходной (1) и широкопо
лосных УЗКС (2-4) микроактюаторов МЭМС

Зависимости коэффициента К эр на частотах связи / 1 и / 3 от величины под
ключенной индуктивности Ьк и механической нагрузки 2н для УЗКС с катеноидаль- 
ным волноводом (N = 5) приведены на рис. 3. Независимо от формы волновода об
щие закономерности таких зависимостей следующие. С ростом полосы пропускания 
(увеличение значения Ь  к) величина коэффициента К эр уменьшается. Увеличение 
механической нагрузки Xн и уменьшение электрической добротности ^ э также сни
жает значение К  эр (рис. 3). Между величиной ширины полосы пропускания /п = /з -  

/ 1 и величиной коэффициента К эр существует практически линейная зависимость,

122



чем шире полоса тем меньше значение коэффициента К  эр. Увеличение добротности 
^ э  с 10 до 500 при узкой полосе пропускания приводит к росту коэффициента К  эр в 
30-40 раз, а при широкой полосе пропускания /п =40-50 кГц (Ь ко= 0,15 мГн) коэффи
циент К эр увеличивается в 20-30 раз (зависимость 1-4).

Характерно, что зависимость коэффициента К  эр от механической нагрузки 2  н в 
сильной степени определяется формой волновода и величиной его коэффициента 
усиления N. Чем больше значение Ы, тем больше и изменение коэффициента Кэр. 
Среди трех форм неоднородных волноводов наиболее устойчивы при изменении ме
ханической нагрузки 2н широкополосные ультразвуковые микроактюаторы с кони
ческим волноводом. Для тех же значений Ы, 2н и ^ э  в широкополосной УЗКС с экс
поненциальным или катеноидальным волноводом изменение величины коэффициен
та К эр в 1,5-2 раза больше, чем при использовании конического волновода. Это об
стоятельство необходимо учитывать при проектировании и эксплуатации П А  и не 
стремиться к высоким значения коэффициента N  (реально величина N  должна нахо
диться в пределах N  = 2-5.

Чрезвычайно важной особенностью широкополосных УЗКС на системе ЭМСК 
является то, что чем шире полоса пропускания тем стабильнее механические коле
бания при воздействиях механической нагрузки на торец волновода и дестабилизи
рующих различных факторов эксплуатации (зависимости 5-8, рис. 3). В целом при 
полосе /п = 40 -  50 кГц (Ько = 0,15 мГн) стабильность механических параметров в 
15 -  20 раз выше, чем в исходной узкополосной УЗКС (/п = 1,0 -  1,5 кГц (Ь к=0 
мГн)). Для всех широкополосных УЗКС с различными волноводами чем меньше ве
личина электрической добротности ^ э ,  тем выше стабильность механических коле
баний. Однако при этом уменьшается энергетический к.п.д.

С ростом ширины полосы пропускания (увеличение Ь  к) А Ч Х  механических па
раметров (амплитуды перемещения, скорости и коэффициента К эр) приобретает М- 
образный (двухгорбый) характер с минимумом указанных значений на частоте связи 

/ 2 (зависимости 2,3, рис. 2). Основным параметром таких А Ч Х  является неравномер
ность выходных параметров в полосе пропускания, определяемая как, например, от
ношение величин коэффициента К эр1 или К  эрэ на частотах связи / 1 или /з к коэффи
циенту Кэр2 на частоте связи /2

А  = 20-1§ (Кэр1 / Кэр2)=20-1§(Кэрз / Кэр2). (3)
Проведенный анализ неравномерности а А Ч Х  механических выходных пара

метров рассматриваемого круга широкополосных УЗКС микроактюаторов позволяет 
сделать следующие выводы. Неравномерность А Ч Х  повышается с увеличением ши
рины полосы пропускания и увеличением добротности электрического контура, с 
одновременным уменьшением спектральной эффективности преобразования элек
трической энергии в механическую в заданной полосе частот.

Для УЗКС с ^  э =10-30 при полосе /п =15 -  30 кГц величина а ~ 0 так, как в 
данном случае получают А Ч Х  механических колебаний с одним экстремумом (мак
симумом) на частоте связи /2. Многочисленные эксперименты показали, что для ка
чественной работы П А  необходимо в полосе используемых частот иметь величину 
неравномерности а < 3-5 дБ. При использовании УЗКС с различной формой волно
вода величина а слабо зависит от коэффициента N  в режиме холостого хода (2н ~0). 
Если же на торец волновода воздействует нагрузка (2н ф 0), то характер зависимости 
а = г(/) определяется формой образующей волновода. Наибольшая равномерность 
А Ч Х  присуща УЗКС с коническим волноводом. Так, при увеличении механической 
нагрузки 2н до 1000 Нс/м неравномерность изменяется на (15-20) %, что в 2,5-5 
раз меньше чем в УЗКС с экспоненциальным или катеноидальным волноводом (за
висимость 1,5,6, рис. 4). При увеличении механической нагрузки изменение нерав
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номерности а происходит за счет уменьшения коэффициента связи К  эр на частотах 
/1 и Уз.

При 2н = 1000 Н  с/м для УЗКС с добротностью ^ э  > 250 величина а уменьша
ется на ~50% (зависимость 1,2, рис.4), а при ^ э  < 100 величина а уменьшается до 25 
% (зависимость 3,4, рис.4). В УЗКС с коническим волноводом зависимость нерав
номерности А Ч Х  при воздействии нагрузки I  н очень слаба (5 -  10 %) и несколько 
повышается при увеличении коэффициента N. Зависимость а = 8 {Ы, 1н) очень силь
но выражена для УЗКС с экспоненциальным и катеноидальным волноводами (зави
симость 5,6 рис. 4). Для УЗКС с последними волноводами при нагрузке I н > 300 
Нс/м форма А Ч Х  механических колебаний изменяется столь сильно, что превраща
ется с двугорбой в одногорбую, причем чем больше величина Ы, тем при меньшей 
величине нагрузки I  н двугорбая широкополосная А Ч Х  приобретает форму одногор
бой А Ч Х.

кополосной УЗКС с катеноидальным волново
дом от величины индуктивности 

Ьк1,5;2,6;3,7;4,8- дэ=500,100,50 и 10; 1-4- 2н 
=0, 5-8 - 2н =1000 Н-с/м

скорости широкополосных ПА с экспо
ненциальным волновводом от величины 2 „. 

1,5,6;2,3,4 - 0э=500,100,50 и 10; 1-4- 
N=5; 5-Ы=10 и 6-Ы=15

Из приведенного выше анализа для широкополосных УЗКС пьезоэлектриче
ских микроактюаторов можно предложить следующие методы коррекции {повыше
ния) равномерности А Ч Х  выходных механических параметров в полосе пропуска
ния.

1. Введение в цепь первого электрического контура системы ЭМ СК последова
тельно с индуктивностью Ьк активного сопротивления Кб, определяемого по выра
жению

К  б = {2̂ П̂  I  ко-/2 )/{/2 //п). (4)
При использовании данного метода полоса пропускания /п  остается неизмен

ной, а равномерность повышается при увеличении сопротивления К б за счет одно
временного уменьшения величины К эр только на частотах связи / 1 и / з при постоян
ной его величине на частоте /2. Недостаток данного метода -  низкий к.п.д. из-за по
терь электрической мощности на активном сопротивлении К б сравнимом с сопро
тивлением излучения УЗКС. Кроме того, амплитуда механических колебаний широ
кополосной УЗКС меньше, чем в исходной узкополосной без дополнительного под
ключения компенсирующей индуктивности Кк = Кко.

2. Суть данного метода регулирования равномерности А Ч Х  выходных пара
метров состоит в дополнительном введении параллельно пьезопреобразователю
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УЗКС корректирующей емкости С к (рис. 1), величину которой выбирают по выра
жению

Ск = (1/ (4-п2 -Сэ ■ /р2)-1 - Сэ. (5)
При противоположных изменениях величин Ск и Ьк возможно регулировать 

форму А Ч Х  выходных механических параметров за счет корректировки коэффици
ента электромеханической связи Кс. В этом случае, с уменьшением величины ком
пенсирующей индуктивности Ьк и увеличением корректирующей емкости Ск полоса 
пропускания уменьшается при одновременном увеличении значения коэффициента 
К  эр (зависимость 4, рис. 2). При малых значениях компенсирующей индуктивности 
Ь к < (0,05-0,25) Ько величины выходных механических параметров существенно 
увеличиваются по сравнению с аналогичными параметрами узкополосной исходной 
УЗКС. Например, при ^  э ~ 30-50 теоретически и экспериментально получено увели
чение механических параметров в 3-4 раза, при этом и полоса пропускания / п также 
увеличилась в 3-4 раза. Равномерность А Ч Х  в полосе пропускания таких широкопо
лосных УЗКС микроактюатров легко регулируется и находится в пределах а < 0,5-2 
дБ. Увеличение выходных механических параметров при одновременном и расши
рении полосы пропускания обусловлено следующими обстоятельствами. В системе 
ЭМ СК УЗКС образуется резонанс электрических напряжений, а значит на парал
лельно соединенных С  к и С  э (т.е на электродах пьезокерамического преобразовате
ля) электрическое напряжение увеличивается в несколько раз по сравнению с 
напряжением источника питания Ег (генератора). Безусловно спектральная мощ
ность, потребляемая широкополосным П А  от источника, равномерна в заданном ча
стотном диапазоне.

3. Третий метод регулирования равномерности в полосе пропускания обуслов
лен изменением величины пьезомодуля пьзокерамического преобразователя, т. е. 
изменяем величину коэффициента электромеханической связи К с механического и 
электрического контуров системы ЭМСК. Собственно, изменение величины Фк при
водит к адекватному изменению эквивалентной механической емкости С  м пьезопре
образователя. Уменьшение величины пьезомодуля Фзз от 3,3 10-10 до 0,4710-10 Кл/Н 
ведет почти к линейному уменьшению полосы пропускания /п (рис. 5,б) системы 
ЭМ СК микоактюатора и соответственно к уменьшению величины неравномерности 
а (рис.5,в). Величина коэффициента электромеханического преобразования К эр с 
уменьшением пьезомодуля увеличивается на 10-50 % и тем больше, чем уже исход
ная полоса пропускания УЗКС (рис. 5,а). Этот неожиданный результат (ибо хорошо 
известно, что величина механических выходных параметров пьезопреобразователей 
прямо пропорциональна величине пьезомодуля можно объяснить следующим 
образом. Действительно, уменьшение пьезомодуля ведет к соответствующему 
уменьшению механических выходных параметров. С другой стороны, уменьшение 
пьезомодуля Ф33 ведет к сужению полосы пропускания (рис. 5,б), а значит к повыше
нию значения коэффициента К эр на частотах связи / 1 и /з .  Второе условие является 
доминирующим, вследствие чего величина механических параметров и увеличива
ется частотах связи / 1 и /3 при уменьшении пьезомодуля Ф33 и приемлемой (задан
ной) величине неравномерности а. Большее изменение величины коэффициента К эр 
при уменьшении пьезомодуля Ф33 имеет место при узкой полосе пропускания /п < 
1,5 кГц (рис. 5,а, зависимость 1,2).

Приведенные на рис. 2-5 графики позволяют в зависимости от конкретного 
технологического процесса использования микропьезоактюатора оптимально скон
струировать их УЗКС, выбрать необходимую величину компенсирующих и коррек
тирующих элементов Ь к, Кб, Ск и величину пьезомодуля Ф[к с целью получения ши
рокополосной А Ч Х  выходных ме-ханических параметров. Из сравнения рассмот
ренных трех методов регулирования неравно-мерности А Ч Х  выходных механиче

125



ских параметров широкополосных микроактюаторов для создания микроперемеще
ний изделий второй метод (одновременное противоположное изменение величин ре
активных элементов Ьк и Ск) со всех точек зрения является безусловно самым 
предпочтительным. В некоторых практических случаях применения широкополос
ных пьезокерамических микроактюаторов возможно и комбинированное использо
вание трех методов, но с возможно меньшей величиной активного резистора Кб для 
второго метода.

а)

Рис. 5. Зависимость коэффициента Кэр (а), ширины полосы пропускания/п (б) и неравномерности а 
(в) от величины пьезомодуля ёзз для широкополосной УЗКС с коническим волноводом (N=4.58) при 

2н =0, дэ =50 и 1;2;3;4;5- Ьк / Ько=0,01;0,05;0,1;0,5 и 1,0

При этом ширина полосы пропускания /п ультразвуковых микроактюаторов 
должна, по крайней мере, в 3-4 раза превышать возможный уход резонансной часто
ты исходной узкополосной УЗКС при воздействии дестабилизирующих факторах их 
эксплуатации. В этих условиях использование широкополосных микроактюаторов 
будет весьма плодотворным.
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Ьа515/оПо̂ гпд аирроиШопа апй ёе1егт1пеё согге1аНот’: к̂еП ’а’ 1к1ппе55, Кггскко//’̂  куро1ке515, Викате1- 
Ыеитапп’5 1а  ̂/ог 1етрега1иге а1геаа, Роиггег’а кеа! 1гапа/ег 1а̂ , едиа1-а1гопд сгНеггоп, апй едиаНоп о/ 
аке11а Нпеаг 1кеоту. Баага ресикатШеа о/ аке11а а1га!п-а1геаа а1а1е м>Ик едиа1 а1га1п 1п1епаИу оп ех1егпа1 
1ауега аиг/асеа аге геуеа1ей Ьу питег1са1 йес1а1оп о//огти1а1её попкпеаг Ьогёег 1аак.

Проектированию упругих равнопрочных слоистых оболочек вращения без уче
та термосиловых воздействий посвящены работы [1-7]. Выявлены особенности по
ведения и эффективность по весу или стоимости рассмотренных оболочек по срав
нению с эталонными оболочками. Показано, что в результате решения задачи проек
тирования равнопрочных оболочек не всегда возможно удовлетворение всех клас
сических граничных условий в рамках теории оболочек Кирхгофа-Лява. Поставлена 
и решена задача проектирования двухслойной упругой равнопрочной эллипсоидаль
ной оболочки с варьированием поверхности спая слоев. Полученные решения свиде
тельствуют о расширении возможностей удовлетворения всех классических гранич
ных условий оболочек. Из полученных решений также следует, что с варьированием 
поверхности спая слоев сохраняется основное свойство равнопрочных проектов -  
условие равнопрочности (условие текучести Мизеса) на внешних поверхностях сло
ев влечет выполнение этого условия по всему объему при определенном выборе ма
териалов слоев оболочки.

В настоящей работе исследовано напряженно-деформированное состояние 
слоистых эллипсоидальных оболочек вращения в условиях термосилового воздей
ствия и выполнения критерия равнопрочности на внешних поверхностях слоев. По
казано, что конструктивная неоднородность, нормальная анизотропия, непрерыв
ность теплового потока и разрывы напряжений при постоянной положительной тем
пературе на внешних поверхностях слоев ведут к возрастанию, а при отрицательных 
температурах на внешних поверхностях слоев -  к уменьшению интенсивностей 
напряжений на поверхности спая слоев по сравнению с интенсивностями напряже
ний на внешних поверхностях слоев оболочки.

Рассмотрим двухслойную осесимметрично нагруженную эллипсоидальную 
оболочку вращения в системе координат 0 и ф, направленных вдоль меридиана и 
параллели отсчетной поверхности, соответственно, и координатой г , совпадающей 
с внешней нормалью к той же поверхности. Первая квадратичная форма отсчетной 
поверхности:

ё12 = ^02 + 81П2 0 ^ф2, (1)
где -  длина линейного элемента, 0 -  угол между внешней нормалью и осью вра
щения,
ф -  угол между текущим и начальным меридианными сечениями, К1 = К0 и 

К2 = Кф -  главные радиусы кривизны отсчетной поверхности оболочки.
Главные кривизны к1 и к 2 определим из выражений:

* Работа выполнена при поддержке РФ Ф И  (проект 07-08-00152-а) 
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=  —  (зхп2 0  +  Ъ1 С082 б )3̂2, к2 =  —  (зхп2 0  +  со82 0 ^̂ 2
аИ аИ

(2)

Здесь
кг = кгн 0, кг = V Гг, Гг = К ^ Н 0, а к = а|Н о , Ъа = Ъ1а  , 

где а и Ъ -  горизонтальная и вертикальная полуоси эллипса, 2 Н 0 -  постоянная
толщина эталонной оболочки, служащей для сравнения с ней рациональных проек
тов оболочек при одинаковых геометриях, нагружениях и опираниях.

Оболочка выполнена из двух ортотропных слоев: внешнего (первого), 
Н 0 < г < , и внутреннего (второго), -  2 2 < 2  < Н 0, 2 = Н 0 (0) -  задаваемая аппли
ката поверхности спая слоев до отсчетной поверхности, 1-̂  = Н 0 + Н^, 1 2 = Н 2 -  Н 0, 
Н^ и Н 2 -  толщины слоев, Н  = Ну + Н 2 -  полная толщина оболочки. Механические 
характеристики материалов слоев предполагаются различными: Еу(̂ к̂) -  модули 
упругости; V(к), У 12(к), V21(к) -  коэффициенты ортотропии; а ,(к) -  коэффициенты 
линейного теплового расширения, (I, к  = 1,2 ). Предположим, что геометрической 
нелинейностью можно пренебречь.

Уравнения равновесия оболочки [4]:

к1 ^  (ГПп)
а0

-  п22 С08 0 + г(к1ц1 + д0 ) = 0, ку ^  (гд1) 
а0

-  г (к1п11 + к2п22 -  Чп ) = 0

Здесь

, ё(гшуу) ^
к1 —̂— —  - т 22 С080 - 2г^1 = 0.

ё0

пи = 1 ^ 0 , т п = М п1М 0, 41 = ^ 1 |^ 0 , 40 = 401Чо, 4п = ЧпЫо,
Г = г2 81п 0, N 00 = о̂о = 2^0Н 0, М 0 = ^0 Н 0 , Ч0) = 2^ 0 ,

(3)

где N^^,Муу и ^ 1 -  усилия, моменты и перерезывающая сила, а0-  предел текучести 
эталонной, д0 и дп — меридианная и нормальная нагрузки оболочки.

Деформации и изменения кривизн к  ̂ отсчетной поверхности:
, ёи  ,

^01 = к1~!а + к1^, 0̂2ё0
и С08̂  , , ёЬ-------- + к2̂ ,  К1 = к ^ ~ ,  К2

ё 0
С08 0

Ь, Ь  = к1
у

и - -
V

ё ^
ё0 (4)

г  ё0 г
Здесь

к, = Н 0к ,, и = и 1 Й 0 , ^  = ^ Й 0 , 
где и  и Ж -  меридианное и нормальное перемещения.

Введем вектор-столбцы напряжений 0(к), деформаций е0, изменений кривизн
к , усилий п  , моментов Ш и коэффициентов линейного теплового расширения а(к):

/ й ' ' '
(*̂ 1(к), 2̂(к) ) , 0̂ = (̂ 01, ^02 ) , к = (к1, к2 ) , п = (п11, п22 ) ,

*0 21
а,(к)

' ( Г ‘‘А
т = (т11, т 22 ) ,  а ( к) = (а1(к), а 2(к) ),2 п  = | а (2)ёг  + | а(2)ёг

- г2 *0
*0

т I  а(к)2ёг + I  а(1)2ёг  ̂ 2 = 2 Н  0, = Н ^ Н 0, к0 = Н 01 Н 0,
- г2

21 = ! Н 0, аг(к) = (к)1 а0, ( '̂,к = 1,2),
где 5̂.(к) -  главные напряжения в к  -  м слое.
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Полагая, что при деформировании каждого слоя выполняется закон Дюамеля- 
Неймана и что вследствие малости полной толщины оболочки распределение темпе
ратуры по координате 2 может быть с достаточной степенью точности аппроксими
ровано кусочно-линейным распределением, будем иметь:

= А(к) [̂ 0 + -  а (к)Т(к) .1 Т(к) = Т1(к) + (2 -  )^2(к), (5)
+;

а,(к) (к П'̂ о
2п = \_А(У)(2! — ̂ 0 ) + А(2) (22 + ̂ 0 )] ̂ 0 + (У2)[А(1) (^1 + 2^0^1) — А(2) (^2 — 2^0^2 ).|К + 2п1 ,

\кУ  (к)_ 
-0

(6)
Зт = (з 2̂)[а (1) (^1 + 2^0^1) А(2)(^2 2^0^2).̂ (

+ {А(1) [(̂ 0 + ̂ 1)3 -  0̂] + А(2) [̂ 0 -  (̂ 0 -  2̂ )3 1}̂  + Зт{ ,
+

(7)
Здесь

= (п1И. п22г ) . т г = (т 11Г. т 22Г )
2п( = (Т1(1)̂ 1 + 2̂(1)̂ 1 /2)А(1) а(1) (Т1(2)̂ 2 2̂(2)̂ 2 /2)А(2) а (2)

т . ■ А(2)а (2) Т1(2)([71(2)(22 ^0)/2 + 2̂(2)̂ 2 (3̂ 0 2^2)/б]
— А(1) а(1)[71(1)( 21 — ^0)/2 — 2̂(1) ̂ 1 (3̂ 0 + ^!)/б1,

А(к) = (Ду (к) )- ( '̂, 7 = 1,2), А11(к) = е1(к)/~(к),
А12(к) = е1(к)̂ !2(к) /^ (к ), А22(к) = е2(к)/^к , А21(к) = А12(к), 

ег(к) = Е 1(к)1 а0,^(к) = 1 - !̂2(к)̂ 21(к), ^2(к) = Т2(к)Н 0 ,
где Т 1(к) и Т2(к) -  коэффициенты кусочно-линейного распределения температуры по
толщине оболочки.

Для исследования температурного поля в слоистой оболочке примем следую
щие допущения.
1) Тепловые потоки из одного слоя в другой равны, то есть с учетом закона Фурье

1̂§гай„Т(1) = X 2§гай„Т(2), (8)
где Х1 и X 2-  коэффициенты теплопроводности первого и второго слоя, п  — нор
маль к поверхности спая.
2) Температура изменяется непрерывно на поверхности спая слоев, что приводит к 
равенству

Т1(1) = Т1(2) (9)
3) На внешних поверхностях температурное поле задано, то есть

Т1(1) + 1̂̂ 2(1) = Т1(0), Т1(2) + 1̂̂ 2(2) = Т2 (^) (10)
На основании допущений (8) -  (10) получим дифференциальное уравнение для ко
эффициента Т1(1) и алгебраические равенства для остальных коэффициентов распре
деления температуры

й Т1(1)

где

Р  =

йе + РТ1(1) = б , Т11(2) Т 1(1), 2̂(1)
Т1 -  Т11(1)

1̂ 2(2)
Т  - Т  ''2 ''1(1) (11)

(Х 2 - Х 1)к1
' X , + Х  2 '̂

И, Л2 б  =
'  Х,Т, + X 2Т 2  ''

И, И у 'дв=к.(Х 2 - Х 1)к1
в -  угол между нормалями к поверхности спая и отсчетной поверхности.
Из уравнения и равенств (11) нетрудно получить выражения для коэффициентов в 
частных случаях.

Если 008 в ~ 1, 81П в ~ 0, то
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Т  2Т2̂ 1 +^1Т1̂ 2 т — Т  / — ^ ^ 2 )  ̂ _ 1̂̂ 2(1)
_ Х.Ъ, + Х ,к2 ' т‘(2) _ Т‘(‘ ) ' 2(1) _ ^2А, +Х,Л2 ’ ' 2(2) _ Х 2 ■

В другом частном случае, когда ^ 1 —X2, получим
_ Т1̂ 2 + Т2 ̂ 1

(12)

Т _  Т  _- Т1(2) Т1(1)
Т1 -  Т2/ _ / _ —1----2-2̂(2) 2̂(1)Л1 + к2  ̂ ^  Л1 + Л2

Критерий Мизеса-Хилла равнопрочного проекта 
2 _ ^1, (^ _ 1), и 2 _ -^2, (^ _ 2), [4]:

2 2 2 т _ а^к)а(к)а1(к) + 2 (̂к)а1(к)а2(к) + С2(к)а2(к) _ Т(к),

на поверхностях 

(13)
где а(к), й(к), С(к), т(к) -  определяемые из эксперимента константы материала. 

Равенства (13) будут тождественно удовлетворены, если принять
а1(к) _ К 1(к) ®к + К 2(к) С0® ®к а1(к )̂

а 2(к) ' К 3(к) С0® ®к -  а2(к) :
(14)
(15)

где
К Ч к)1(к) К

а. 2(к)(к)
(̂к)Т(к) 
а(к) ̂

К 3(к) а(к)Т (к) а 2 2 2
а(к) с(к) (̂к) •

Учитывая соотношения (14) -  (15) и затем закон Дюамеля-Неймана (5), условия рав 
нопрочности (13) можно записать в виде:

\ к+1 —
А(к)а(к) _ 0̂ + ( 1) 2кК а (к)Т(к), (к _ 1,2), (16)

где а(к) _ (а1(к), а2(к)) -  вектор-столбцы напряжений на соответствующих наруж
ных поверхностях слоев оболочки, при этом

Т(к) _ Т1(к) + (-1) к̂̂ 2(к)•
Из равенства (16) получим условия равнопрочности в эквивалентной форме:

Ео _ -  (22А  + 2 1 В  )+е0, к_  (а  -  В ) + к '• (17)
Здесь

0̂ _ [22а(1)(Т1(1) + 1̂̂ 2(1)) + 21а(2)(Т1(2) 2̂̂ 2(2))]/
К _ [ а(1)(Т1(1) + 1̂̂ 2(1)) а(2)(Т1(2) 2̂̂ 2(2))]/^ ,(1) 1(1) 1 2(1)

■ А(1) а(1) + а(1)Т1 , В  _ А (2)а(2) + а (2)Т(2), А(к) _ (Вг(к)'
В11(к) _ А2 2 (к (к ), В12(к) _ А1 2 (к (к ), В21(к) _ В12(к),
А (к) ' А11(к)А22(к) А12(к)А21(к), ^  _ 1̂ + ^2, ( '̂,7 ,к  _ 1,2).

На основании равенства (4), получим условия совместности деформаций:
бе,02 (е01 - е 02 )сгё0-  1̂К2̂ ё0,Г2

бк. :- 1 (К1 -К2 )с1ё0-К21ё0 , 
Г2

(18)б0 г2  ̂  ̂ " б0
Из второго и четвертого равенств (4) следует дифференциальное уравнение для 

определения прогиба ^ :

_ Г1Г2 (к1 (е02 -  к2^) -  К2 )̂ ё0.б0 (19)
Уравнения (3), (18)-(19) и (11) представляют полную систему из семи нелиней

ных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, определяющих 
равнопрочные проекты двухслойных эллипсоидальных оболочек вращения с пере
менными толщинами слоев.
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Для удобства записи полученной системы уравнений введем вектор-столбцы 
искомых функций V = (у1, у 2, Уз, У 4, У 5, Уб, У?)' и правых частей
/  = (Ix , / 2 , /з, / 4 , /5 , /б, //)' , 
где

У 1 =Ю1, У2 =®2, Уз = ^1, У4 = ^2 , У5 = Ч\, Уб = ^ , У? = ^1(1)- (20)
Система уравнений (3), (18) -  (19) примет вид:

4 = / .
60 (21)

Здесь А = {а̂  ^ ), (/, ]  = 1,2,3,4,5,б,7), — матрица переменных коэффициентов, элемен
ты  ̂ которой определяются из выражений:

а1,1 = ^п11 , а1,1+2 = ^п11^к1 + дпп/ + ̂ п11̂ к̂  + дп1^ д̂ /, а 2,1 = ^т11^ш1,
а2,1+2 = ^т11^к1 + дт 1 1 / + ̂ т11̂ к̂  + дт1̂ д̂ /, аз,1 = ЭЮ/,

аз,г+2 = 0̂  ̂ кг,
а4,1 = дк2 ! дю1, а4,1+2 = дк2 ! дк1 , 
а5,5 = 1, аб,б = 1, а77 = 1, (1 = 1,2),

где введены обозначения вектор-строк и вектор-столбцов,

^п11 =

(22)

(  дп11 дп11 дп11 дп11 1 Где 01 де 02 дк1 дк2 ^
^де 01 де 02 дк1 дк2 ] дю,V. ^ дю1 дю1 дю1 )

к/ де01 де02 дк1 дК2 1 = (  дп̂ ! дп11 дп111 дп111 1
 ̂ дк1 д к д к дк, ] , ^п11

[ дТЮ) ’ дТ1(2) д̂ 1(1)
5

1̂(2) ^

= ^ дТ1(1) дТ1(2) Э̂ 2(1) д̂ 2(2) ^
 ̂ д к ^  дк1 ’ д к ^  дк1 ^

(2 з)

Выражение для В т11, В^т 11 получим из выражения (2з) для В п11, В^п 11 заме
ной п11 на да11. Невыписанные элементы матрицы А  равны нулю. Частные произ
водные в выражениях (22) -  (2з) определяются по известным функциям (6) -  (7), (19) 
-  (20), (22), причем вторые и четвертые слагаемые в равенствах (22) вычисляются с 
фиксированными деформациями, изменениями кривизн и функциями распределения 
температуры-

Компоненты вектора правых частей уравнения (21) имеют вид:

/1  = (п22 -  п11 )С̂ 80 - 41 -  Г140 -  / 10, /2  = (Г2 Г2
т.22 т 11 )С^80 + 2г1̂ 1 -  /20,

/з = (̂ 01 -  е02 )а ё 0 -  Г1К2^§0 -  / 30, /4  = (К1 -  К2 )а ё 0 -  К2̂ ё0  -  / 40,Г2 Г2
/ 5 = Г1 (к1п11 + к 2 п22 -  к 2 ̂ 1С̂ ё0), /б = Г1Г2 [к1 (е02 -  к 2 ^ ) - К 2 ̂ ^ё0 ,

/ 7  = ^  Ру 7 - (24)

Здесь

/ 1
д ^  дк дт11 дк0

10 1 ^ ” ^  -С̂ ^ _  ^^"Ч1^'^0 , _с1 _р
■'■./1̂  ./2̂  ^ ^  ./з0дк0 д0 дк0 д0

де02 дк0 + /I  /  =
дк0 д0 + /з0 ’ 40 40 ’

./10 = Р п11Р Т0 + Р п11Р 0 , / 20 = Р т11 Р Т0 + Р т11Р 0 , / з0 = Р 0 (2), / 40 = Р 0 (4) ,

1Э1



Вт^ -

-

/ (4Ти  21(1) ^Т1(2) ё 2̂(1) ё^ Л“ ‘ 2(1) в т - '  Эе0, Эе 0, де 0, де 0, "
^е

V
ёе ёе ёе 9

, ^01;
1дТ.(1) , ЭТ1(2) Э̂ 2(1) Э̂ 2(2) ^

 ̂ Эк, Эк, Эк,- Эк,-  ̂
^дТ1(1) дТ1(2) д̂ 2(1) 2(2) ^

о 1  -  (оТ (1), (2), вТ (3), вТ (4)),

(1) -  ^011^ге, (2) -  ^ 0 1 2 , (3) -  ^к!^*ге, (4) -  ^к2 *̂ге •
В частных случаях /^0 -  0, / - 1,2,3,4. Частные производные дп111 дИ0 и Эда11/ЭЭ0 вы
числим при фиксированных функциях распределения температуры.

Разрешив систему уравнений (21) относительно производных, получим кано
ническую систему дифференциальных уравнений:

А у  _ _ /
—  -  в , Р - ( В „  В „ Рз, В ,, в „  Вб, в ,) •
Ае (25)

Здесь

В1 ^ д (̂ 22В/1 а12В/2 )> В2 ^ д (а11В/2 а21В/1 )> В3 -  д (̂ 22В/3 1̂2В/4 )>А1 Д1

В4 -  д (̂ 11В/4 ^21В/3 )> В5 -  / 5, В6 -  /б, Д1 -  а11а22а->а22 - а12а21,

Д2 -  1̂1 ̂ 22 ^12^21, 1̂1 ^ д (а31̂ 1 + а32̂ 2 + а33Д1Д1

1̂2 -  ^  (а31̂ 3 + а32̂ 4 + а34Д1), 2̂1 -  ^  (а41̂ 1 + а42̂ 2 + а43Д1 Д1 Д1

2̂2 ^ ^ ~ (а41̂ 3 + а42^4 + а44Д1 )’ 1̂ -  а12а23 — а22а13, ^2 -  а21а13 — а11а23,Д1
3̂ -  а12а24 а22а14, 4̂ -  а21а14 а11а24,

В/3 ^ д [(а32а21 а31а22 1/1 + (а31а12 а32а111/2 + / 3Д 1 ̂Д1

В/4 ^ ^  [(а42 а21 — а41а22 1/1 + (а41а12 — а42а11 ')/ 2 + ./4 Д1 Д1
В/1 -  / 1 — а13 В3 — а14В4, В/2 -  / 2 — а23В3 — а24В4, В5 -  / 5, В6 -  / 6, В7 -  /7 •

В рассмотренных частных случаях после исключения седьмого уравнения си
стемы (25) получим систему уравнений шестого порядка. Тогда в равенствах (24)
следует принять /10 -  / 2о -  / 3,0 -  / 40 -  0 •

Естественные граничные условия на краях ( е - е 1, е -  е2 ) оболочки, совпа
дающих с параллелями [4]:

а) свободный край -
п11 -  т 11 -  41 -  0; (26)

б) шарнирный, неподвижно опертый край -
и -  ^  -  т 11 -  0; (27)

в) жесткая заделка -
и -  ^  -  е -  0. (28)

Для изотропных оболочек, закрепленных по одной параллели, граничные усло
вия в полюсе ( е -  0 ) имеют вид:

и -  0 , П22 -  П11, т 2 2  -  тц . (2 9)
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Г  раничные условия (29) получены с учетом симметрии в полюсе.
В результате поставлена двухточечная краевая задача с семью нелинейными 

дифференциальными уравнениями (25) и шестью граничными условиями, представ
ляющими комбинацию условий (26) -  (29), для определения равнопрочного проекта 
неоднородной ортотропной двухслойной эллипсоидальной оболочки вращения.

Рассмотрим, к примеру, граничные условия с шарнирным опиранием (27). 
Первые два условия остаются без изменения. Из них следует, согласно равенствам 
(4), ео2 = О и, в соответствии с первым равенством (17), для определения толщины 
И2 (И1, ю1, ю2 ) получим уравнение:

О , (30).̂ 2 + -̂̂ 2 + В
где

А = (1/С)[,1[Х  2( А1 + Т2 а  2(1) ) + 1̂ ( А2 + Т1а 2(2)) + а 2(1)̂2(2) 2(1) 2(1) *
а  2(2)^2(2)\'

— А1̂ о(^ 2 — ^1) — а  2(1) ̂ 0(^ 2Т2 — ^1Т1 + 2̂(1))),
В  = ( 1̂ / С )[^1^2(В1 + Т2а 2(2)) — В1̂ 0 (^ 2 — ^1) — а 2(2)̂ 0 (^2Т2 — ̂ 1Т1 + 2̂(2)] ,

О  = ^1(А1 + Т^а2(1)) , ^2(1) = ^2(Т1 — Т2), 2̂(2) = 1̂̂ 2(1) /^ 2 ,
А1 = В21(1)К 1(1) ®1 + (В21(1)К 2(1) + В22(1)К 3(1) ®1,

В1 = В21(2)К 1(2) ®2 + (В21(2)К 2(2) + В22(2)К 3(2) )с°® ®2 ,
1̂ = 1̂ + ^0, 2̂ = ^2 — 0̂ .

С учетом равенств (30), (7) и (12), для определения т 11 получим равенство:
т11 = В т11(1) 0̂1 + В т11(3)К1 + В т11(4)К2, (31)

Полагая в равенстве (26) т 11 = 0, получим уравнение:
^ 1(^1, В2, ®1, ®2) = ° .  (32)

Разрешив численно уравнения (30) и (32) относительно к 2 и ю2, граничные условия
на одном краю ( 0 = 01) представим в виде:

■У1 =®1, .У2 =®2(^1, ®1), Уъ = ^1, у 4 = ^2(®1, 1̂), у 5 = 9̂1, у б = °, у7 = Т1(1) . (33)
Здесь величины Л1 и ю1 являются параметрами, в число которых включим также пе
ререзывающую силу ^ 1. На параметры Н1 и ю1 наложим требование положительно
сти Ъу и Ъ2 на краю оболочки 0 = 01.

Существенной особенностью поставленной задачи является отсутствие есте
ственного граничного условия для температуры Т1(1) на поверхности спая слоев.
Расчеты показали незначительную зависимость решения от граничного условия для 
температуры Т1(1) на краю оболочки в интервале [ Т1, Т2] . Поэтому в приведенных
примерах граничное условие для температуры на поверхности спая слоев задано в 
виде

в1(1) = (Ту + Т2) / 2  (34)
Другая особенность задачи заключается в следующем. Если температуры на 

внешних поверхностях равны и постоянны, то из уравнения (11) с условием (34) 
следует независимость решения задачи от теплового потока на поверхности спая 
слоев любой формы и температура постоянна по всему объему слоев оболочки. По
этому в случае одинаковых постоянных температур на внешних поверхностях слоев 
порядок системы снижается на единицу и можно воспользоваться равенствами (12) 
и (34).

Решая численно задачу Коши с уравнениями (25) и граничными условиями (33) 
с учетом равенства (34), определим вес V  и стоимость С  оболочки.
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Относительный по отношению к эталонной оболочке вес V или стоимость с 
неоднородной оболочки определим из выражений:

V = 2^  1  (р1̂ 1 + р2̂ 2)̂ 1̂ 2 81П ^
01

1= Т--- 1  (С1р1̂ 1 + С2р 2̂ 2 )̂ 1̂ 2 «1П 0 ̂ 0,
Р 01

где
02

а. Г • А V ^ рк ск= IГ1Г2 81П0 а0, V = — , с ,  Рк = - ^ , ск = -к , 
0 Vэ Сэ Рэ Сэ

причем рэ и рк -  удельные плотности, сэ и ск -  удельные стоимости эталонной и 
проектируемой оболочек ( к = 1,2 ), соответственно.

Проекты относительных минимальных веса или стоимости определим из ре
шений поставленной задачи Коши варьированием параметров ю1, Л1 и ^1, а также 
коэффициентов а1 и Ъ1 линейного уравнения для поверхности спая слоев

К) = ((Ъ1 -  а1)0 + а102 -  Ъ101)/1 , I = 02 - 0 1.
В приведенных ниже примерах решение задачи Коши получено методом Фельберга 
с делением интервала I на 20000 подинтервалов и контролем точности и устойчиво
сти.

В примерах рассмотрены шарнирно опертые на одном краю оболочки под дей
ствием внешнего равномерного давления с одинаковыми параметрами:

ак = 40, Ъа = 0,5, 01 = 0,092, 02 = п/4, V12(к) = V21(к) = 0,3. (35)
В первом примере рассмотрена двухслойная оболочка, первый слой которой выпол
нен из дюралюминия, а второй -  из стали, с дополнительными к равенствам (35) па
раметрами:

е1(1) = 0,36' 10 , ег(2) = 10 , Т(1) = 1, Т(2) = Т(1)ег(2) / ег(1) = 2,77,
р1 = 0,33, р2 = 1, с1 = 1, с2 = 1, Т1 = 100°, Т2 = 200°.

При таком выборе пределов текучести интенсивности деформаций на внешних по
верхностях слоев равны.

Во втором примере рассмотрена двухслойная оболочка, оба слоя которой вы
полнены из одного материала -  стали, с дополнительными к равенствам (35) пара
метрами:

ег(1) = 10 , ег(2) = 10 , Т(1) = 1, Т(2) = 1, р1 = р2 = 1, с1 = с2 = 1 .
Такую оболочку можно рассматривать как однородную.

Эталонная оболочка выполнена из одного материала, как во втором примере, и 
шарнирно оперта по краям с граничными условиями (27). Нагрузка по допустимой 
величине Т(к) = 1 в какой либо одной точке определена для эталонной оболочки по 
линейной теории упругих оболочек методом ортогональной прогонки и равна 
д„ =-0,0184.
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Рис. 1 Рис. 2

Вычисления проведены с учетом уравнения (11) для функций, характеризую
щих распределение температуры. Зависимости
координаты X = 0 — 0̂  для первой оболочки с температурами на внешних поверхно
стях слоев =100“ и 7̂ 2 =200“ (у = 0,187) показаны на рис. 1 — 2, с температурами 

=-100° и Т2  =-200° (у = 0,249) — на рис. 3 — 4, с температурами7̂  =7̂ 2 =100° 
(у = 0,477) на рис. 5 и с температурами 7̂  =7̂ 2 =-100°(у = 0,398) на рис. 6. Зависи
мости 2^ ,̂2 2̂ ,Ао,и',т^,т^,Т2 от координаты X для второй оболочки с одинаковыми 
температурами на внешних поверхностях слоев 7"̂  = Г2 = 100“ ( V = 0,583 ) показаны
на рис. 7, а с температурами = Г2 =-100“(у = 0,558) —на рис. 8.

Из полученных результатов вычислений можно сделать следующие выводы.
1) Сохраняются затруднения, связанные с выполнением естественных гранич

ных условий и отмеченные в работах [4 —7]. Как правило, при точном выполнении 
граничных условий на одном крае нетрудно выполнить одно из трех граничных 
условий на другом крае оболочки. В примерах достаточно точно выполнено гра
ничное условие -  равенство нулю изгибающего момента (рис. 1 — 6). Равнопрочное 
предельное состояние под действием заданного внешнего давления обеспечивается 
установкой подвижного шарнира вдоль нормали с приложением поперечной силы и 
силы, направленной вдоль меридиана. В частном случае одинаковой температуры на 
внешних поверхностях слоев выполнены граничные условия - равенство нулю изги
бающего момента и прогиба (рис.5), что можно обеспечить установкой подвижного 
шарнира с приложением силы вдоль меридиана. Невыполнение естественных гра
ничных условий приводит к выводу, что напряженно-деформированное состояние 
равнопрочной слоистой оболочки является предельным состоянием упругой слои
стой оболочки с предельными нагрузками, как в жесткопластическом анализе [7].

2) Г  радиенты температур при нагреве внешних поверхностей первой оболочки 
(рис. 1 — 2) ведут к увеличению интенсивностей напряжений на поверхности спая 
слоев более чем в два раза, а с охлаждением внешних поверхностей -  к снижению 
интенсивностей напряжений, за исключением краевых эффектов (рис. 3 — 4). 
Уменьшение интенсивностей напряжений имеет место и при одинаковых темпера
турах на внешних поверхностях несущих слоев первой оболочки с различной интен
сивностью краевых эффектов существенного превышения пределов текучести.

3) Напряженно-деформированное состояние и распределение температуры 
оболочки, за исключением первой оболочки с неодинаковым нагревом (рис. 2) и 
второй оболочки характеризуются немонотонными зависимостями от координаты 
(рис. 4,5,6,7,8).
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4) Для второй оболочки интенсивности напряжений на поверхности «спая» 
2  =  интенсивности напряжений одинаковы (рис. 7,8), в отличие от первой обо
лочки (рис. 2,4). Кроме того, интенсивности напряжений на поверхности спая

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 8

слоев с одинаковым нагревом внешних поверхностей слоев в 2,7 раза превышают 
пределы текучести практически на всей длине оболочки. Следовательно нагрев 
внешних поверхностей слоев может быть причиной разрушения во внутренних об
ластях оболочки.

5) Из полученных решений следует существенная зависимость веса, распреде
ления толщин, интенсивностей напряжений от выбранной формы поверхности спая 
слоев. Принятая простейшая линейная зависимость для меридиана поверхности 
спая слоев не отражает всего многообразия особенностей напряженно
деформированного состояния и оптимизации элементов тонкостенных конструкций 
в условиях термосилового нагружения.

В целом, проведенные численные исследования показывают различный харак
тер влияния температуры на предельные состояния при нагреве и охлаждении внеш
них поверхностей оболочек.
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П О П Е Р Е Ч Н Ы Й  И З ГИ Б  Т О Н К О С Т Е Н Н О Г О  С Т Е Р Ж Н Я  
С П Е Р Е М Е Н Н О Й  П О  Д Л И Н Е Ж Е С Т К О С Т Ь Ю

Косых Э .Г .

Тгап5Уег5е-1ап§Ниё1па1 Ьепёгпд а/ е1аА’Нс 1к1пм>а11её Ьеаш5 м>иН уаггаЫ г1§1ёИу 1 ’̂ сатчйегей. 
Баыпёагу ргоЬ1ет соте 1о 1ке кпеаг АуА’1ет о/ ё1//егепНа1 едиаНот’ м>Ик уаг1аЬ1е сое//1с1еп15. Яе- 
сегуей сотЫпей едиаНот’ о/ едиШЬггит апй Н’ апа1уНса1 ’о1иНоп у1а тоу1пд.

В условиях поперечного изгиба рассматривается тонкостенный стержень с пе
ременной жесткостью при ограничениях, определяемых условиями подобия жестких 
контуров поперечных сечений.

Логика применения дорогих высокопрочных материалов в различных отраслях 
техники и строительства приводит к необходимости применять тонкостенные кон
струкции и в частности тонкостенные стержни. Работу упругих тонкостенных 
стержней исследовал В.З.Власов [1]. Им сформулирована т.н. гипотеза жесткого 
контура, введены понятия секториальных геометрических характеристик, центра из
гиба, построена система разрешающих дифференциальных уравнений и приведены 
решения конкретных задач для стержней постоянного -  не зависящего от продоль
ной координаты контура, а также при толщине элементов контура, постоянной вдоль 
продольной оси.

В настоящей работе исследуется упругий стержень переменного вдоль про
дольной оси контура с учетом изменения толщины стержня по длине.

Деформации малые, определяемые соотношениями Коши

Белорусский государственный университет транспорта

о
ди  ̂ д и ,

- + -
дх, дх^V  ̂ ' У

(1)

Здесь: ( I, ]  =1, 2, 3) -  индексы осей основной системы координат; значение ин
декса "3" соответствует оси " 2 ", т.е. продольной оси; и. перемещение вдоль соот
ветствующей оси.

Вводится криволинейная ось поперечного сечения вместе с соответствующей 
координатой ’  -  это след пересечения срединной поверхности с плоскостью попе
речного сечения. Эта ось имеет в общем случае несколько ветвей, и в нашей поста
новке задачи концы этих ветвей имеют уже не постоянные координаты хк  ; у к -

здесь индекс указывает на координаты концов г-ой ветви, а зависящие от " 2 ", 
т.е. координаты границ суть функции переменной " 2 ": хК (2 ); у К (2 ).

Перемещение точек поперечного сечения.
В каждой точке криволинейной оси в поперечном сечении введем местную 

систему осей ( V , ^ , и ) -  здесь V -  направление касательной вдоль ’ ; ^  -  
направление внутренней нормали к срединной поверхности в этой точке, и  -  
направление в точке параллельно оси 2. Обозначим перемещения точки по этим 
направлениям теми же символами.

Учитывая геометрию стержня, гипотезу В.З.Власова об отсутствии сдвига в 
срединной поверхности, а также введенное им понятие секториальных характери
стик, получим для перемещений V , ^ , и  выражение

V = ^(2 )со8 а + п(2 )81п а + 0 (2 ) к
^  = - ^ ( 2  )81п а + п(2 )со8 а + 0 (2 ) I (2)
и = ^ (2 ) -  С,2 х -  Л, 2 (2 )У -  0,2 (2 ) ^
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Здесь: ), п(^), ) -  перемещения вдоль основных осей -  .X, у , 2;
0 (2 ) -  угол закручивания, обусловленный депланацией и чистым кручением 

поперечного сечения
Л = (х -  ах )81п а -  (у -  ау)ау 0̂08а

I = (х -  ах )со8 а + (у -  ау )81п а  (3)
ю -  секторная площадь,

ё (х) = со8 а ё 8 ; ёу = 81п а ё ^ ; ёю  = Иё8.
Из (2) можно получить вариации перемещений. Например для 5 и :

д  и = 5^-5^,2-X -5 п ,2 • у  -5 0 ,2-ю (4)
аналогично и других вариаций.

Деформации в тонкостенном стержне следуют из (2) с помощью (1):
^22 =? - ^ х - п у - 0  ю.

Других деформаций согласно принятых гипотез учитывать не будем. Вариации 
деформаций будут

5е 22 = 5 '̂ -  5̂  "х -  5п "у -  50 "ю.
Нормальные напряжения для рассматриваемого линейно-упругого стержня бу

дут иметь вид
^ 22 = Е  (?'-  ̂"х - П ''у - 0  "ю).

Введем в рассмотрение внутренние силы
N  = |а 22ё^ ; М х = [о у ё Р ; М у = - |о х ё ^ ; В  = |аю ё^. (5)

р р р р
Величины N , М х, М у , В  -  продольная сила, изгибающие моменты относи

тельно осей х , у , и , бимомент [1] -  В . Кроме того, необходимо помнить, что в 
сечении действует момент чистого кручения Н х, обусловленный неравномерным 
распределением касательных напряжений по толщине 5 . Для получения разрешаю
щей системы уравнений используется вариационный принцип Лагранжа. Тогда ва
риация упругой потенциальной энергии будет

= ((N55,2 - М , д ^  22+Мх5П,22+ В50,22 +Яр50,2 )ёЬ (6 )
1

Вычислим вариации работы внешних сил 5^, полагая что нагрузка р ( 2 , 5) с 
проекциями ( , р х, р ^  ) распределена по срединной поверхности

5  ̂= ( ( (р2 5и + р х5у + р ^ ё ^ ё ^ ё 2  + 5Дз2. (7)
2 5

Здесь 5Л^Г -  работа сил на границе.
Подставляем в (7) вариации перемещений, и преобразуя слагаемые с вариаци

ями от производных известным образом, например:
(N  (2 )5^2 ) = (N (2 )55),2- ( N , 2 (2 )55);

получим систему уравнений равновесия в силах
N , 2 = - Ч2,
7 -Л Л

М у  , 22 =  ■ ( ^р ^ хё5 + дх
1(2) 02

др2
М х, 22 = ( ^ Г у ё5 + Чу

1(2) 02

В, 22 +Н К , 2 = ( ур~юё5 + т  .
Ь(2) 02

(8)
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Здесь , ду , -  проекция погонной нагрузки от р { 2 , ̂ ); т -  погонный момент
относительно выбранного полюса от заданной внешней нагрузки.

Используя далее выражения для внутренних сил через перемещения и их про
изводные, после преобразования получим систему уравнений

2 ^у^,22 22 ^т^,22 )>2 ~ ^

( у̂Я>, 2 +^у^,22 ~+̂ХуУ̂, 22 22 )> 22 '

( х̂Я>,( +1 xу^,22 +1 хХП,22 +1 ту^,22 )>22

( 2 +1 тх ,̂ 22 +1 <ЛуП, 22 +1Ш®, 22 )> 22

Е

1

Е

Чх + IР2,2(̂7)
у \

Чу +  1Р2, 2У^^
V Ь{1) (9)

2̂
Е

Ш̂  ̂2 ' Ш̂ ’̂>22 '  ̂ШуП, 22 ' 22 /•> 22

Г \

% 1 ,  0..- 
Е  )

т + IР2,2 Ш^8
Ь{1)

При выводе уравнений (8), (9) принято, что на боковых гранях границы 
стержня внешняя нагрузка отсутствует. Учет ее не представляет трудностей и 
приводит к пополнению правой части системы уравнений дополнительными 
членами.

Преобразуем (9) к виду, позволяющему с помощью построения матрици- 
анта проинтегровать систему. Продиференцируем первое уравнение системы 
один раз по " 2 " и запишем систему уравнений (9) в матричной форме, вводя 
дополнительные переменные:

,̂ 22 = 1 . П, 22 =П . 0,22 = 0

Е  - 8 у - 5 х - 8 ш Л ( ^ , Еу х
-  Ч Т I Ту у ху -'шх
-  Ч Т Т I>̂х ^ху ^х ^шу
-  Ч Т I  Т^̂ ш Т шх шу ш

п
,0V У

+

0̂
0
0

—  Т, 0,2Е

1= +----
Е

-  Ч2 ,2

-  Чх + 1Р2,2х^^
ь(2)

Чу + 1Р2 , г у ^ ^
Ь{2)

т + I Р2, 2 ш,8
ь(2)

(10)

Здесь матрица в первом слагаемом состоит из геометрических характери
стик сечения. Обозначим ее ( ^ ) , тогда дифференцируем первое слагаемое по 
" 2 ", и умножая слева на обратную матрицу, получим

'̂ С, 2 "

+ 2 ( - Р )  1(^ ), 2

"С, 2 "

+  ( Р )  1 ( Р ),  22

"С, 2 "

+ (^ )- 1

(0  1 
0 
0 = Е  <̂ )" ‘

( -  а  Л42^2

Ч х

п

I 0  ] ,22

п

I 0  ] ,2

п

I 0  ] -  0, 2 

1 Е  ^

Е Ч у

т
\  У

Символы дс -  это краткая запись соответствующих элементов в (9).
Таким образом система уравнений (9) приведена к системе уравнений второго 
порядка в матричной форме. Выполним необходимые преобразования [2], при
ведем систему к виду

(у  ), 22 + В(у  ), 2 + А(у  ) = (Ч),
а затем и к канонической форме

(у  !), 2 2  + Е ( 2  )(у  ) = (Ч ) (11)
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Решение системы (11) построено автором в виде матрицианта [3].
Рассмотрим частный случай симметричного относительно двух осей сече

ния. Примером может служить двутавр с элементами постоянной толщины при 
переменной высоте полок. Матрица (^) будет диагональной и общая система 
уравнений "распадется" на четыре системы уравнений.

( ^ 1 +
( .  О О

( ^ 1 +
( .  - 1  О

( ^ 1
= ГО

[ о  2 Г О У [ о  ,^̂  У = [ у Ч 2,2 у

А? л

Ч V

+
(  0  0

О  21 x 1 ^ , ̂22 V,

( О  О 

О ''21x1

+
(О.  -1

О 'Г̂ -̂1
у  у , 22 Е

+

Е

ч

+
О .О

2

+
(О' - 1
Ч О ' I -1чО 1^4

X  X , 2 2

У
п

учПу Е

в Л  (  О 
+

1 1 1

О

^ Х  +  1 Р 2 , 2 Х ^ ^

Ч ^ (2 )
^О

Чу  +  1Р 2 , 2 У^^
Ь ( 2  )

в
Сп О I ~ ̂ I —— I “  ̂  I

^   ̂0^  1 ,^  ^ Кв У
{ Л

т  +  1 р  ,2 С1^8
Х( 2 )

К каждой из этих систем можно буквально применить решение, изложен
ное в [2], [3] записать искомые вектора в функциях Со(Е, 2 ) и 8г(Е, 2) составля
ющие матрициант системы уравнений; т.е.:

= С1Со( Е ,  2) + С2 51(Е, 2 )+^У1^
Чу 2 у

У̂1 ^
Чу 2̂  у

( 12 )

Матричные функции Со (Е, 2 ) и 81(Е, 2 ) рассмотрены в [3]. Последнее слага
емое в (12) -  это частное решение матричной системы (11).

Отметим, что в (12) получено решение системы любой размерности, так для 
решения системы (9) матрица Е  (2 ) и вектор ( у ) будет уже пятого порядка.

Таким образом, в работе приведены системы уравнений деформирования 
тонкостенных стержней переменной жесткости в рамках гипотез В.З.Власова, но 
при ограничении изменений контура условием подобия, а также указан путь ин
тегрирования полученной системы уравнений.

Как частный случай рассматривается аналитическое представление перемен
ной жесткости кусочно-постоянной (ступенчатой) функцией. В этих предположени
ях решение (12) получено в классической форме метода начальных параметров.
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П Р О Е К Т И Р О В А Н И Е  И Н Т Е Л Л Е К Т У А Л Ь Н О Й  С Е Н С О Р Н О Й
С И С Т Е М Ы  И З М Е Р Е Н И Я  В Я З К О С Т И  Ж И Д К О С Т И  В Ш И Р О К О М

Д И А П А З О Н Е  З Н А Ч Е Н И Й

Колешко В .М ., Сунка В .Я ., Крупская Е .В .
Тке А1ти1аНап йа1а а/ угЪгаНап у15С051ше1ег А’етШуе е1ешеп15 /аг 1агде уг^саНу уа1ие« шва^ыге- 

шеп15 аге рге5еп1её. Тке уг^со^Иу теахигетеп! 1п1еШ§еп1 аепаог ууА’1ет ^а^’ йеуе1орей апй теа^ыгетеп! 
еггог5 о / 1к15 ууА’1ет ^а^’ ёе1егт1пеё.

В различных областях промышленности остро ощущается необходимость в со
здании широкого класса автоматизированных интеллектуальных сенсорных систем 
(ИСС) измерения вязкости газов и жидкостей в диапазоне от 10'5 до 108 Па^с, в том 
числе неньютоновских жидкостей в трубопроводах и емкостях.

При проектировании современных ИСС измерения к хорошо известным требо
ваниям повышения метрологических параметров, ужесточения эксплуатационных 
параметров и уменьшения габаритов добавляются, в соответствии с мировыми стан
дартами 1ЕЕЕ 1451 специфические требования по интерфейсам ИСС измерения как в 
составе микропроцессорной системы автоматического контроля и управления, так и 
при передаче информации по беспроводным каналам связи, выполненным по требо
ваниям мировых стандартов 1ЕЕЕ  802.11-802.16.

Для существенного расширения диапазона измеряемой динамической вязкости 
вплоть до величин (106-108) Па-с предложен фазовый метод, при котором измеряют 
величину фазового сдвига (р между электрическими напряжениями возбуждающего 
и приемного преобразователей вибрационного измерительного зонда. Для данного 
фазового метода вибрационные зонды должны иметь только сосредоточенные пара
метры и в исследуемой вязкой жидкости должны создавать плоские сдвиговые вол
ны. Для вибрационных зондов используют поступательные и вращательные (кру
тильные) механические колебания. Значения безразмерных коэффициентов демпфи
рования используемых зондов запишутся выражениями [1,2]:

Белорусский национальный технический университет, М инск

зонд поступательных колебаний
т-.

зонд вращательных колебаний
в

(1)

(2)

где к  -  площадь соприкосновения зонда с жидкостью, т  -  масса зонда, М  -  момент 
инерции площади соприкосновения зонда с жидкостью, ^  -  кинетический момент 
инерции зонда.

Для моделирования величины коэффициентов демпфирования Во  для поступа
тельных и вращательных колебаний зонды конструктивно выбраны в виде стального 
шарика диаметром (^ = 2г от 5до 100 мм и стального цилиндра диаметром (^ = 2г от 
5 до 100 мм и длиной I = 100 мм. Конструктивно зонды выполнялись как сплошны
ми, так и пустотелыми с толщиной стенки 2 мм. Моменты инерции выбранных зон
дов определялись по выражениям:

- для сплошных зондов:
М--

8пг -  для шара, М  = пг  ̂ (2/ + г ) -  для цилиндра, (3)
- для пустотелых зондов:
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у  = 8прз(г^ - гв5) г  ̂ , . 4— ^ =-----для шара, 3  = 0,5прз1 (г 4Гв ) -  для цилиндра, (4)
где г  в -  внутренний радиус пустотелого зонда. По приведенным выражениям (1)-(4) 
выполнено обширное моделирование зависимостей коэффициентов демпфирования 
Во  измерительных стальных зондов в зависимости от их конструктивного исполне
ния и величины вязкости исследуемых жидкостей. Некоторые результаты этого мо
делирования коэффициентов Во  (коэффициент вязкого демпфирования без конкре
тизации типа колебаний зонда)

Вп Вв

Рис.1. Зависимость коэффициентов демпфирования для поступательных (а) и вращательных 
(б) колебаний. 1;3- сплошной шарик г = 5мм и 25 мм, 2 - пустотелый шар г = 25 мм.

для плотности контролируемой жидкости (р ж = 880 кг/м3) и в зависимости от пара
метров вибрационных стальных зондов приведены на рис. 1. Анализируя эти зави
симости можно констатировать следующее. Измерительные зонды с сосредоточен
ными параметрами на 1-2 порядка имеют более высокое значение коэффициента 
демпфирования Во, чем зонды с распределенными параметрами, совершающими 
изгибные колебания. Одинаковой конструкции зонды для вращательных (крутиль
ных) колебаний по сравнению с поступательными имеют величину коэффициента 
Во  в 1,5-1,6 раза большую. Измерительный зонд в виде шарика имеет на 20-30 % бо
лее высокую чувствительность, чем цилиндрический зонд с одинаковым диаметром 
зонда. Существенное различие в величинах коэффициента Во  имеет место для 
сплошных и пустотелых вибрационных зондов, при этом, чем больше наружный 
диаметр зонда, тем выше чувствительность к демпфированию (рис. 1 . зависимость 
2). Например, сплошной шарик диаметром 5 мм (рис. 1, зависимость 1) и пустотелый 
шар радиусом 25 мм (рис. 1 , зависимость 2) имеют близкие значения коэффициентов 
В о . Зонд в виде сплошного шара радиусом 25 мм (рис. 1, зависимость 3) имеем чув
ствительность по коэффициенту Во  в ~ 2 раза меньшую, чем пустотелый шар-зонд.

При малых значениях колебаний вибрационного зонда зависимость угла сдвига 
фаз ф между электрическими напряжениями приемного и возбуждающего преобра
зователей зонда записывается выражением:

ф = аге^д-
В , ,у 3 /2+ У 2 - 1

,3/2 - +  Фо, (5)
Х +  ̂ 0V

где V = ^ ю 0 -  безразмерная круговая частота колебаний зонда, ю о -  резонансная ча
стота ненагруженного зонда, х -  тангенс угла механических потерь в упругом эле
менте зонда, можно считать, что величина х обратно пропорционально величине ме-
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ханической добротности фо ~ 0,1о -  постоянный фазовый сдвиг в электронной це
пи, создаваемый электрическими и механическими цепями.

Типичные частотные зависимости угла сдвига фот геометрических параметров 
зонда и коэффициента Во  приведены на рис. 2. Чем меньше механические потери в 

зонде, тем выше чувствительность прибора (зависимости 1-3).

Рис. 2. Частотные зависимости угла сдвига фаз

Из рис. 2,б очевидно, что при увеличении значения коэффициента демпфиро
вания Во  безразмерная частота V, на которой значение угла сдвига фаз ф ~ 0 сдвига
ется в сторону меньших значений V. Из анализа типичных зависимостей, 
Ф = ^(Х, ^ 0, ^) очевидно, что этим методом можно вести измерения при коэффици
енте демпфирования Во > 0,1 и х > 10-3 .

По результатам измеренного (рассчитанного) значения сдвига фаз ф на вы
бранной частоте V приведенная вязкость жидкости записывается выражением [1]:

П — = V 2 -  1 - Х (ф- Фо) Г,
^ прж м  , 3/2 [ д (ф- Фо) -1]

Рассчитанные по выражению (6) при величине А/2
м

(6)

:3,0 -103 кг/м2- с (по
стоянная вискозиметра) и плотности жидкости рж =880 кг/м3 значения приведенной 
вязкости показаны на рис. 3. Величина л/прж, которую можно замерить данным ме
тодом повышается с ростом потерь х и уменьшением безразмерной частоты V.

Из графиков рис. 3 и выражений (6) вытекает, что увеличив постоянную виско-

зиметра >> 3,0 103 кг/м2-с и снизив частоту V до значений 0,25-0,35 при х =
м

0,02-0,1 возможно расширить диапазон измеряемых значений вязкости в сторону 
предельно больших значений -^црж . Например, при указанных значения х, V,
Уд/ 2ю0 3 6и плотности жидкости Рж = 880 кг/м3 можно измерить вязкость до п = (106 -

м
108) Па^с, что до сих пор является рекордным значением для вибрационных виско
зиметров.
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Рис. 3. Зависимость приведенной вязкости от 
угла сдвига

Рис. 4. Частотные зависимости чувстви
тельности фазового вискозиметра

Чувствительность рассматриваемого фазового метода, равная отношению при 
ращения угла ф к вызвавшему его изменению вязкости Ап по [2] имеет вид:

^оV3/2(1 + X -V  2)В = (7)
2((Х + ̂ о  V3'2 ) 2 + [V2(1 + ) ]2 )

Анализ приведенной зависимости чувствительности (рис. 4), рассчитанной по 
формуле (7) показывает, что повышение механической добротности ^  зонда всегда 
ведет к увеличению чувствительности. Увеличение коэффициента демпфирования 
Во сдвигает максимум чувствительности в сторону уменьшения безразмерной часто
ты V. Чем меньше величина Во, тем ближе значение максимума В  к резонансной ча
стоте ненагруженного зонда. Максимальное значение чувствительности стремится к 
своему предельному значению В  = 0,5. Характерным для частотных зависимостей 
В  = ^(^) является нулевая чувствительность при условии V2 = (1 + х) • На этой без
размерной частоте все фазочастотные характеристики вибрационного зонда пересе
каются в единой точке равной ф = п/4. При V2 > 1 + х шкала вискозиметра будет об
ратной. Поэтому при измерении рассматриваемым фазовым методом частоту изме
рения всегда необходимо выбирать ниже резонансной частоты соо.

Широкодиапазонная фазовая вибрационная ИСС вискозиметрии по рассматри
ваемому методу может быть выполнена по функциональной схеме рис. 5 Кварце
вый генератор 6 вырабатывает стабильную частоту /эт. Автоматически управляемым 
делителем 5 частота /эт понижается и через усилитель мощности 4 напряжение низ
кой частоты подается на возбуждающий преобразователь 2 вибрационного зонда 1, 
где и преобразуется в низкочастотные механические колебания. На другом, проти
воположном конце зонда 1(или в непосредственной близости от него) расположен 
приемный преобразователь 3, воспринимающий колебания жидкой среды.
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Рис. 5 Структурная схема фазовой ИСС вискозиметрии

От приемника 3 напряжение низкой частоты поступает на вход усилителя 8. 
Данный усилитель имеет глубокую автоматическую регулировку усиления в преде
лах 50^60 дБ и цепи корректировки для уменьшения влияния высокой частоты, мо
дулирующей слабый низкочастотный сигнал. Напряжения на входе преобразователя 
2 и выходе преобразователя 3 не синфазные, при этом величина сдвига фаз ср межу 
ними пропорциональна реакции жидкости на вводимые в нее механические колеба
ния. Выходные напряжения усилителей 4 и 8 подаются на нуль-органы (триггеры 
Шмита) соответственно 10 и 9, в которых при переходе напряжения через нулевое 
значение формируется прямоугольный импульс с очень высокой крутизной фронтов 
(0,01 мкс). При подаче импульсов с нуль-органов 9 и10 по их передним фронтам в 
формирователе 11 получают прямоугольный импульс, длительность которого пря
мо пропорциональна величине фазового сдвига р, т. е вязкости исследуемой жидко
сти ~ р = П-

Измерение длительности импульса выполняется с помощью хорошо разрабо
танных электронных время импульсных методов измерения, суть которых состоит в 
счете количества импульсов генератора эталонной частоты, прошедших на счетчик в 
течение времени ^̂- Для выполнения этой операции в вискозиметре имеется делитель 
частоты 7 и пересчетное устройство 12, на один вход которого подается от формиро
вателя 11 импульс, длительностью , а на другой -  напряжение эталонной частоты 
от блока 7. Полученный с выхода пересчетного устройства 12 последовательный 
код, пропорциональный величине вязкости, подается на вход микроконтроллера 17, 
где и формируется двоичный N-разрядный выходной цифровой код.

Для управления отдельными исполнительными элементами технологического 
процесса наиболее приемлемым является получение выходного унифицированного 
аналогового тока (4^20) мА. В этом случае с выхода микроконтроллера 17 выход
ной цифровой код подается на цифроаналоговый преобразователь 18. Выходные 
унифицированные сигналы вискозиметра через выходной сетевой интерфейс 19 пе
редаются непосредственно потребителю по проводным или беспроводным каналам 
связи. Для выполнения самодиагностики и тестирования выходные напряжения уси
лителей 4 и 8, как наиболее информативных о надежной работе вискозиметра, пода
ются на входы выпрямителей-формирователей соответственно 14 и15. Постоянные 
напряжения величиной (2,5^3,5)В этих формирователей, при правильной работе 
приемо-возбуждающих преобразователей 2 и 3 и усилителей 4 и 8, подаются на вхо
ды микроконтроллера 17 (тест I и тест II) для последующего размещения логических 
«1» в старших разрядах выходного кода. В вискозиметр вводится также сенсор тем
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пературы 20 для корректировки температурной погрешности измерений вязкости и 
приведения значения измеряемой вязкости к температуре 20°С.

Околорезонансные измерения фазы и частоты реально осуществимы при скач
кообразном изменении частоты возбуждения измерительного зонда. Для выбора оп
тимальной частоты измерения в зависимости от вязкости контролируемой жидкости 
задающий генератор выполняется электронно-перестраиваемым. Это позволяет од
ним и тем же измерительным зондом перекрывать очень широкий диапазон значе
ний вязкости. Учитывая, что вибрационный вискозиметр работает в широком диапа
зоне вязкостей, то это создает значительную механическую нагрузку на измеритель
ный зонд при больших значениях вязкости (верхняя часть предела измерения). Без
условно, в этих условиях усилитель мощности, возбуждающий измерительный зонд, 
должен иметь достаточный запас по выходной электрической мощности.

В микроконтроллере 17 в течение измерительного процесса проводиться ана
лиз измеряемого значения фазы. Если величина фазы ф > 45 , то с выхода микро
контроллера подается импульс напряжения через блок 13, который выдает управля
ющее напряжение на делитель частоты 5. При этом частота генератора 4 понижается

о одо тех пор, пока угол сдвига фаз не будет находиться в диапазоне 10 < ф < 45 . При 
выходе в этот диапазон угла сдвига фаз прекращается дальнейшее изменение часто
ты. В микроконтроллер 17 постоянно вводится информация о величине фазы и ча
стоты напряжения возбуждения виброзонда.

При определенных выше значениях фазы, частоты и величине плотности кон
тролируемой жидкости по выражению (6) и проводится вычисление измеряемой 
вязкости в широком диапазоне значений.

В состав микроконтроллера 17 входит и перепрограммируемое запоминающее 
устройство, в котором записана вся программа измерительно-вычислительного про
цесса. Микроконтроллер 17 выполняет следующие основные функции: метрологиче
скую обработку информации по результатам измерения; выбор необходимой часто
ты измерения по величине вязкости и управление частотой задающего генератора 
для возбуждения измерительного зонда; управление процессом измерения; выбор и 
регулировку диапазона измерения; формирование идентификационной информации 
о вискозиметре и передачи полной информации по запросу потребителя.

Для рассматриваемого метода приведем выражения для определения полной 
погрешности измерения в виде:

А П п  = ^фр (Д^ф)+ ^ф, (А ///) + #фр (Д ^ У)+ Мфр (Д^/Р) (8)
где Мфр, Мф/, N фV и Мфр -  соответственно коэффициенты ошибок измерения сдвига фаз, 
частоты, резонансной частоты ненагруженного зонда и подводимой мощности для 
возбуждения измерительного зонда (Дф/ф), (Д/^, (Ду/у) и (ДР/Р) -  относительные 
приведенные погрешности измерения фазы, частоты генератора, резонансной часто
ты вибрационного зонда обусловленной изменением температуры, старением и т.д., 
а также стабильность электрической мощности генератора. Коэффициенты #фр, М /̂, 
Мф̂, и МрР -  суть методические ошибки выбранного метода измерения вязкости, кото
рые определяются, прежде всего, параметрами вибрационного зонда и они показы
вают во сколько раз суммарная приведенная относительная погрешность вибраци
онного вискозиметра больше чем, относительная погрешность электронных измери
телей амплитуды (вольтметра), фазы (фазометра), частоты (частотомера) и электри
ческой мощности.

Фазовые погрешности отдельных электронных блоков вискозиметра можно 
суммировать с погрешностью измерителя фазы и представлять их в составляющей 
фо. Пренебрегая величинами Мф/ (ввиду ее малости для кварцевых генераторов) и
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(можно автоматически поддерживать достаточно точно постоянной величину элек
трической мощности, вводимой в вибрационный зонд) полная приведенная по
грешность запишется суммой составляющих:

= ^фр (А^Ф) + N фV (АV'V). (9)
Коэффициенты ошибки Мфу и Мфр запишутся в виде [1]:

^ ^ 2 \ , ,2

N  = ^
(1 - V  2 )/ V 2 + 2у

1 + x -V2

N  = 2
(х + ДоV3/2 )2 +(ДрV3/2 + у 2 - 1 )

До V 3/2 (1+ X - V  2)

(10)

(11)

Анализируя приведенные на рис.6 зависимости коэффициентов ошибок N фу и 
N фр, рассчитанных по выражениям (10) и (11) можно констатировать. Увеличение

механических потерь х (рис. 6,а) приводит к некоторому снижению ошибки N фу, воз
можно из-за уменьшения чувствительности вибрационного зонда. При величине 
(Ау/у) ~ 10-5 -  10-6 (кварцевые задающие генераторы) безразмерная частота измере
ния V может сдвигаться в сторону ее уменьшения вплоть до V = 0,2-0,3 (измерение 
больших значений вязкости жидкостей). При этих условиях погрешность N фу (Ау/у) 
при х = (10-3 -  1,0) не превысит значений (0,4-1) %.

Зависимости коэффициентов ошибки сдвига фаз N фр (рис. 6,б) от величины ко
эффициента демпфирования Во  имеют явно выраженный минимум своих значений 
при выбранных для измерения вязкости значениях безразмерной частоты V. Мини
мальные значения N фр находятся в пределах N фр ~ (1,5-2,0). Чем меньше значения вяз
кости, тем ближе частота измерений к резонансной частоте не нагруженного изме
рительного зонда. Частотные зависимости минимума N фр хорошо коррелируют с за
висимостями чувствительности фазового метода (рис.4).

В целом, можно констатировать, что погрешности измерения в амплитудном 
методе имеют наибольшее значение [3], а в компенсационном амплитудном методе 
эти погрешности меньше [4,5]. Принципиально наиболее перспективны вибрацион
ные вискозиметры на основе фазовых методов, имеющих меньшую погрешность, 
чем амплитудные вискозиметры. Однако фазовые вибрационные вискозиметры схе
мотехнически существенно сложнее (требуется многоканальное построение задаю
щего генератора), чем амплитудные вискозиметры.
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При конструировании вибрационных вискозиметров материал для виброча
стотного зонда должен обладать малыми несовершенствами упругости, высокой ре
лаксационной стойкостью, стабильностью упругих свойств во времени и в перемен
ных внешних условиях, необходимой коррозионной стойкостью при работе с агрес
сивными средами. Для высокого класса ИСС вибровискозиметрии при измерении 
неагрессивных жидких сред и при небольшом температурном диапазоне окружаю
щей среды для изготовления вибрационных зондов хорошо использовать хромо- 
кремниймарганцевистую сталь 35ХГСА. Для ИСС измерения вязкости общего 
назначения виброчастотные зонды можно изготавливать из сталей 35ХГС, 50ХГА, 
50ХФА, а также из сталей 20Х13 и 40Х13.

Для образцовых и 1-го класса ИСС измерения вязкости при работе в агрессив
ных средах и повышенной температуре для изготовления вибрационных зондов ис
пользуют элинварный сплав 44НХТЮ  -  ферромагнитной сплав с железохромнике
левой основой с добавками титана и алюминия.

Материалы для виброчастотных измерительных зондов должны быть ферро
магнетиками, способными хорошо взаимодействовать с магнитным полем для по
строения качественных электромагнитных преобразователей зонда (возбуждающего 
и приемного).

Для материалов виброчастотных измерительных зондов очень важным являет
ся следующее соотношение <̂п /оу = (0,1-0,15), где <̂п -  предел прочности и Оу -  пре
дел упругости материала (сопротивляемость металла механической пластической 
деформации).

Для повышения метрологических и эксплуатационных характеристик виброча
стотных измерительных зондов разработаны методы упрочнения материала резона
тора, для замедления роста процессов ползучести (развитие необратимой деформа
ции во времени), основанные на комбинированном воздействии теплового и механи
ческого воздействия.
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Институт теоретической и прикладной механики 
им. С. А. Христиановича СО РАН, Новосибирск, Россия

О Ц Е Н К А  П Р ЕД ЕЛ Ь Н Ы Х  У Р О В Н Е Й  Н А Г Р У Ж Е Н И Я  С Л О Ж Н О  
А Р М И Р О В А Н Н Ы Х  П О Л О Г И Х  О Б О Л О Ч Е К  В У С Л О В И Я Х  П О Л З У Ч Е С Т И

Немировский Ю . В ., Янковский А . П .

Сформулирована и решена методом линейного программирования задача определения в усло
виях ползучести верхней кинематической границы несущей способности сложно армированных ме
таллокомпозитных пологих оболочек вращения. Показано, что для рассмотренных видов конструк
ций и типов композиций наибольшую предельную нагрузку обеспечивают структуры армирования по 
меридионально-окружным направлениям; максимально допустимые предельные нагрузки для тонко
стенных конструкций, работающих в условиях ползучести, в несколько раз ниже предельно допу
стимых нагрузок, определенных по критерию кратковременной прочности; даже незначительное 
искривление срединной поверхности пластин приводит к существенному увеличению несущей спо
собности таких тонкостенных конструкций.

В работах [1, 2] авторы исследовали влияние различных структур армирования 
на несущую способность изгибаемых пластин и оболочек на базе критерия кратко
временной прочности. При этом предполагалось: все фазовые материалы тонкостен
ных конструкций ведут себя идеально-жестко-пластично, что позволяет определить 
предельный уровень нагружения, выдерживаемый армированными пластинами и 
оболочками при полном исчерпании несущей способности всеми субструктурными 
элементами композиции. Однако на практике тонкостенные конструкции зачастую 
эксплуатируются в условиях длительного нагружения при повышенных температу
рах [3], поэтому в них могут активно развиваться деформации ползучести. В связи с 
этим особую актуальность приобретает вопрос об оценке предельных уровней 
нагружения сложно армированных металлокомпозитных оболочек (которые в по
следнее время находят все более широкое применение на практике) с учетом разви
тия деформаций ползучести в них.

Так как теория ползучести и длительной прочности сложно армированных тон
костенных конструкций в настоящее время находится в зачаточном состоянии [4], то 
для проведения оценочных технических расчетов целесообразно использовать при
ближенную схему жестко-ползучего тела [5, 6]. Полное решение или близкие (верх
нюю и нижнюю) границы несущей способности конструкции по жестко-ползучей 
схеме можно получить лишь для некоторого узкого круга задач [5-7 и др.], поэтому 
выдвигаемые практикой новые задачи требуют привлечения численных методов ре
шения математической задачи об определении предельного уровня их нагружения в 
рамках жестко-ползучей модели. Настоящее исследование посвящено определению 
верхней границы несущей способности металлокомпозитных пологих оболочек 
вращения различной осесимметричной структуры в условиях ползучести с исполь
зованием теории линейного программирования.

В силу известного [5] формального сходства определения несущей способно
сти конструкции по жесткопластической и жестко-ползучей схемам не будем оста
навливаться на описании метода расчета, который полностью совпадает с подробно 
изложенным в [2], где нужно лишь заменить пределы текучести 2 фазовых
материалов на соответствующие пределы ползучести .

При проведении расчетов по жестко-ползучей схеме предел ползучести ма
териала выбирается либо из условия предельно допустимой деформации етах пол
зучести [6], либо из условия предельно допустимой скорости ётах деформации пол
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зучести [5], которая регламентирована для целого ряда несущих элементов кон
струкций [3].

В случае армированного металлокомпозита значения с с для фазовых материа
лов можно выбрать, исходя, например, из следующих соображений. Рассмотрим 
наиболее характерные законы (ЁП а установившейся ползучести для металлов: сте
пенной

Ё = В а т [1/ ч] (1)
и экспоненциальный

Ё = ехр ( - К  + ра) [1/ ч], (2)

где В, т, К, в -  известные из эксперимента характеристики материалов.
Далее в настоящем исследовании будем изучать поведение пластин, изготов

ленных из жесткой меди (Си) или алюминиевого (А1) сплава АМг3 и армированных
стальной проволокой У8А. При температуре Т  ~ 200 °С законы установившейся 
ползучести для меди и проволоки У8 А  подчиняются соотношению (1) с характери
стиками:

Си[8]: т = 2,16, В  = 5,63-Ш"9 (МПа )-т  • ч-1; (3)
У8А[9 ]: т = 24,98, В  = 1,054-Ш-84 (МПа )-т  • ч-1, (4)

а для алюминиевого сплава -  соотношению (2) при:
АМг3 [10]: К  = 12,2, в = 0,0673 (МПа)-1. (5)

Аппроксимируем степенной закон установившейся ползучести (1), (4) для про
волоки У8 А  двухзвенной кусочно-линейной функцией

а, МПа

Рис. 1. Кривые установившейся ползучести фазовых материалов

а-
[В1Ё, 0 <Ё <Ё1,
1а1 + В2 ( Ё -Ё 1 ), Ё >Ё1, (6)

где
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= 1,611-1015 П а • ч, В2 = 1,257-Ш12 П а • ч,
= 1,466 ГПа, 81 = 9,097 • 10- 7 1/ч. (7)

(Параметры (7) определены на основании зависимости (1), (4) методом наименьших 
квадратов на интервале 0 <8 < 10-4  1/ ч , при этом варьировались величины 0 1 , 81 .)

На рис. 1 кривые 1, 2 характеризуют степенные зависимости а □ 8 (1) с пара
метрами (4), (3) соответственно, а линия 3 -  экспоненциальную зависимость (2), (5). 
Двухзвенная ломаная 1’ (штриховая линия) соответствует аппроксимации (6), (7). 
Сравнение линий 1, 1’ показывает, что зависимость (6), (7) удовлетворительно ап
проксимирует закон установившейся ползучести (1), (4). Из поведения же ломаной 
1 ’ следует, что при а > а1 происходит «катастрофическое» нарастание скорости 8 
деформации установившейся ползучести арматуры, поэтому для проволоки У 8А  в 
качестве предела ползучести целесообразно выбрать значение а с = а1 = 1,466 ГПа . 
Согласно (1), (4), этому значению напряжения соответствует скорость деформации 
8тах = 1,3034-10- 5 1/ч. Так как арматура и связующее в пластине должны дефор

мироваться совместно, и при одних и тех же значениях скорости 8 деформаций пол
зучести напряжения а в меди и алюминиевом сплаве АМг3 существенно меньше 
напряжения в проволоке У 8А  (ср. поведение кривых 2, 3 с линией 1), то катастрофи
ческому нарастанию 8 в арматуре будет соответствовать и катастрофическое нарас
тание 8 в связующем композиции. Поэтому для рассматриваемых материалов свя
зующей матрицы в качестве 8тах можно выбрать то же самое значение, что и для
проволоки У 8А. Подставив 8 =8тах =1,3034 -10- 5 1/ ч в соотношения (1), (2), с уче
том параметров (3), (5) получим расчетные значения пределов ползучести а с для
твердой меди и сплава АМг3, которые (наряду с другими физико-механическими 
характеристиками фазовых материалов) приведены в таблице. (Рассуждая подобным 
образом, можно определить значения а с для фазовых материалов при использова
нии других типов металлокомпозиций.)

Физико-механические характеристики фазовых материалов [3, 9]

Материал а^, МПа а с, МПа р, кг/м3

Твердая медь 280 36,11 8940
Сплав АМг3 108,9 14,15 2670

Проволока У 8А 3500 1466 7800

Исследуем на конкретных примерах влияние структуры армирования и типа 
композиции пологой оболочки на уровень ее предельного нагружения при ползуче
сти и сравним его с уровнем предельного нагружения таких оболочек, определен
ным по жесткопластической схеме (по критерию кратковременной прочности). В 
качестве условия сопоставимости различных проектов армирования оболочек выбе
рем одинаковый расход ^  арматуры в них, который с учетом метрики на плоскости 
(что справедливо для пологих оболочек) определяется равенствами
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р,  М П а , М П а

Рис. 2. Зависимости предельных нагрузок 
для тонкостенных конструкций от угла

Рис. 3. Зависимости предельных нагрузок 
для тонкостенных конструкций с мери
дионально-окружной структурой от 
суммарной плотности армирования

N Г1
а = Х Ц к , = = 2п '1 Н {г )Юк{г)г^г  (1 <к  < N) (8)

к=1 V г0
и фиксирован для любых композиций и структур армирования. (Здесь Н  (г) -  пере
менная по радиусу г  (в плане) толщина пологой оболочки; Го, Г1 -  радиусы внутрен
ней и внешней кромок кольцевой (в плане) оболочки; Юк (г) -  плотность армирова
ния волокнами к-го семейства; N  -  количество армирующих волокон (проволок); ^к
-  объемное содержание волокон к-го семейства.)

Так как арматура предполагается постоянного поперечного сечения и обрыва
ется только на кромках конструкции, то, согласно [11], для пологой оболочки

Юк ( г )  =  Н 0 г0 Юк0  С08 ^ к о  /  [Н ( г ) г  С08 ^ к  ( г ) ] . Н

Н 0 = Н  (^0) ,  Юк  о = Юк  (^0) ,  ^ к  о = ^ к  (^0) ,  (9)
где ^ к (г) -  углы армирования проволокой к-го семейства, отсчитываемые от мери
дионального направления (предполагаются изначально заданными функциями); Юк 0
-  произвольные постоянные. Равенство (9) не выполняется лишь при окружном ар
мировании (так как со8 ̂ к = 0 ), в этом случае Юк (г) -  произвольная функция [11].

Рассмотрим несущую способность пологих сферических оболочек радиуса 
К = 1,2 м и толщины Н  = 1 см, ограниченных (в плане) кромками радиусов
Г0 = 10 см, Г1 = 40 см и жестко защемленных на внешней кромке Г1 . Центральное 
(полюсное) отверстие предполагается закрытым абсолютно жесткой круглой пла
стиной (крышкой), жестко скрепленной с внутренней кромкой оболочки Г0 . На обо
лочку (со стороны вогнутости) и крышку действует равномерно распределенная по
перечная поверхностная нагрузка р .

На рис. 2 изображены кривые, характеризующие зависимости предельной по
перечной поверхностной нагрузки р  от угла армирования ^ . Оболочки армированы 
меридионально-симметрично по логарифмическим спиралям двумя (N  = 2) семей
ствами проволок (^ 1(г) = - ^ 2 (г) = ̂  = соп81, Ю1(г) = Ю2 (г) ) с интенсивностями на 
внутренней кромке Ю̂0 =Ю20 =0,35, поэтому для обеих рассматриваемых компози
ций при всех структурах такого армирования общий расход О. волокон в тонкостен
ных конструкциях остается одним и тем же (см. (8), (9)).

З а м е ч а н и е 1. На рис. 2, 3 сплошные линии 1, 2 определяют предельные 
нагрузки р с для пологих оболочек при ползучести, а пунктирные кривые 1’, 2’ при
ведены для сравнения и соответствуют предельным нагрузкам р ,̂ рассчитанным

153



для тех же конструкций по жесткопластической схеме (по критерию кратковремен
ной несущей способности). На этих рисунках линии 1, 1’ построены для композиции 
А1-У8А, а кривые 2, 2’ -  для композиции Си-У8А. Кроме того, на рис. 2, 3 для срав
нения приведены кривые 1”, характеризующие значения р с для кольцевых армиро
ванных пластин (К ^ ^ )  из композиции А1-У8А.

Сравнение кривых 1, 2 с 1’, 2’ соответственно на рис. 2 указывает на то, что не
сущая способность пологих оболочек рассматриваемой структуры, определенная по 
жестко-ползучей схеме, далека от полного исчерпания, так как ординаты точек на 
линиях 1, 2 в два с лишним раза меньше, чем на кривых 1’, 2’. Сопоставление же ли
ний 1 и 1” показывает, что даже незначительное искривление срединной поверхно
сти пластины (трансформация ее в пологую оболочку) приводит к существенному (в 
разы) увеличению предельной нагрузки р с при ползучести. (Подобные картины 
наблюдаются и на рис. 3.)

Все кривые на рис. 2 (за исключением линии 2’) монотонно убывают. Следова
тельно, для обеих композиций в условиях ползучести и для А1-У8А-композиции в 
условиях кратковременной прочности из всех рассмотренных проектов армирования 
меридиональное армирование ( ̂  = 0 ) является рациональным, так как обеспечивает 
максимальные значения р с, р ^. Кривая же 2 ’ имеет максимум при перекрестном 
армировании под углами ^  = п / 20, поэтому не всегда меридиональное армирование 
(армирование по одному из направлений главных напряжений в композиции) может 
оказаться наилучшим. В силу того, что точки максимумов на кривых 2, 2’ рис. 2 реа
лизуются при разных углах армирования (^  = 0 -  для линии 2, ^  = п/20 -  для кри
вой 2’), рациональные с точки зрения кратковременной прочности проекты армиро
вания могут оказаться нерациональными при эксплуатации изделия в условиях дли
тельной прочности.

Общая тенденция поведения всех кривых на рис. 2 -  уменьшение значений р с, 
р  ̂ с увеличением углов спирального армирования ^. Однако эта тенденция сохра
няется не всегда. Так, для оболочек большой кривизны [2] и для изгибаемых пла
стин, жестко защемленных на внутренней кромке и свободных от нагружения на 
внешней кромке [1], при определенных композициях наблюдается противоположное 
явление -  возрастание предельной нагрузки р  с увеличением углов армирования ^. В 
этих случаях рациональными являются проекты со структурами армирования, близ
кими к окружному (^  = п/2).  Следовательно, выбор рациональных структур арми
рования зависит не только от типа композиции, но и от геометрии тонкостенной 
конструкции (в частности, от степени искривленности срединной поверхности) и 
способов закрепления и опирания ее кромок.

Рассмотрим теперь пологие оболочки и кольцевые пластины, армированные по 
меридионально-окружным направлениям, совпадающим с направлениями главных 
напряжений. Интенсивность армирования меридиональным ( =  0 ) семейством 
волокон определяется равенством (9), а интенсивность армирования окружным се
мейством зададим формулой Ю2 (г) = Ю0 - ^ ( г). При этом суммарная плотность ар
мирования постоянна (Ю0 =Ю(г ) + ®2 (г ) = соп81). Увеличивая в пределах
0 < Ю10 -  Ющах (где = 0,7 -  предельно допустимое на практике значение интен
сивности армирования), будем увеличивать относительное объемное содержание 
арматуры в конструкции. Так как в обеих рассматриваемых композициях предель
ные напряжения в волокнах более чем на порядок превосходят значения ана
логичных величин в связующем (см. таблицу), то увеличение удельного объемного
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содержания арматуры должно приводить к увеличению несущей способности ме
таллокомпозитных оболочек и пластин.

На рис. 3 изображены зависимости ^(Юю) для конструкций с указанными 
структурами армирования (см. замечание 1). Ординаты левых точек на кривых рис. 3 
(при Ю10 = 0) определяют значения р с , для изотропных пологих оболочек и пла
стин, выполненных из материала связующего. Все кривые на рис. 3 монотонно воз
растают, причем ординаты точек этих кривых уже при ю̂о ^ 0,1 в несколько раз 
больше, чем при Юю = 0. Следовательно, армирование пологих оболочек позволяет 
увеличить их несущую способность в разы, а в некоторых случаях -  на порядок и 
более (ср. ординаты левых и правых точек на кривых 1, 2 рис. 3).

Сравнение кривых с одинаковыми номерами, изображенных на рис. 2, 3, поз
воляет заключить, что из всех рассмотренных выше проектов армирования для обе
их композиций наибольшую несущую способность обеспечивают структуры с мери
дионально-окружным армированием (рис. 3) при предельной суммарной плотности 
армирования Юю = 0,7 . Это объясняется тем, что при таких структурах армирования 
суммарное объемное содержание арматуры ^  (см. (8)) в пологих оболочках и пла
стинах фиксированной толщины ( Н  = 1 см) больше, чем при их спирально
перекрестном армировании (см. (8), (9)) со значениями Ю0 =Ю20 =0,35 на внутрен
ней кромке (рис. 2).

Изменение структуры армирования тонкостенных конструкций приводит к из
менению жесткопластической и жестко-ползучей границы в них. В большинстве 
проведенных расчетов образование пластических или вязко-ползучих шарниров 
происходило на обеих кромках; в некоторых же случаях (например, при расчете 
кривой 1” на рис. 2) часть тонкостенной конструкции (при некоторых углах армиро
вания ^ ), примыкающая к внутренней кромке ( Г0 < г < Гр ), остается абсолютно
жесткой и движется поступательно вместе с абсолютно жесткой крышкой, закрыва
ющей полюсное отверстие, а остальная часть, примыкающая к внешней кромке 
( Гр < г < Г1 ), испытывает течение в условиях ползучести или пластичности; в точке
г = Гр возникает пластический или вязко-ползучий шарнир. Граница между абсо
лютно жесткой зоной и зоной течения, определяемая радиусом Гр, изменяется вме
сте с изменением структуры армирования или с формой профиля конструкции. Так, 
на рис. 4 изображена зависимость Гр от ^  для А1-У8А-пластин ( К  ^ ^ ) ,  армиро-

Г р , м  V1, V3 , м / ч

Рис. 4. Зависимость положения жестко- Рис. 5. Эпюры скоростей смещений то-
ползучей границы в А1-У8А-пластине со чек срединной поверхности пологой обо-

‘ лочки из Си-У8А-композиции при ползу
чести для некоторых углов спирального

ванных по логарифмическим спиралям и работающих в условиях ползучести (см.
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линию 1” на рис. 2). Изменение структуры армирования приводит не только к изме
нению Гр, но и к качественному изменению эпюр скоростей течения точек тонко
стенных конструкций. Так, на рис. 5 изображены кривые, качественно характеризу
ющие скорости смещения точек срединной поверхности пологой оболочки из Си- 
У8А-композиции в меридиональном ( -  штриховые линии с номерами 1’ , 2’ , 3’) и
нормальном ( Уз -  сплошные линии с номерами 1, 2, 3) направлениях в условиях 
ползучести при разных углах спирального армирования: кривые 1, 1’ рассчитаны 
при ^  = 0 (меридиональная структура, которой соответствует левая точка на кривой 
2 рис. 2), линии 2, 2’ -  при ^  = 3п/8 (спирально-перекрестное армирование), кривые 
3, 3’ -  при ^  = п/2 (окружное армирование, которому соответствует правая точка на 
линии 2 рис. 2). Сравнение кривых на рис. 5 позволяет проследить за качественным 
изменением эпюр скоростей прогибов Уз и меридиональных (радиальных) смещений 
VI при ползучести в зависимости от изменения угла ^  армирования по логарифмиче
ским спиралям. (Левый горизонтальный участок на кривой 3 рис. 5 свидетельствует 
о том, что при ^  = п/2 часть оболочки, примыкающая к крышке, закрывающей по
люсное отверстие, остается абсолютно жесткой, а течение развивается лишь в неко
торой окрестности ( Гр < г < г^, Гр ~ 0,2 м) внешней кромки рассматриваемой поло
гой оболочки.)

Таким образом, проведенные в настоящей работе исследования позволяют за
ключить, что уровни предельно допустимого нагружения кольцевых (в плане) поло
гих оболочек в условиях ползучести существенно (вдвое и более) ниже уровней пре
дельных нагрузок, при которых происходит переход в пластическое состояние всех 
фаз композиции пластины. Из всех рассмотренных структур армирования наиболь
шую несущую способность таким конструкциям обеспечивает армирование по ради
ально-окружными направлениям с постоянной суммарной плотностью армирования.

З а м е ч а н и е 2. Наиболее известные и распространенные на сегодняшний 
день теории ползучести металлов [5, 12] не учитывают такого явления, как разносо
противляемость материалов растяжению -  сжатию в условиях ползучести, которое 
наблюдается в экспериментах для целого ряда металлов [13, 14 и др.]. В рамках ис
пользованной в настоящем исследовании жестко-ползучей схемы это явление может 
быть легко учтено и использовано в расчетах. (Описание учета такой особенности 
поведения материалов на базе жесткопластической модели дано в [15], поэтому не 
будем здесь останавливаться на обсуждении этого вопроса.)

З а м е ч а н и е 3. В настоящем исследовании крышка оболочки предполага
лась абсолютно жесткой. В действительности же следовало бы оценить и несущую 
способность крышки в предположении об абсолютной жесткости оболочки. Для 
круглых изотропных и металлокомпозитных пластин (каковой и предполагается 
крышка) это можно сделать методами, изложенными в [1], [7]. Изучение этого во
проса выходит за рамки настоящего исследования.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований (код проекта 08-01-00046-а).
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Тке апа1у515 а/ ёе/агшаНап ргарегИе^ а/ а̂ рка11 сапсге1е Ьу ге5ы115 а//аНдие 1в515 /аг ргг^шаНс 
5атр1г5 оп а 1кгее-ёо1 Ьепё ка^ Ьееп сагггеё оы1. И ка^ Ьееп 5кам>п 1ка11ке е1аА’Нс-р1аА’Нс тоёе1 а11а̂ 5 Ы5 
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Введение.
Трудности описания деформационно-прочностных свойств асфальтобетона 

обусловлены тем, что указанные дорожно-строительные материалы, помимо слож
ного (композиционного) строения, в процессе эксплуатации испытывают комплекс
ное термомеханическое воздействие [1-4]. Для расчетного прогнозирования состоя
ния и срока службы дорожного покрытия необходимо построение адекватных моде
лей асфальтобетона с использованием мезомеханического [5] либо макромеханиче
ского [3] подходов.

Целью настоящей работы является математическое описание деформирова
ния асфальтобетона в условиях малоцикловых усталостных испытаний на трехто
чечный изгиб призматических образцов.

Методика исследования.
Для идентификации модели деформирования анализировались данные 

циклических испытаний асфальтобетона, выполненных по методике [6], с 
использованием образцом, изготовленных в БелдорНИИ. Нагружение стандартного 
призматического образца по схеме трехточечного изгиба производилось 
сферическим индентором на прецизионном стенде для механических испытаний 
Инстрон 5567. Циклическая нагрузка составляла 30% от усилия, соответствующего 
статической прочности образца. Длительность цикла составляла 1 с. Поскольку 
основной характеристикой при таких испытаниях является прогиб в центре образца, 
достаточно информативной является диаграмма «усилие (Н) -  перемещение (мм)».

В соответствии с классификацией [7] асфальтобетоны представляют собой 
типичные функциональные композиционные материалы, в которых для сохранения 
структуры в процессе эксплуатации разработчиком закладываются особые физико
механические свойства вяжущего (на основе битума). Важность рассматриваемых 
материалов делает актуальным уточненное и вместе с тем удобное для прикладных 
расчетов описание диаграммы деформирования. В частности, в настоящей работе 
использована модель бимодульной упругости [4], согласно которой в качестве 
основных характеристик используется два модуля Юнга, коэффициент Пуассона 
можно принять согласно справочным данным \  = 0,17. При выводе основных 
соотношений используется известный подход, описанный в [7,8]. В качестве 
обобщения модели бимодульной упругости применима упругопластическая модель с 
критерием пластичности по Мизесу с возможностью учета упрочнение и движение 
поверхности текучести в пространстве девиатора напряжений.

Методика определения характеристик асфальтового раствора.
В качестве модельной будем использовать одномерную постановку задачи о 

трехточечном изгибе с использованием гипотезы нормальных сечений [7]. В
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качестве неизвестной рассматривается функция прогиба ь{х ), для определения ко
торой используется дифференциальное уравнение 4-го порядка [7]:

^ ( х ^  ^{x)
ах ̂  ~ ~ЁГ ’

где ц(х) -  нормальная нагрузка, действующая вдоль оси симметрии О Х  бруса, Е  -  
модуль Юнга материала, I -  момент инерции сечения призматического образца ас
фальтобетона (в данном случае он равен 218700 мм4). Решением указанного диффе
ренциального уравнения является следующая функция:

^( х) — Со + С^х + С 2  х  х + С 3  х  ̂ + 1111 д ( х) 
Е а

дх

Постоянные С  о, С 1 и С 2 можно найти из 4-х уравнений, полученных из 
начальных и граничных условий. Граничные условия дают следующие два уравне
ния для нахождения произвольных констант:

^(о) — 0; ^(^) — 0.
Из условия симметрии функции прогиба, в условиях заданной распределен

ной нормальной нагрузки, симметричной относительно начала координат, можно 
использовать следующее уравнение для определения произвольных констант:

2до

дх
— 0.

Для 5-и параметров (4-х произвольных констант и неизвестного модуля Юн
га) имеем 3 уравнения. Недостающие уравнения можно получить из двух экспери
ментальных точек. После несложных математических преобразований имеем следу
ющее выражение для модуля Юнга (Е ):

Е 1 ^2т а х  -
( г

а ^ 2  - ^ 1

I
1 +  -  

VV  4  7

I 4 Е5 Л

д 244! 26 д  5!
Здесь Ь  -  расстояние между опорами, д  -  полуширина пятна контакта, ^  тах -  мак
симальная нагрузка в 1-ом испытании, а  -  момент инерции, -  значение прогиба в
1-ом испытании.

Анализ имеющихся данных по усталостному разрушению асфальтового 
раствора.

При расчете область под индентором считается малодеформированной 
(квадратами компонент градиента перемещений можно пренебречь) и можно 
воспользоваться допущениями линейной теории упругости [8]. Максимальная 
нагрузка под индентором зависит от пятна контакта индентора и материала образца. 
Учитывая линейность задачи она расчитывалась из линейных соотношений 
(отсутствие контакта при нулевом усилии, максимальная при Р  = 700 Н). Всего 
производилось 54 цикла нагружения и разгрузки. Пример отдельного цикла 
деформирования, аппроксимированного линейными отрезками, представлен на рис.
1.
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Рис. 1. Зависимость «Перемещение (мм) -  усилие (Н)» 
в 1-ом цикле испытания с 54 циклами до разрушения.

Аналогичные данные для остальных выбранных циклов приведены на рис. 2, 3.

3̂ и 'и»

-0,04 -0,02 С 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Рис. 2. Зависимость «Перемещение (мм) -  усилие (Н)» в 27-ом цикле испытания.

Рис. 3. Зависимость «Перемещение (мм) -  усилие (Н)» в 54-ом цикле испытания.

Для расчета механических характеристик была написана программа в среде 
Ма^Ьсаб 2001. Результаты расчетов представлены в таблицах 1-3. При расчете 
упругих модулей учитывалось то, что закон деформирования бруса линейно 
упругий, и прогиб с отрицательным знаком по модулю равен прогибу, полученному 
при нагрузке с противоположным знаком. Линейно упругий участок при расчете
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может начинаться с ненулевого прогиба и с ненулевой силы и необходимо 
учитывать при расчетах.

Таблица 1.
Геометрические и механические характеристики 1-го цикла

№ н̂ач ) ^(х) Р, Н ^шах. МПа Е, МПа
1 0 0,035 106,0 1,93 528
2 0 0,051 160,1 2,92 528
3 0,051 0,113 390,3 4,21 578
4 0,051 0,175 619,3 8,41 578
5 0,175 0,168 351,8 4,90 731
6 0,175 0,150 211,0 6,44 731
7 0,150 0,133 135,7 1,37 540
8 0,150 0,108 49,6 2,95 540

Из приведенных таблиц следует, что значение относительного изменения про
гиба уменьшается с ростом количества приложенных циклов. Максимальная нагруз
ка уменьшается, что вызвано увеличением ширины пятна контакта сферического ин- 
дентора с материалом. Значения упругих модулей также уменьшается, что вызвано 
деградацией свойств рассматриваемого композита.

Таблица 2.
Геометрические и механические характеристики 27-го цикла
№ н̂ач (х) ^ (х) Р , Н Чтах , МПа Е , МПа
1 0 0,017 130,4 1,91 642
2 0 0,040 365,0 3,64 642
3 0,040 0,054 456,9 1,68 543
4 0,040 0,085 701,2 3,65 543
5 0,074 0,060 538,8 1,31 632
6 0,074 0,049 380,4 2,05 632
7 0,038 0,025 146,4 1,39 499
8 0,038 -0,002 49,5 2,79 499

Геометрические и механические характеристики 54-го цикла
Таблица 3.

№ н̂ач (х) ь (х ) Р , Н Чтах , МПа Е , МПа
1 0 0,025 200,2 3,66 489
2 0 0,043 355,0 4,69 489
3 0,043 0,074 507,8 2,79 461
4 0,043 0,111 661,1 4,99 461
5 0,138 0,122 540,9 3,46 683
6 0,138 0,094 224,0 5,7 683
7 0,083 0,052 72,3 1,40 367
8 0,083 0,042 49,0 1,83 367
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Заключение.
Проанализированы деформационно-прочностные свойства асфальтобетона в 

условиях циклического трехточечного изгиба призматического образца. Установле
но, что использование упругопластической модели деформирования позволяет адек
ватно описать деформационные характеристики асфальтобетона.
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Введение.
Реконструкция колебательной системы среднего уха человека применяется в 

хирургической практике в случае повреждения некоторых компонентов среднего уха 
[1]. В оториноларингологии известны несколько техник реконструкции среднего 
уха, применяемых в зависимости от вида и степени патологии [2]. В некоторых слу
чаях при повреждении тимпанальной мембраны используются следующие способы 
реконструкции [3]:

1. полная замена поврежденной тимпанальной мембраны на хрящевой имплан
тат;

2. наложение на поврежденную тимпанальную мембрану хрящевого имплан
тата.

Простейший случай полной замены тимпанальной мембраны хрящевым им
плантатом ранее рассмотрен в работе [4]. Различные случаи наложения хрящевого 
имплантата на остатки поврежденной мембраны описаны в работах [5, 6]. Однако, в 
указанных работах применялась упрощенная модель, в которой не принимались во 
внимание тангенциальные силы, возникающие в деформированной пластине.

Механико-математическая модель тимпанальной мембраны
Реконструированная тимпанальная мембрана моделируется как тонкая (толщи

ной к) изотропная круглая пластина (с модулем упругости Юнга Е  и коэффициентом 
Пуассона V). Радиус пластины а.

На пластину устанавливается круглое основание протеза Ь, которое прогибает 
пластину. Таким образом, пластина находится в напряженно-деформированном со
стоянии, а возникающие усилия позволяют удерживать введенный в полость средне
го уха протез до его естественного сращивания с тканями имплантата. На контуре 
сопряжения пластины с основанием протеза примем условия жесткой заделки. На 
внешнем контуре соединения протеза с тимпанальным кольцом примем условия 
упругой заделки [7], при этом тимпанальное кольцо моделируется распределенными 
по всему контуру линейными и торсионными пружинами с модулями упругости к 1 и 
к{ соответственно.

Для определения деформаций пластины введем систему координат Охуг так, 
чтобы ось Ог была перпендикулярна плоскости пластины, т. О -  центр пластины. 
Основание протеза, установленное в центр пластины, прогибает пластину, при этом 
центр основания протеза смещается в точку с координатами (хр; ур ; ^^р). Кроме того, 
основание протеза совершает повороты относительно осей координат на углы 6х, 6 у, 
02 соответственно. Цель исследования -  определить силы и моменты, действующие 
со стороны деформированной пластины на основание протеза при известных дефор
мациях (т.е. при заданном смещений и поворотах основания протеза).
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Рассмотрим цилиндрическую систему Огфг координат, связанную с введенной 
декартовой системой координат. Обозначим вектор смещения точки пластины в си
стеме координат Огф2  через и и 2, Соотношения упругости рассмотрим в виде,
приведенном в [8]:

д ^  ̂  ̂ „  1 д ^ 2^  ̂ 1 + — —  + = 0,
дг г г  Эф
д Н ^  М 2
Эг Эф

г + Т1 -  Т2 + Э^  = 0,Эг  ̂ " Эф
Э  ̂ ЭТ2
Эг Эф

(1)

0,

где:
Р^ -  давление, возникающее в полости среднего уха в послеоперационный пери-
°д [1];

/ Э 2̂  V V Э2̂   ̂ Э2̂  1 1 Э ^
М 1 = В

Эг2 г Эг г 2 Эф2 М  2 = В
V ^  У

2

V
Эг2 г Эг г 2 Эф2

Н  = В
1 - V  Э2̂  1 - V  Э^

г  ЭгЭф г 2 ЭфV

V ^  У

моменты относительно осей координат;

Т1 = К
^Э и V V Эи., ^------1— и1 +--------

Эг г г  Эф , Т, = К
Эи, 1 1 Эи 2 ^V —1 и1 + ------ 2
Эг г г  Эф

8 = 

В  =

К  (1 - V )
2

е й  '

Эи, 1
и, +

Эг г
1 Эи1 
г  Эф -  мембранные усилия;

К  = е й -  жесткость пластины; ^  1, ^  2 -  перерезывающие силы.
12 (1 - V 2)  1 - V 2
Из первых двух уравнений системы можно выразить перерезывающие усилия 

следующим образом:
( Э3 ̂  1 Э2 ̂  1 1 Э3 ̂  2 Э2 ̂

б: = -  ̂ ^Эг3 г Эг2 г 2 Эг г 2 ЭгЭф2 г 3 Эф2 ^
'̂ 1 Э3̂  1 Э2̂  1 Э3̂ ^------ +02 = - Г Эг2 Эф г 2 ЭгЭф г 3 Эф3

(2)

(3)
у

Тогда первое уравнение системы сводится к уравнению относительно нор
мального прогиба пластины ^ :

^ А 2 ̂  = Р , , (4)
л Э2 1 Э 1 Э2где А = —-  +-------  ̂ ------2—  оператор Лапласа в полярной системе координат.

Эг г Эг г  Эф
Используя выражения мембранных усилий через тангенциальные смещения и 1 

и и2, получим систему уравнений:
Э2и1 Эи1 1 1 - V  Э2и1 1+ V Э2и2 3- V  Эи+ и̂  + + - = 0,
Эг Эг г 2г Эф 2 ЭгЭф 2г Эф

1 - V  Э2и2 1 -V Э и 2 1 - V  1 Э2и2 1+ V Э2и1 3- V  Эи!+ --------- 2 --------и 2 + -------^  = 0.
(5)

2 Эг 2 Эг 2г г Эф2 2 ЭгЭф 2г Эф
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Граничные условия на внутреннем контуре сопряжения пластины с основанием 
протеза в случае жесткой заделки запишутся в виде:

щ г=Ъ Р + Ъ 81П 0 ̂  81П ф + Ъ 81П 0  ̂ 008 ф;
дщ
дг

= 81П 0 ̂  81П ф+ 81П 0 ̂  С08 ф;
г=Ъ

и,\ , = — (с08 0 ,  + С08 0 „ + 2 с08 0, -  4)+ и р С08 ф Р С08 ф+ и р 81П ф Р 81П ф +1 I г =Ъ 2  ' ^ 2 / р 1р ' р ' р '

и 2 I г=Ъ

+ — (с08 0  ̂ -  С08 0  ̂)с08 2ф;

Ъ 81П 0 2 + и 81П ф Р С08 ф- и р С08 ф Р 81П ф +
+ — (с08 0  ̂ -  С08 0  ̂)81П 2ф;

где и р = .\X Р + у Р , С08фр = ХрЫр , 81Пф = у Ы р  .

(6)

(7)

(8) 

(9)

р V Р ^  гр р/ р ^ “ 'Гр р' ^  р
На внешнем контуре в случае упругой заделки граничные условия запишутся в

виде:
дН

к1щ + 01 — ^  Г дф /\ г=а

^7 дщ , ,  к . -----+ М 
' дг /\ Г=а

ид = 0.1 I г=а
и 0,

, (10)

(11)

(12) 
(13)

Решение уравнений (4), (5) будем искать в виде разложений по тригонометри
ческим функциям на основании вида граничных условий (6)-(13):

щ = щ0 + С08 ф + 81П ф, (14)
и1 = и10 + и1с1 С08 ф + и1'1 81п ф + и1с2 С08 2ф (15)
и 2 = и 20 + и 21 С08ф + и 21 81пф + и2^2 81п2ф (16)

Частные решения полученных уравнений имеют вид:
р

щ = А , г  ̂  + А - . г  ̂  1п г  + А ^  1п г  + А „  + ' "40 -̂̂ 0,̂ -̂ 0,2 ' -̂0,3 -̂ 0,4 64^
щС = А1 1 г  + А1 2 г  1п г  + 3 + А 1

1,4 ’Г
3 1= А15 г  + А 1 6  г  1п г  + А17 г  + А ^ 8 -,

’ г
1 1

и1,0 = В 0,1Г + В 0,2^, и 2,0 = В0,3Г + В 0,4^,Г г

и

'С1 = (1 -  3V)В1,1Г ' + В1,2 ^2 + В1,3 (3 - V)2 1п Г -  В1,з (1 - V ' ) -  В1,4,
Г

'2,1 = (5 + ^ )В1,1Г 2 + В1 ,^ Г  -  В1,3 (3 -  ̂ ^ 1п Г -  2В1,3 (1 + V)+ В1,4 ,Г

2,1 = (1 -  3V)В1,5Г 2 + В1,6 ^2 + В1,7 (3 - ^ )2 1п Г -  В1,7 (1 - V ' ) - В 1,8 ,Г

;,1 = -(5 + V )В1,5г ̂  -  В1 ,^ у  + В1,7 (3 - V^ 1п Г + 2 В1,7 (1 + У ) -  В1,8 ,
Г

(17)

(18)

(19)

(20) 

(21) 

(22)

(23)

(24)
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и. 1 3 1■ - ^2 1 ^ + В2 2 ^3 -  2^В2 3 ^ + 2В2 4 ^  ̂Г Г

В2,1 Г + В2.2^Г + (3 + ̂ )В2,3 Г ̂  -  (1 -  V)В2,4 ^и2,2 В2,1 Г ' в2,2 3Г ■'2,4 5Г

(25)

(26)
где константы ^г,у и Вг,] определяются из граничных условий (6)-(13).

Полученные решения описывают деформацию реконструированной тим
панальной мембраны. На основании построенных решений выразим теперь силу

(ртп; ; рт ) и момент м ,т (м 1 ; ; м ^т). действующие со стор°ны пластины на
основание протеза, которые характеризуют напряженно-деформированное состояние 
реконструированной тимпанальной мембраны, вызванное перемещением и поворо
том основания протеза:

/ 2 к Л
Р"

рУ = ̂ 1т

Р

/г=-Ь
Л

/г=Ь

м т  =

I  г (Т1 008 ф -  ^ 81П ф)̂ ф
0

^ 2п
I г(Т1 81П ф+ ^ С08ф)Вф

2п
I  ̂ ^ 1 ^ф
0

I  г ( ^ ^ 1 81П ф + м  1 С08 ф)Вф
0
2п
I  г ( ^ ^ 1 С08 ф -  м  1 81П ф)4ф

2п
I Г {г5 + Н  )(^ф

/г  =Ь
(  2п

(  2п
}г =Ь
N

/г=Ь

м т  =

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
/г  =Ь

Результаты и численные расчеты.
Для дальнейшего исследования напряженно-деформированного состояния рас

смотрим следующие параметры:
Рп = \Ртт\ -  нормальная составляющая силы, действующей со стороны пласти

ны на основание протеза;
Р (Р т, )2 + (Р тт ) тангенциальная составляющая силы, действующей со 

стороны пластины на основание протеза;
м п = \м"т I -  момент, закручивающий основание протеза вокруг оси, перпен

дикулярной плоскости пластины;
м  ̂ (м"т )  + (м^т )  -  момент, закручивающий основание протеза вокруг

оси, лежащей в плоскости пластины. Положение данной оси определяется углами 6 х, 
6у, и описывается уравнением: х С08 6х 81п 6 у - у  81п 6х = 0.

Исследуем зависимость рассмотренных параметров, характеризующих напря
женно-деформированное состояние реконструированной тимпанальной мембраны, 
от вида деформации внутреннего контура. Из симметричности пластины следует, 
что только при нормальном прогибе пластины суммарный момент м  равен нулю, 
также только при повороте основания протеза на некоторый угол силы равны нулю.
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Таким образом, можно рассматривать введенные параметры как функции: Р п(^р), 
р 1 (пр, фр), М п(62 ), М/(6X, 6̂ ). Кроме этого, так как Р 1 и М 1 являются величинами со
ответствующих векторов, и направление действия этих векторов в данном случае 
является несущественным, можно рассматривать, например, фр = 0, 6х = 0, 6̂  = 6. 
Таким образом, рассмотрим функции Р п(^р), Р 1 (пр), М п ( 6 2 ), М г(6 ).

Все вычисления производились при помощи пакета прикладных программ Ма- 
р1е при следующих числовых значениях параметров: Л = 0,3 мм; V = 0,4; 
Е  = 3,4 Н  / мм2; а = 5 мм; к 1 = 0,075 Н  / мм2; к 1 = 6,5 х 10-5 Н; Ъ = 1 мм.

Приведем графики зависимостей сил (рис. 1) и моментов (рис. 2) от перемеще
ний и поворотов основания протеза при различных значениях толщины хрящевого 
имплантата:

1.5

Ч 1о<о
X

0.5

к = 0.3 мм 
к = 0.4 лш 
к = 0.5 мм

к = 0.3 мм 
к = 0.4 лш 
А = 0.5лш

Рис. 1. Зависимость сил от смещения центра основания протеза.

1.5

4  ^о
X

^  0.5

рад рад
к = 0.3 мм 
к = 0.4 лш 
к = 0.5 лш

к = 0.3 лш 
к = 0.4 лш 
к = 0.5мм

Рис. 2. Зависимость моментов от поворотов основания протеза.

Приведенные графики показывают степень зависимости напряженно
деформированного состояния реконструированной тимпанальной мембраны от тол
щины хрящевого имплантата. Анализируя полученные результаты можно сделать 
следующий вывод: тангенциальные перемещение и поворот на несколько порядков 
меньше нормальных перемещения и поворота при одинаковых усилиях и моментах, 
действующих в соответствующих направлениях. Однако, для использования упро
щенной модели без учета тангенциальных перемещений и поворотов необходимо

167



дополнительное исследование силы трения, возникающей между хрящевым имплан
татом и основанием протеза.

Полученные результаты могут быть использованы в дальнейших исследовани
ях характеристик реконструированного среднего уха.
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О П Е Р А Т О Р Н Ы Й  М Е Т О Д  Р Е Ш Е Н И Я  ЗАД АЧИ 
О  Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И И  В О Л Н  В Т Е Р М О У П Р У Г О М  С Л О Е

Гончарова С.В.

И м>а5  А’реп! 1ке ге^еагск а/ 1ке ^аув ркепашепап 1п 1ке 1кегтае1а5 Нс 1ауег Ьу теат’ а/ 1 ^а 
орега1 аг /ыпсНап’.

Рассмотрим задачу о распространении плоской волны в неограниченном 
упругом слое толщиной 2к. Волна движется вдоль слоя в положительном 
направлении х и является гармонической по времени. Мы имеем здесь дело с 
плоским деформированным состоянием. Волновое движение описывается при 
помощи двух функций Ф и ^ ,  посредством формул [1]

и = Э1Ф - Э 2̂ , V = Э2Ф + Э1̂  (1)
Напряжения связаны с функциями Ф и ^  следующим образом:

а
О1 1  =  ( у  2д 2 + У д 2 )Ф -  2д 1д 2 ̂ ;

а 2 2

О
= (у 2 д 2 +уЭ 2 )ф + 2 д 1 д 2  ̂ ; (2)

а 12

О
=  2 Э 1Э 2 Ф  +  (Э 2 - Э  2 ) т  .

Э Э 2(1 - V )Здесь Э1 = — , Э2 = — ; у = ----------, у 2 = у -  2, V - коэффициент Пуассона;
Эх Эу 1 -  2V

О  - модуль поперечной упругости.
Волновые функции и температура должны удовлетворять уравнениям [1]:

(А 1А 3- п т Э , А)Ф = 0; А 2 ̂  = 0; 0 = — А 1Ф.
т

(3)

Э 1где Э ,  , А  =  Э 2 + Э 2 , А а = А ------- --Э ^ , а  =  1,2; А 3 = А ------ Э ^ , к , п, т
Эг С, к

термодинамические коэффициенты; С1 и С2 - скорости продольной и поперечной 
волн соответственно. Уравнение для функции Ф можно записать в виде:

( А - П1 ) ( А - П2 )Ф = 0,
ь - 4 Ь ^ ----- Э I  ̂ — ---------------Э • ь —---- + пт +----- Э ^

С 1

где В 1 — 2
Ь - ^  , 1  ^  4------- Э, ;  ь ^  + пт + ^ ^  Э, , а = — ^  Э, .  (4)2 к кС/

Для симметричного типа колебаний, соответствующего растяжению-сжатию 
упругого слоя (задача А), волновые функции представим в виде:

А  со §(Ул/^7) + в  со §( Ул/^2)
Ф —

81П (^/^ 1) 81П ( ^  2 )

С  81п(уТ ^ 7  )
/ (х,г); ^ / / (х,г).

С08 (^/у З )
(6)

где V , —Э 2 -  О ,;  V  2 —Э 2 -  О , ;  V  3 —Э2 Э 2.
С22

Считая поверхность слоя, на которой поддерживается постоянная 
температура, свободной от напряжений, приходим к граничным условиям вида:

0 — Т -  Т  — 0; а 22 — 0 ; а 12 — 0 для у  — ± к (7)
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Используя краевые условия (7) и учитывая соотношения (2), (3) и (6), 
получаем систему трех операторных уравнений

2д2 - У ^ 1 )+  в ( у 2д2 - у У 2 ) + 2СЭ^/ у З ) * / (х, г) = О

[- 2 Э ̂ /у 7^ -  2э ^/у 2в + (д2 + у  3 )с|* /  (х, )̂ = 0 (8)

э 2 - 4 ^  д 2 - У 1  А +
с2 у

д 2 д 2 - у  2
с,2

в *  /  (х , г ) = 0.

Решим полученную систему, определяя неизвестные операторы из третьей и 
второй строк.

с,2
А = д2 д2 - У 22̂ 1 д2

 ̂ ^  1
с2 ^1 д 2

в  = д2 у - У ,  = ^ 2  уд2 ;1 с ,2 1 2  с ,2 г

С-
2д,

д 2 + У  3 -  С1̂С1
У У 2  ■ В,

^  с 2  1 У У 1

После подстановки найденных значений А, В и С в первое уравнение 
системы, получим уравнение

Й2 -  ^ 2  З2
С1

+

(у2д 2 -УУ 2)гд(^/У 2 )- | ^ 1 - ^ ^ д2 (у2д2 - УУ 1 )гд(^/У 1)
V С1 у

+

4Э2л/УГ
д2+Уз -  с ,*-"1 - ■ У ^ «2 -

С1
* /  (х, г )=0. (9)

Отметим, что стоящее в фигурных скобках выражение с точностью до 
множителя совпадает с определителем исходной системы.

Принимая в (9) / ( х ,г) = ехр[/(шг -а х )] и вводя математическое понятие
оператора от функции, можно получить характеристическое трансцендентное 
уравнение для определения неизвестного коэффициента а, содержащего фазовую 
скорость волны.

Заметим, что значению П = 0 соответствует упругая волна, т.е. 
рассматриваемая задача является в этом случае классической задачей 
эластодинамики о распространении волн Лэмба.

Л И Т Е Р А Т У Р А
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К О Н Е Ч Н О  - Э Л Е М Е Н Т Н Ы Й  А Н А Л И З  Н А П Р Я Ж Е Н И Й , 
В О З Н И К А Ю Щ И Х  В С И С Т Е М Е  «Ш Т И Ф Т  -  К О Р Е Н Ь  З УБ А »

П О Д  Д ЕЙ С Т В И Е М  С Т А Т И Ч Е С К О Й  Н А Г Р У З К И .

Белодед Л . В ., Юркевич К . С ., Босяков С. М .

1 п 1ке рга’вп! рарег ге5ы115 а/^тНе-е1 ешеп1  са1си1аНап 51ге55-ёе/огшеё сопйШот’ а/ 1ке /апд аг15- 
1пд а! асНоп о/ сопсеп1га1её 1оай1пд оп су11пёг1са1 ог соп1с ро51̂ , 1п1гоёисеё 1п а гоо1  аге хиЪтШей. Са1- 
си1аНош’ аге сагггеё ои1  Ъу 1ке ехатр1е о/а сапгпе/ог 1 ^о 1уре^’ о/соп1 ас1  Ъе!^ееп а роз! апй а/аЪг1 с о/а 
/апд.

Под термином корневой штифт в стоматологии понимается любой элемент, 
отлитый или промышленно изготовленный, завинченный или зафиксированный це
ментом, который помещается в корневом канале зуба. Применение корневых штиф
тов необходимо для укрепления и поддержки культи зуба путем прочного ее соеди
нения с корнем. Вне зависимости от материала изготовления штифтов существуют 
общие биомеханические принципы и закономерности, которые учитываются прак
тикующими стоматологами. Ключевыми моментами при применении корневых 
штифтов являются их форма, длина (глубина погружения в корень), диаметр, актив
ность введения. Целью настоящей работы является численный анализ напряженно
деформированного состояния корня зуба с внедренным коническим или цилиндри
ческим штифтом, возникающего при действии на штифт сосредоточенной нагрузки.

Расчет полей напряжений выполнялся для корня клыка, форма которого пред
ставляла собой эллиптический параболоид. Полагалось, что в ходе протезирования 
коронка зуба спиливается до основания корня. Высота корня составляла 18 мм, 
большая и малая полуоси эллипса в основании параболоида равны соответственно 
3,8 и 2,8 мм. Высота конических и цилиндрических штифтов принималась равной 12 
мм. Конический штифт имел форму кругового параболоида с радиусом основания 
1,3 мм. Радиус основания цилиндрического штифта также составлял 1,3 мм. Матери
ал корня зуба характеризовался упругими постоянными дентина с модулем упруго
сти Е  = 14.7 ГПа и коэффициентом Пуассона V = 0.31 [1]. В качестве упругих посто
янных для штифтовой вкладки использовались постоянные, характеризующие свой
ства стали: модуль упругости Е  = 200ГПа и коэффициент Пуассона V = 0.3 .

Разработка трехмерной твердотельной параметризованной модели корня зуба и 
штифтовой вкладки выполнялась в С АВ  -  системе 8оИб ^огкз. Посредством форма
та 1§8, построенная модель импортировалась в конечно -  элементный программный 
комплекс АК8У8 ^огкЬепсЬ. Дискретная модель получена путем разбиения геомет
рии на тетраэдры. Область контакта поверхностей корня и штифта покрывалась бо
лее густой конечно -  элементной сеткой по сравнению с другими частями модели с 
целью получения более корректных результатов в интересующей нас области. Рас
чет напряженно-деформируемого состояния проводился для контактных случаев 
Бопбеб и Рг1с11опа1. Контакт типа Бопбеб соответствует случаю склейки двух по
верхностей и не допускает скольжения либо взаимного проникновения [2]. Модели
рование с применением контакта типа Рг1с11опа1 склейки двух поверхностей осу
ществлялось с достаточно большим коэффициентом трения, что соответствует слу
чаю проскальзывания поверхностей друг относительно друга. В нашем расчетном 
случае коэффициент трения принимался равным 0.95. Граничные условия соответ
ствовали случаю жесткого закрепления внешней поверхности корня зуба. К штифту
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прикладывалась вертикальная, горизонтальная и наклоненная под углом 45° к по
верхности штифта сосредоточенная сила. Для всех случаев нагружения модуль силы 
составлял 100 Н.

В результате вычислительного эксперимента получены поля напряжений в 
корне зуба и штифтовой вкладке. В частности, на рис. 1 и 2 представлены распреде
ления эквивалентных напряжений в корне зуба для трех типов нагрузок и различных 
видов контакта.

а) б) в)

Рис. 1. Распределения напряжений в корне зуба, возникающих при действии на конический 
штифт вертикальной (а), горизонтальной (б) и наклонной (в) сосредоточенной силы

для контакта типа Бапёвё

а) б) в)

Рис. 2. Распределения напряжений в корне зуба, возникающих при действии на конический 
штифт вертикальной (а), горизонтальной (б) и наклонной (в) сосредоточенной 

силы для контакта типа Рг1сИапа1

Представленные диаграммы эквивалентных напряжений для штифтовой 
вкладки в форме кругового параболоида позволяют сделать вывод о том, что при 
идеальной склейке концентратором напряжений является кромка корня. Максималь
ное значение напряжений (23,5 МПа) достигается в случае наклонной нагрузки. В 
случае контакта с трением зоной максимальных напряжений является нижняя об
ласть контакта штифта и корня зуба, причем такая закономерность просматривается
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для всех типов нагружения. Максимальное напряжение величиной 87,5 МПа наблю
далось в случае горизонтальной нагрузки. Этот обстоятельство указывает на то, что 
при критических нагрузках возможен разлом корня именно в этой области. В то же 
время следует учитывать напряжения, возникающие на кромке зуба при горизон
тальной нагрузке и нагрузке под углом, которые также имею большие значения. Эти 
зоны содержат опасные объемы, в которых возможно возникновение микротрещин и 
разрушение корня зуба. При этом теряется целостность конструкции, уменьшаются 
зоны сцеплений между штифтом и корнем зуба, что приводит к полному разрыву 
контакта.

Качественный анализ полей напряжений в корне зуба при использовании ци
линдрической вкладки показывает, что при склейке с контактом первого типа рас
пределение напряжений аналогичны случаю, в котором использовалась коническая 
штифтовая вкладка. Результаты распределения напряжений в корне зуба представ
лены на рис. 3.

а) б) в)

Рис. 3. Распределения напряжений в корне зуба, возникающих при действии на цилиндрический 
штифт вертикальной (а), горизонтальной (б) и наклонной (в) сосредоточенной силы

для контакта типа Бапёвё

Максимальная величина эквивалентных напряжений (23,3 МПа) зафиксирована при 
горизонтальной нагрузке и практически совпадает со значением, полученным для 
конического штифта.

При использовании контакта с трением зоной максимальных напряжений явля
ется кромка корня. Соответствующие распределения напряжений показаны на рис. 4. 
В нижней части контакта штифта и корня, за счет увеличения контактной площади, 
не наблюдалось больших значений напряжений, как это было в случае с коническим 
штифтом. Наибольшее значение напряжений 40,2 МПа выявлено при наклонной 
нагрузке. Заметим, что во всех диаграммах зоны, обозначенные красным цветом, со
ответствуют областям, эквивалентные напряжения в которых превышают величину 
равную 15 МПа.

173



а) б) в)
Рис. 4. Распределения напряжений в корне зуба, возникающих при действии на цилиндрический 

штифт вертикальной (а), горизонтальной (б) и наклонной (в) сосредоточенной силы
для контакта типа Рг1сИапа1

Следует отметить, что численные результаты для обоих типов штифтов явля
ются практически идентичными в случае идеальной склейки. Тем не менее, при кон
такте с трением количественные и качественные результаты различны. Величины 
напряжений при использовании цилиндрической штифтовой вкладки уменьшаются 
вдвое. Кроме этого, отсутствует концентратор напряжений в нижней области кон
такта корня и цилиндрического штифта по сравнению с конической вкладкой. Дан
ный факт указывает на уменьшение вероятности раскола корня зуба при использо
вании цилиндрического типа штифтов.

Полученные результаты подтверждают наиболее часто встречающиеся в прак
тике случаи раскола корня зуба и отсоединения штифта от поверхности корня и мо
гут быть использованы в ортопедической стоматологии при выборе оптимального 
типа штифтов.
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Н А П Р Я Ж Е Н И И  Н А  Р А Б О Ч И Х  П О В Е Р Х Н О С Т Я Х  
В Р А Щ А Т Е Л Ь Н Ы Х  П А Р  Т Р Е Н И Я  Р Ы Ч А Ж Н Ы Х  М Е Х А Н И З М О В

Авсиевич А .М ., Реут Л .Е ., Николаев В .А ., Адаменко Д.В.

Тке /еа1игв5  а/раг15 5 ыг/асе (етчат’ а/го 1агу ра1г 1п [еувгаде аге сатчйегей. Тке те1кай5  а/йат- 
аде (етчоп са1 си1 аНоп аге 5 ком>п.

Функционирование вращательной пары в рычажном механизме обусловливает 
существенные особенности кинематики относительного перемещения звеньев по 
сравнению с абстрактным сопряжением «вал -  втулка». Реакция между звеньями 
определяется при стандартном динамическом анализе как равнодействующая внеш
них сил, сил тяжести и инерционных нагрузок. В общем случае внешние силы и 
инерционные нагрузки переменны по величине и направлению, также и звенья из
меняют свое положение относительно друг друга.

Эти факторы обусловливают переменность величины и направления результи
рующей внешних сил и, как следствие, приводят к изменению величины и направле
ния реакции между ними. В результате имеет место взаимное обкатывание вала и 
втулки. Вращательная пара представляет собой сопряжение наружной и внутренней 
цилиндрических поверхностей с зазором. В таких условиях контакт поверхностей 
происходит в секторе, ограниченном углом контакта, величина которого согласно 
исследованиям /1/ составляет при минимальном зазоре не более 100°. Поэтому в 
каждый момент времени усилие между звеньями воспринимается локальными 
участками, прилегающими к точке приложения реакции.

Проведя динамический анализ для множества положений механизма для каж
дого /-го элемента поверхности контакта можно определить зависимость контактно
го давления от обобщенной координаты механизма ф. Определив зависимости угло
вых перемещений звеньев пары от обобщенной координаты, далее, исключая пара
метр ф, для /-го элемента поверхности звена можно получить зависимость давления 
от углового пути трения. Каждый элемент поверхностей трения испытывает цикли
чески изменяющиеся напряжения, причем однократная смена напряжений происхо
дит от нуля до максимального сжатия. В таких условиях контактные напряжения 
между валом и втулкой определяются по формуле (2)

а = 0,418 2д- Е 1Е 2 ^ Е1 -  Е 2-X (1)
Е 1 + Е 2 Е1Е 2

где Е 1 и Е 2 -  модуль Юнга материалов втулки и вала соответственно; К -̂ и К2-  ра
диус вала и внутренний радиус втулки соответственно; д -  интенсивность распреде
ленной нагрузки на длине контакта. Период воздействия определяют как Т  = 2% !^, 
где ю -  угловая скорость вращения вала.

При этом опасной является не точка контакта, а точка, расположенная под кон
тактным участком на глубине 0,4Ъ ( Ъ -  ширина площадки контакта), в которой 
главные нормальные напряжения принимают следующие значения:

а1 = -0,18а а2 = -0,288а а3 = -0,78а . (3)
Эти напряжения изменяются циклически, многократно повторяясь в точках контакта 
через период времени Т  в течение всего процесса работы механизма. Такой цикл 
нагружения, для которого однократная смена напряжений происходит от нуля до 
максимального сжатия ( а  = 0 -  растяжение и а  т ;п = а  < 0 -  сжатие), называется
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знакопостоянным и пульсирующим (отнулевым). Характеристиками такого цикла 
являются /2/:

-  коэффициент асимметрии г = (— ̂  ^ г  ^ + ^ );

среднее напряжение цикла а т = ^  тах + ^ Ш1П   а Ш1П

а  т ат а„-  амплитуда цикла а а =-  ̂  ̂ ^
Предел усталости (или предел выносливости) материала для рассматриваемого цик
ла обозначается а г = а —̂  , где значение |ат п̂|=а -  наибольшее сжимающее напря
жение -  рассчитывается по формуле (1).

Сопротивление материалов действую нагрузок, систематически изменяющихся 
во времени, существенно отличается от сопротивления тех же материалов статиче
скому действию нагрузок. Материал под действием циклически изменяющихся 
напряжений разрушается при более низких напряжениях, чем предел его прочности 
и даже предел текучести, и это связано с усталостью материала, которая проявляется 
в появлении и развитии усталостной трещины, приводящей в конечном итоге к раз
рушению детали.

Усталостная трещина представляет собой острый надрез, у дна которой созда
ется объемное напряженное состояние, которое усугубляется уже существующим 
объемным напряженным состоянием под контактным участком с напряжениями, 
определяемыми по формулам (3). И  именно объемный характер напряженного со
стояния обуславливает хрупкий, без остаточных деформаций, характер разрушения 
при циклических нагрузках. При этом усталостное разрушение не зависит от закона 
изменения напряжений внутри цикла и от частоты изменения напряжений, а опреде
ляется только значением наибольшего сжимающего напряжения (1).

Расчеты на усталостную прочность при циклических нагрузках сводятся к 
определению предела выносливости материала и установлению запаса его усталости 
при данных условиях эксплуатации детали. При этом условием усталостной прочно
сти является /3/

^  (4)аД <
и.

где а т̂ х -  наибольшие рабочие напряжения в детали, равные контактным сжимаю
щим напряжениям, определяемым по формуле (1);
а —̂  -  предел выносливости материала для данного пульсирующего цикла; 
пг -  коэффициент запаса усталостной прочности.

Наиболее опасным с точки зрения усталостной прочности является симмет
ричный цикл -  повторно-переменное растяжение и сжатие -  с коэффициентом 
асимметрии г = — 1, и соответственно предел выносливости для данного цикла а—̂ 
имеет наименьшее значение для любого материала по сравнению с другими цикла
ми. Именно этот цикл чаще всего воспроизводится экспериментально для определе
ния значения а—1. Кроме того, на основании многочисленных опытных данных 
установлена зависимость между пределом выносливости а—1 и пределом прочности 
а  д материала, которая для деформаций растяжения-сжатия составляет
а —1 = 0,28 а  В .
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Для определения предела выносливости материала для любого другого цикла, 
в том числе и для пульсирующего цикла с а-„ , необходимо проводить отдельный 
эксперимент для конкретного материала с заданием конкретных условий работы и с 
соответствующим коэффициентом асимметрии.

Однако на основании многочисленных экспериментов и накопленных обшир
ных опытных данных построены диаграммы, позволяющие проводить оценку уста
лостной прочности детали из конкретного материала для любого асимметричного 
цикла нагружения.

Таким графоаналитическим методом является диаграмма предельных ампли
туд (диаграмма Хейга) /3/, построенная в координатах а а - а т (рис.1). Пульсирую
щему циклу на этой диаграмме соответствует прямая ОС, проведенная из начала ко
ординат под углом в = 45°, так как согласно характеристикам отнулевого цикла, со
ответствующего условиям работы пары «втулка-вал»,

г, а а 1- г  „
^ = ^ а =— = 1.

^  1+г

Рис. 1. Диаграмма предельных амплитуд (диаграмма Хейга)

Определив на основании формулы (1) значение максимального контактного
гД Д гДнапряжения детали а = а  ̂ ах и рассчитав для этого значения величины а  а -  а  т , ис

ходя из диаграммы Хейга, можно установить: если точка с координатами значений
а Д —а лежит на луче ОС  ниже предельной кривой -  данные рабочие напряжения 

являются безопасными в отношении усталостного разрушения. Точка С  соответству
ет предельному состоянию данного цикла и предел выносливости в этом случае 
определяется как

Д

а -а„ +а„. (5)
При этом, коэффициент запаса усталостной прочности, с которым работает деталь, 
можно определить на основании формулы (4).
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Однако для деталей, выполненных из пластичных материалов, кроме опасно
сти усталостного разрушения присутствует опасность появления значительных пла
стических деформаций. Поэтому диаграмму следует разбить на четыре области
(рис.2) и, подсчитав значение рабочих напряжений а ̂ ах по формуле (1), установить, 
в какую область они попадают.

Рис. 2. Области напряжений по диаграмме Хейга

Область I -  соответствует напряженному состоянию, при котором материал 
может работать неограниченно долго без разрушения от усталости и без появления 
пластических деформаций. Область II -  соответствует появлению больших пласти
ческих деформаций (выше линии текучести), но без разрушения от усталости. Об
ласть Ш -  соответствует разрушению от усталости (выше предельной кривой уста
лости), но без заметных пластических деформаций (ниже линии текучести). Область 
IV  -  соответствует появлению больших пластических деформаций с последующим 
разрушением от усталости.

При оценке усталостной прочности детали с использованием диаграммы Хейга 
следует помнить, что кривая построена на основании экспериментов, проведенных 
для стандартных образцов определенных размеров с правильной гладкой формой и 
хорошо обработанной поверхностью. Однако реальные детали конструкций отли
чаются по размерам и по обработке поверхности, они часто наделены концентрато
рами напряжений, что в значительной степени влияет на их усталостную прочность 
и снижает предел выносливости материала. Совокупность влияния всех факторов 
выражается в общем коэффициенте снижения предела выносливости материала К а

К ал -К а  хем х е п ,
л

(6)
где К а -  эффективный коэффициент концентрации напряжений (К а >1), зависит от 
формы концентратора и от механических свойств материала, определяется по фор
муле К а=1+ д(К^а - 1 ) , где 0 < д < 1 -  коэффициент чувствительности материала к
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концентрации напряжении, зависящий от свойств материала; чем выше прочность 
стали, тем выше ее чувствительность к концентрации напряжений, поэтому приме
нение высокопрочных сталей при переменных напряжениях не всегда целесообразно 
(для углеродистых сталей ^  = 0,4 -  0,8); е м -  масштабный фактор (е м >1) показыва
ет, что с ростом размеров детали ее усталостная прочность снижается; е П -  коэффи
циент качества поверхности ( е: >1).

Вышеуказанные факторы, а также влияние коррозии, температуры, пауз и пе
регрузки значительно снижают предел выносливости реальной детали. А  поэтому
предел усталостной прочности реальной детали аД будет равен

а.аД
К

(7)

Это обстоятельство следует учитывать при оценке усталостной прочности в реаль
ных условиях работы деталей машин и механизмов.
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к и н е м а т и ч е с к и й  и  с и л о в о й  а н а л и з  р ы ч а ж н о г о  м е х а н и з м а
С ВХОДНЫМ ПОРШНЕМ 

Анципорович П.П., Акулич В.К., Дубовская Е.М.

Тке агНс1е 1 ’̂ йеуо1 ей 1а 1ке/вакыге^ а / 1ке кгпешаНс апёра^ег апа1у515 а/ 1ке шескапг^ш м>к1ск 
51гис1иге йоеа по1  хиЬтН 1 о Аааиг рг1пс1р 1е /огшаНоп.

На рис. 1 представлена схема 6-звенного рычажного механизма, который ис
пользуется в прессовой формовочной машине, применяемой в литейном производ
стве. Особенность этого механизма заключается в том, что заданным является отно
сительное движение двух подвижных звеньев -  поршня 2 и качающегося цилиндра 1 
(относительные скорость V п  и ускорение а п  ), а обобщенной координатой является
переменное расстояние I ав = ^ . В структурном отношении строение этого механиз
ма не подчиняется принципу Ассура, согласно которому начальное звено механизма 
всегда образует кинематическую пару со стойкой.

Рис. 1.

Определение кинематических характеристик группы звеньев 1, 2, 3 рассмотре
но в работе [1]. Далее можно рассмотреть замкнутый контур С В ^С  и применить к 
нему известную методику, например [2], используемую для кривошипно-ползунных 
механизмов, принимая в качестве обобщенной координаты угол поворота ф з звена
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3. Однако можно решить задачи кинематики другим способом, не вводя вспомога
тельной координаты ф 3 . Для этого рассматриваем замкнутый контур А В ^ А , урав
нение замкнутости которого в векторной форме имеет вид

1АВ + 1 ВО — 1 АО = 0 ,
а в проекциях на оси координат X  и V

х В + 1 4 008 ф4 -  = 0, (1)
У в + I 4 81П ф4 -  У о  = 0, (2)

где х ^  = - а . Из уравнения (1) определяется С08 ф4 , затем 81п ф4 = - ^  1 -  С082 ф4 , 
после чего однозначно находится угол ф 4 . Затем дважды дифференцируем уравне

ния (1) и (2) по обобщенной координате 8  и находим аналоги скоростей ф = —ф4

2 2/ — у ^  ^ II — ф 4 // — у  Ои у  о = , о и аналоги ускорений ф 4 = ----- —, у ^  = ----- —  в следующем виде:
— 8 — 8 — 8

х
ф 4

I
В

1 4 81П ф 4

у 'в  = У в  + 14 ф4/с08 ф4;
II I 2

// х в  - 1 4 1ф^  С08 ф4
ф 4 = 1  ̂ ;

1 4 81П ф 4

у 'в  = у 'в  + 1 4 ф̂[/ С08 ф4 - 1 4 (ф4 ) 81П ф4 .
о I II I IIЗначения Хв  , у  в  и производных Х в , Х в , у  в , у  в  определяются при анализе 

кинематики звеньев 1, 2, 3.
По заданным V п  и а п  определяются скорости и ускорения звеньев и точек, в

том числе центров масс звеньев, необходимые для выполнения силового расчета ме
ханизма. Например,

Ю 4 = ф,/ Vп  , V^  = у ^̂  Vп  ,

е 4 = ф 4/ Vп  + ф./ а п , ав  = у 'в Vп  + у в  а п .
Кинетостатический силовой анализ механизма начинается с исследования 

группы звеньев 4 и 5. Заданной является внешняя сила полезного сопротивления Р 5 ,
приложенная к ползуну 5. Расчетная схема этой группы звеньев показана на рис. 2, а. 
Для определения реакций в кинематических парах К  43, К  50, К  45 может быть при
менена методика [2]. Силы инерции и моменты сил инерции для всех звеньев нахо
дятся известным способом.

Далее рассматриваем звено 3 (рис. 2, б) и группу звеньев 1 и 2 (рис. 2, в). Со
ставляем уравнения моментов ^  М  с  = 0 для звена 3 и ^  М  а = 0 для звеньев 1 и 2 :

К З4 (Хв  -  ХС )+ К З2 ( ^ в  -  ХС )+ (Р и3 -  ̂ 3 )(^8 3 -  ХС ) -  
- К 34 (у  в  -  у с ) - К 32 ( у в  -  у с ) -

-  р и̂3 ( у 83 -  у с  ) + М  и3 = 0; (3)
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к 2з х в  + (^^2  ^ 2 ) 2 + ( ^ 1  ) ^5\ ^ 23 Ув 2 2
-  ̂ и^! У 1̂ + М  и1 + М и 2 = 0

(4)

где к 2хз = - к зх2 , К 2У3 = - К 32, к зх4 = - К Хз, Щ 4  =-К4Уз.

Из системы уравнений (3) и (4) определяем неизвестные компоненты КЗ2 , К 32

и полную реакцию К 3 2  (К 3^2 ) + (К  32) . Направление вектора К 3 2  определяет
ся углом ф К^ ,̂ который находится из соотношений
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к
008 ф к = —^  к  32 к

32

32
81П ф к =^  к  32 к

кУк  32
32

Реакция К 30 в проекциях К 3‘о и К 30 определяется из уравнений ^  = 0 и

^  РУ = о , составленных для звена 3:

^и3 + К 32 + К 34 + К 30 = 0 ,

Р иУ3 -  ̂ 3 + К 3У2 + К 3У4 + К 3У0 = 0 -

Реакция К^  в проекциях К Ю и К У̂) определяется из уравнений ^  Р х = 0 и 

^  Р у = 0 , составленных для звеньев 1 и 2  совместно:

К 2Х3 + Р  иХ1 + Р  иХ2 + К Ю = 0.

К 2У3 + р :̂  -  ̂  1 + РиУ2 -  ̂ 2 + К {0 = 0 -
Полные реакции К 30 и К ю и их направления определяются так же, как это 

выполнено для реакции К 32 .
В заключение рассматривается звено 2 (рис. 2 г), для которого составляем 

уравнения проекций сил ^  Р х = 0 и ^  Р У = 0:

К '13 + р и2 + К 21С08(ф 1 -  90° )+ Р 2Э С08ф 1 = 0 :’ и 2 + К 21с°8, ф 1 -  90 /+ Р 2 Э с08 ф 1 = 0, (5)
К 23 + Р ы2  -  ^ 2 + К 2181П (ф 1 -  900 )+ р 2Э 81П ф 1 = 0 . (6)

Из системы уравнений (5) и (6) определяются реакция К ц  и движущая сила 
р 2 э , действующая на поршень 2 и обеспечивающая принятый закон движения меха
низма ( V п  и а п  ).

Плечо к 21 реакции К ц  находится из уравнения

Е  М  в  = ( р иу2  -  ^  1 )( Х 8  2 -  ХВ )- р и2  ( У 2̂ -  у В )+ К  21 к  21 = 0 .
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П Р И В Е Д Е Н И Е  О П Е Р А Т О Р Н О Г О  М Е Т О Д А  Н А Х О Ж Д Е Н И Я  
К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р А З Л О Ж Е Н И Я  Ф У Н К Ц И Й  К  О Б Щ ЕИ З В ЕС Т Н Ы М

И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы М  Ф О Р М УЛ А М .

Акимов В .А .

И м>а5  А’Иа^п 1ка1 1 ке и^е а / 1ке орега1 аг те1кай /аг йе/тШап а/ сае//1с1еп1 1 п ог1ко§апа1  5 ег1в5  

гейиса’ 1 а по1ог1аи5/огти1а5.

Покажем теперь, что посредством преобразований операторный метод в орто
гональных рядах сводится к общеизвестным интегральным формулам для определе
ния коэффициентов исходных разложений.

Итак, для нечетной функции ф(2 ), являющейся «собственной» функцией опера
тора сЕд, для вещественных значений можно записать[1]:

-̂---Фт-тФ(%̂)ф(рх) = -2  Е - (1)
\= 1 ак ф'(ак) 1 -Д  2/ ак 

Известно, что при а < х  < Ъ этот ряд сходится равномерно. Пусть, кроме того, 
ф(г) удовлетворяет условиям обобщенной ортогональности:

I Ч(х )ф(акх )ф(арх )йх  = ) Р (2)а  ̂ [ О • р Ц  к Ф р

где ^(х) некоторая «весовая» функция.
Умножая (1) на ^ (x  )ф(акх) и интегрируя в пределах (а, Ъ) найдем[1]:

а М М )  Ъ ч(х  )ф(̂ х )ф(ар х )йх = - -Щ - ,
2 М  (ак) а р 1 -Д 2/ ак2

а разлагая справа и слева по степеням Д :
.(2г+-  ак ф'(ак) .ф(к:+:)(0) Ъ х 2г+1 (̂х)ф(арх)ах:

2М (ак ) (2г +1)̂   ̂ ^  р г -

(2г + 1)!

а
2 г+1 Ф(Д)

йд 2г+1 1 -Д 2/ ак2

(г)= Ук)
д=0

В частности, если ^  = к , то

Ф(Д) = ДП
к=1

- д ;  ^
к 2

Взяв ф(^) = 81П2, найдем:
V У

81П ПД 
П

/ чк-1 к  ̂ , 81П ПД( - 1 ) ---- I 81П Дх 81П кхйх = ^ ------2 2\2п-п п(1 -Д  / к  )
так что

укс ) = (- 1)к+Г 1---- 7~--- \ I х2г+1 81П кхйх  =2п(2г + 1)-П

= (-1)к+г к  ̂
2п ( 2 г  + 2 ) -ПI х +2 С08 кхйх

(3)

(4)

(5)
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Если ак = акП̂  положительные корни бесселевой функции (г) где п  -  веще
ственное число > — 1 (при этом все корни а ^  вещественны), то тогда

Ф(Д) = ДПк=1
1 —

))2
2П Г(п + 1)/„ (н)

п—1

где Г ( п  + 1) - гамма функция от аргумента п +  1 и

Н1—” 2 Г(п }^() )̂ \  ̂ (НХ )^п (ак‘П ))̂ Х = ----- ф̂(̂ ()( ))2
^п+1 (а Г)) 0 Б—н 2/(ак”))2

а\  Г̂(п + 1) ^ п+2г+1  ̂ (^(п)укГ) = (— 1)Г-----( /а{2ГГ П +/)-------- Ч1 хп+2г+1̂ „ (акп)]йх ̂ '  ^„+1 (акп))22гг!Г(и + г +1) 0 ^  к
Теперь можно непосредственно установить требуемые соотношения.
1. Разложение в обыкновенный тригонометрический ряд Фурье. При этом

а к  =  К ,  Р н ( ^ )  =  ^ ^ П 2 , Р г { 2 )  =  € 0 8 2

(6)

^  (г ) = Рн (г )+ Рг (г ) =г ) = 81п г + С08 г
и

Ф(Н) = 81П ПН П2г
Е  (— 1)' , -  'НП г=0 (2г +1)!

2г+1 Е  ̂  2г+1Н2г+1
Г=0

Имеем
Р  (хг) 81п хг + С08 хг—̂—к = п-----------------ф(г) 81п пг

что при — п < х<  п  стремится к нулю равномерно с возрастанием круга Сп во всех 
его точках, кроме как в точках вещественной оси, где это отношение сохраняет ко
нечную величину.

1 . Р  (хг )ёгТогда предел интеграла \ ^ ^ —г т т  равен нулю, то ряды
2п/с„ (г — Н)Ф(г )

1 ^ 1 ^
Т1 = -  ЕР2Г+1П2Г+‘ , Т2 = -  Е (2 г +  2)в2г+ 2П2г+‘

п г= 0 П г= 0
сходятся абсолютно. Подставляя в коэффициенты разложения исходной функции 
значения

(— 1)г к

(7)

а , а 2г+12̂  (2г)!
и пользуясь формулами (5), найдем

1

(— 1)Г „  (— 1)Г П2г
(2г +1)!’ ^ 2г (2г +1)

Аг) = Е в2 гП г= о 2Г 2г+ 1 2п
П2г+1 1 ПП = ^  I р{Х)ёх

В к  = — Е  в2Г+1 I 8 1 п к х ё х  = — I Р(Х)8 1 п к х ё х  
П г= 0 — П 

П

— П
1 П
П (8)

—П

1  ̂  ̂ 1 1 П
Ск ^ — Е  в2г+ 2 I х ^ ^ ^ 1 созкхёх  = — I Р(х)со8кхёх

П г= 0 —П П —П
причем порядок суммирования и интегрирования менять можно в силу сходимости 
рядов (7). Итак, получим известное разложение

А(х) = А) + Е (Вк81пкх+ СкС08кх) 
к=1
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с коэффициентами (8).
2. Разложение в ряд Фурье-Бесселя. 

Пусть теперь
р (х )  + р ( -  X   ̂ ^  X

1о {х) = 1 - - +
х

2 * 22 (1!)2 24 (2!)4 
и требуется разложить функцию х) в ряд вида

- . . .  = Р  (х)

ЛХХ = Ао + Е Ск/о {кх) 
к=1

Приведенные выше формулы дают опять требуемое решение, справедливое при 
-  п < х<  п  и при условии, что ряд

(2п)2̂ +2 [{г + 1)!]2

(9)

Е Р 2г+2г=0 (2г +1)!
сходится абсолютно. Если воспользоваться, (5) и значением интеграла

, . 2 г + ^  22г(г!)2
( .̂п ф‘ »р = -(27+1)Г

2 п
I
о

А0 = Ер 2г ПГ=0

2п п
то получим

-  (2)2г (г!)̂  -  I ........... -
-’2Г п2̂ ^ — = I / (п 81П ф)81П фЛф = / {о)+ — |^ ^ ^  I / '{и 81П ф)ЛфЛЛ 

(2г +1)! о п о

п/2
Ео

2 п п
с к ^ —I и  С08 к и ё и | / '{и  81п ф)Лф

п о о
Двойные интегралы дают обычную форму коэффициентов ряда Шлемильха (9). 

Аналогично можно исследовать более общие разложения вида

У {х ) = Е  Ак ^п {кх)
к=\

где -  Бесселева функция п-го порядка.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. 1.Акимов В .А. Операторный метод решения задач теории упругости. Мн. У П  
«Технопринт», 2003-101с.
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Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е  В О Л Н  В У П Р У Г О М  С Л О Е  

Гончарова С.В.

1 п 1к15 агИс1е 1ке й151г1Ьийап а/м>аув5  1п 1ке е1аА’Ис 1 ауег ргг^апег Ьек^евп р 1апа’ г = ± к ип-
ёег сатчйегаИап.

Рассмотрим упругий слой толщиной 2к, заключенный между плоскостями 
^= ±А, свободными от напряжений. Пусть в этом слое распространяется периодиче
ская волна с фазовой скоростью с. Плоская продольная волна распространяется в 
бесконечном пространстве со скоростью , поперечная волна -  со скоростью С2. В 
упругом слое скорость волны будет отличной от и С2 . Ограничение упругого 
пространства двумя плоскостями вызывает возмущения, влияющие на изменение 
фазовой скорости и напряженного состояния. ниже мы рассмотрим плоскую задачу: 
перемещения и и ^  будут независимыми от переменной у ,  а перемещение V = 0.

Функцию /  (х, I), описывающую вынужденные колебания упругой среды пред
ставим в виде [1]

/  (х, / ) = с ехр[/( р^ -  / х )]
и подставим в ряды перемещений плоской задачи теории упругости [1].
Беря действительные части, получим

Г  ̂ о л
и = А / ск2Ц8к 1кд -- 1 ^  2 Ч^ .;,-1)

^ 2 + /  2
-скг88к ~1к8 81п(р̂  -  / х )

^  = А д 8 кгд 8 к ^кд - 2 / 2 л

^ 2 + /  ̂
-8 кг8 8 к -'к8 008(р г -  / х ) (1)

/^2 [72 2 Р  ^  , /  + 8 2 ^где д = ^̂  /  -  к  , 8  ^  /  -  с , р , с , А = ---------- С
- 1 с2 Ч

Р 2п
—— -  частота, —  -  длина волны. 
2п I

Условие а^^(x,±Д| = 0 приводит к соотношению: 4 8 / 2с(кк8 ■ 

рое можно переписать в виде
1 к к ^  _  4 /  2  гв

( / 2 + 82 ^
ч

1 ккг (/ 2 + 82 )2

с^ккд кото-

(2)

где I  равно 2п, поделенному на длину волны, а в и ^ - две функции, определяемые 
уравнениями

в2 = / 2( ’  -  ̂  1, г 2 = /  2
( ' -  ̂  1с2V 2 У 'д 1 У

(3)

РЗдеоь с = /  -  фазовая окорость .олны, а 01 и как и ранее, скор°сги в°лн раоши-

рения и волн искажения в безграничной среде.
Надо заметить, что при с> С2  величина в становится чисто мнимой, и если ее 

положить равной то (4.44) можно переписать в виде
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1К>г9г) = 4 /  ".-Р
) 2 + X 2)"

Из (2) можно видеть, что если длина волны велика по сравнению с Ь, то РЛ и гЪ 
становятся малыми, так что гиперболические тангенсы можно заменить их аргумен
тами, и (2) тогда дает

4 ̂ I,2 . 2 = ( 1 2 +в2 ')

Подставляя сюда р2 и . 2 из (3), получим 4 / 4 

откуда

,2 Л

V1 1̂2 у
1

2 2

'  - уV 2 у

: 4С2 Ч
2 С2 ‘'1

„  2 7^  2 0Но с1 = —  и с2 = —, следовательно,
Р Р

с2 = 4 (у -1 )0 , с = 2 
7Р V

7 - 1
с 2 (4)

К +что при 7  = --------  совпадает с результатом, полученным из элементарной теории
1

Г с2 1
4

Г с2 1Г С2 1
2 2 = 16 1 2 1 2V С1 У V С1 УV с2 у

Если V = ~  (то есть у = 3 ), то С  = 3 и тогда получим соотношение

2 4 2  12
С = - ^ С 1  = ^ 3 ^ 2

Для очень коротких волн РЬ и гЬ становятся очень большими и их гиперболи
ческие тангенсы стремятся к единице, при этом уравнения (2) упрощается:

( / 2 + р 2)2 = 4 / 2рг
Возводя в квадрат обе части и подставляя значения в и г  из (3), получаем

(5)

Формула (5) представляет собой характеристическое уравнение для поверхностных 
волн Рэлея [1].

Границу г =  Ь можно трактовать как границу упругого полупространства; пе
риодическая волна по своему характеру приближается к поверхностной волне Рэлея.

Итак, плоские продольные волны в бесконечной пластинке могут распростра
няться со скоростью с, представленной формулой (4), когда длина волны Л очень 
велика по сравнению с толщиной пластинки Ь , и со скоростью поверхностных волн 
Рэлея, когда длина волны очень мала в сравнении с толщиной. Для длин волн, срав
ненных с толщиной, имеет место дисперсия, скорость зависит от отношения длины 
волны к толщине.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Новацкий В. Теория упругости- М. Издательство «Мир», 1975-672с.
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О П Т И М И З А Ц И Я  П А Р А М Е Т Р О В  У П Р А В Л Я Е М О Й  О С И  
А В Т О Б У С О В  И  А В Т О М О Б И Л Е Й  «М АЗ »

Гурвич Ю .А .

Сотр1ех а/ргадгаш^ м>а5  йеуе1арей/аг 51еегаЫе ах1е рагаше1ег5  арНтггаНап. И сотчА’!̂ ’ а/А’вУвп 
ёгЦегеп1  ргадгашА 1п1епёеё 1а таке а сатртатгАе Ье!^ееп хисИ аи1ри1  сИагас1ег15Ис5 аА 5 (аЫ1 Ну, 51аЬШ- 
гаНап апй 5 а/е1у таНап, ^а/̂ пе̂ А а/таНап, /агсе а! 1ке йг1у1пд м>кее1, Иге айгШап

Хорошо известно, что все задачи проектирования машин, их узлов и механиз
мов всегда многокритериальные и представляют собой задачи многокритериального 
синтеза. Однако, многие задачи проектирования машин и их узлов (например, задачи 
проектирования управляемых осей автомобилей, автобусов и всех колесных транс
портных средств), несмотря на многокритериальность, до сих пор рассматриваются 
как однокритериальные. При этом оптимизируют лишь несколько параметров мате
матического описания при каком-то одном фиксированном значении скорости ма
шины, поочередно варьируя величину одного из параметров при неизменных значе
ниях остальных. В расчетах, связанных с динамикой автомобиля, используют харак
теристики шин, полученные при статических испытаниях, и, в лучшем случае, -  из 
экспериментальной зависимости «боковая сила от угла увода», несмотря на то, что 
должны использоваться динамические характеристики шин. В литературе отсут
ствуют адекватные практике критерии количественного определения устойчивости, 
безопасности, стабилизации движения машины (с учетом среднего времени реакции 
водителя) и т.д. Естественно, что все это не позволяет на стадии проектирования 
машин создать конструкцию с заранее заданными свойствами (выходными динами
ческими характеристиками или критериями: устойчивость, безопасность, стабилиза
ция движения и плавность хода машины и т.д.), тем более во всем скоростном диа
пазоне движения машины. Поэтому до сих пор улучшать характеристики некоторых 
узлов автобусов и автомобилей «М АЗ» вынуждены не на стадии проектирования 
этих машин, а в процессе эксплуатации, путем проведения длительных и дорогосто
ящих экспериментов.

В последнее время для ускорения разработки и постановки на производство но
вых поколений высокоэффективных машин на колесном ходу, конструкторы стали 
успешно применять различные по сложности и объему расчетно-методические аппа
раты (РМА), которые с помощью ЭВМ  еще на стадии проектирования помогают 
создавать машины с заранее заданными выходными характеристиками, соответ
ствующими предъявляемым требованиям [1].

Все это послужило основанием для разработки новых методик и программ (но
вого РМ А), позволяющих на стадии проектирования автобусов и автомобилей 
«М АЗ» исследовать их выходные характеристики. Разработка такого РМ А осу
ществлялась в рамках Государственной научно-технической программы (ГНТП) 
«Машиностроение» по подпрограмме «Белавтотракторостроение» коллективом уче
ных: к.т.н., доцентами А.Ф. Андреевым, Ю .Е. Атамановым и другими [18].

Для оптимизации параметров управляемой оси разработан алгоритм и ком
плекс программ под общим интерфейсом, включающий 7 отдельных программ, реа
лизующий компромисс между выходными характеристиками: устойчивостью, ста
билизацией и безопасностью движения, плавностью хода, усилием на рулевом коле
се, износом шин, исходя из двух разных критериев: нормы Гильберта и гипотезы 
усталостного износа. Для этого проведены исследования, начиная от формирования 
механико-математической модели управляемой оси до анализа влияния ее парамет
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ров на новые прикладные критерии колебательной и апериодической устойчивости, 
безопасности движения, стабилизации управляемых колес (с учетом среднего вре
мени реакции водителя) во всем скоростном диапазоне движения машины [2,17,19]. 
С помощью комплекса программ на ЭВМ  получены новые результаты и проведен их 
анализ.

Исследование по критерию «Устойчивость» движения управляемых колес.
Основное внимание в этой работе уделено новым критериям: плавности хода, 

усилию на рулевом колесе, износу шин, а также достижению компромисса между 
этими критериями и критерием «Устойчивость» движения, который в силу ряда 
причин является наиболее важным -  «главным» критерием.

Очевидно, что если критерий «Устойчивость» движения машины будет «пло
хим», то у нее ухудшаться показатели устойчивости и безопасности движения, ста
билизация управляемых колес будет недостаточной. Повышается утомляемость во
дителя, который все время будет пытаться исправлять траекторию движения. Управ
ляемые колеса такого автомобиля при наезде на неровность будут возвращаться в 
нейтральное положение (если они вообще будут возвращаться!) очень медленно, 
другими словами автомобиль потеряет управляемость. Другое дело, когда критерий 
плавности хода и (или) износа шин (в зависимости от «ошибки» рулевой трапеции) 
будет недостаточно хорошим, при этом автомобиль не потеряет управляемости, бу
дет совершать движение, но с чуть худшими выходными характеристиками.

Формализованное описание (система дифференциальных уравнений) движе
ния, стабилизации управляемых колес во много раз информативнее -  охватывает 
значительно большее число параметров и критериев, чем любое другое описание.

Следовательно, критерий «Устойчивость» является наиболее важным критери
ем, а исследования по этому критерию по праву расположены в статье на первом ме
сте.

Рис. 1. Общий вид автобуса «МАЗ»

Рис. 2. Управляемая ось автобуса

Исследование по критерию «Устойчивость» проведено в два этапа:
Н а первом этапе реализовано решение и анализ системы дифференциальных 

уравнений движения управляемой оси автобуса.
Сначала из 9-ти степеней свободы, которыми обладает управляемая ось автобу

са (рисунок 2), были обоснованно выбраны две степени свободы. Далее, используя 
аппарат аналитической механики и динамики неголономных систем, были выведены
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дифференциальные уравнения движения и сформированы уравнения неголономных 
связей катящихся без скольжения управляемых колес. В результате получена систе
ма дифференциальных уравнений, описывающая малые колебания управляемой пе
редней оси с элементами рулевого привода и подвески, колеса которой имеют две 
основные степени свободы.

Н а втором этапе реализованы некоторые теоретические и практические пред
посылки к автоматизированному выбору параметров управляемой оси автобуса во 
всем скоростном диапазоне движения.

Программа «Устойчивость» (8иЬгои11пе Р2) позволяет варьировать от одного до 
всех параметров системы. Это сделано для определения влияния каждого параметра 
или совокупности параметров на критерий устойчивости.

Разработана методика, алгоритм и программа для ЭВМ  многокритериального 
выбора параметров управляемой оси во всем скоростном диапазоне движения ма
шины.

Рис.3. Главная форма программы «Устойчивость»

^ Т а б л и ц а  к о леб ательн ы х
№ Точки У2=1.5,Тгк |УЗ=2,Тгк У4=2,5;Тгк У5=3;Тгк У6=3.5Ягк У7=4Я гк У8=4,5:Тгк УЭ=5:Тгк У10=5,5:Тгк У11=6:Тгк

0,24224 0,2217 0,21668 0,22289 0,23947 0.26688 0,30718 0,36434 0.44478 0,55859

2 0,34019 0,27933 0,25472 0,15791 0,14996 0,14849 0.15225 0,16087 0,17477 0.1943 0,22043

3 0.15547 0,11788 0,09318 0.0759 0,06439 0,05766 0.0544 0.05248 0,05058 0.05298 0.06551

4 0.17828 555 555 555 555 555 555 555 555 555 555

5 555 0.35514 0.31762 0.299 0.2913 0.29051 0,29433 0.30112 0.30935 0,31798 0.32591

6 555 0.44583 0.43589 0.44698 0.47344 0.51334 0,56531 0.62747 0.66729 0,76967 0.8382

7 0.45438 0.23211 0.25117 0.24001 0.24452 0.26385 0,3006 0.36154 0.46254 0,64029 1.00588

8 0.15027 0.1 4614 0.11589 0.09666 555 0.05045 0,04765 0.04521 0.04436 0,04445 0.04538

Э 0,32567 0,1 3045 0,14691 0,12744 0,11525 0,10742 0.10238 0,09921 0,09742 0.09643 0,09619

10 0,23553 0,23357 0,20216 0,14231 0,13909 0,14415 0.15839 0,19244 0,26288 0.43047 1,1142

11 0,20224 0,1908 0,15547 0,13257 0,09512 0,08775 0.08438 0,08581 0,09214 0.10383 0,12231

12 0,12409 555 555 555 0,06442 555 555 555 555 555 555

13 0,07707 0,06758 0,05875 0,05063 0,04387 0,03924 0.0369 0,03657 0,03871 0.03516 0,03344

14 555 0,32822 0,29123 0.27262 0,26426 0,28211 0.26382 0.26781 0,27212 0.27642 0.27864

15 555 555 555 0.12735 555 555 555 555 555 0,05662 0.05407

15 0.29838 0.16628 0.13917 0.12201 0.111 0.10407 0,09992 0.09769 0.09686 0,09704 0.0979

17

<  1

0.1383 0.1 6049 0.12548 0.10363 555 555 555 0.05143 0.04849 0,04728 0.04726

> 1

Показать апереодические | Перебросить апереоаические| Удалить Ид.т.| Удалить апериодические | Удалить плохие| Удалить не Парето 1 СортироБать| □чистить|||5ь

Рис. 4. Форма результатов расчета в виде таблицы 
колебательных движений управляемых колес
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0,447 г 0,447
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135430.60774 с1 135430,60774

2751Э.278ЭЗ с2 27519,27883

3407Э.77547 И1 34079,77547

840.88063 И2 840,88063

1 уу 8 9  П

53000 Ь 53000

90 а1 90

19 Ье1; 19

6 А 6

196.43375 т 196,43375

0.13828 1 0,13828

6 В 6

0,918 01 0,918

18000 N 18000

0,6 51 0,6

0,2 ГО 0,2

3 аа 3

0,1585 С 0,1585

0,0001 с11 |0,0001

-  | : Е ь 1П!ЭЙМЙТЪ.;|1
1 Количество точек |5 5 Отмена 1

Вывод. Программа «Устойчивость, стабилиза
ция, безопасность движения,^» (сокращенно «Устой
чивость») обеспечивает многокритериальную оптими
зацию параметров управляемой оси во всем скорост
ном диапазоне движения автобусов и автомобилей 
«М АЗ» по критериям: отсутствие автоколебаний 
управляемых колес, достаточной стабилизации и необ
ходимой безопасности движения, учета среднего вре
мени реакции водителя при колебательных и аперио
дических движениях управляемых колес.

Рис. 5. Форма для задания 
параметров оптимизации

Исследование плавности хода автобуса.
В данной работе исследование плавности хода ав

тобуса проводится с целью проверки соответствия ха
рактеристик подвески (жесткости передних упругих 
элементов и демпфирования в передней подвеске) вы
бранных по предлагаемым критериям: обеспечения 
устойчивости движения, управляемости, отсутствие 
колебания управляемых колес, санитарно -  гигиениче
ским требованиям, требованиям к плавности хода по 
асфальтобетонной дороге во всем скоростном диапа
зоне.

Оценочные критерии плавности хода автобуса характеризуют воздействие ко
лебаний на водителя и пассажиров. Допустимый уровень колебаний для организма 
человека ограничен. Он воспринимает колебания по-разному в зависимости от их 
частоты. В зоне низких частот восприятие колебаний пропорционально ускорениям, 
в зоне средних частот -  скоростям, а в зоне высоких частот -  перемещениям.

При исследовании влияния колебаний на человека различают следующие виды 
вибрации: общая, локальная и фоновая [3]. Общая вибрация  -  вибрация передающа
яся через опорные поверхности на тело стоячего или сидящего человека. Локальная 
вибрация  -  вибрация, передающаяся через руки человека, воздействующая на ноги 
сидящего человека, контактирующие с вибрирующими поверхностями. Фоновая 
вибрация  -  вибрация, регистрируемая в точке измерения и не связанная с исследуе
мым источником. При проверке плавности хода автобуса нас интересует только об
щая вибрация.

Наиболее простым оценочным критерием плавности хода автомобиля может 
служить частота собственных колебаний кузова. Экспериментально установлено, 
что условием, хорошей плавности хода является совпадение собственных частот ко
лебаний автомобиля со средней частотой шагов (60...90 в мин.) человека, что соот
ветствует колебаниям с частотой 1...1,5 Гц.

Основными оценочными показателями плавности хода автомобиля являются 
уровни вибронагруженности водителя, пассажиров, грузов и характерных элементов 
шасси и кузова. Оценка уровня вибронагруженности производится по среднеквадра
тическим значениям ускорений колебаний (виброускорений) или скоростей колеба
ний (виброскоростей) в вертикальном и горизонтальном направлениях.

В санитарных правилах и нормах ощущения человека при колебаниях оцени
ваются по среднеквадратической величине ускорений колебаний, измеряемые в ок
тавных полосах частот или их логарифмические уровни.

Для исследования плавности хода автобуса при движении по неровностям до
роги используются различные расчетные схемы и описывающие их механико
математические модели: пространственные и плоские (в зависимости от задачи ис
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Рис. 6. Трехмассовая расчетная схема, при
меняемая при анализе плавности хода ав

томобилей (без учета водителя)

следования). О д н ак о  в практике исследования колебаний д вухосны х автомобилей 
наибольш ее распространение получил и плоские расчетные схемы: трехмассовы е и 
двухмассовы е, позволяющие получить д остаточную  для практики инф ормацию  о 
колебаниях подрессоренны х и неподрессоренны х масс, чтобы  затем судить о плав
ности ход а автомобиля [ 4 _ 8 ] .

Бы ло проведено сравнение результа
тов исследования колебаний подрессорен
ной и неподрессоренной массы передней и 
задней частей автобуса полученны х на 
трехм ассовой и двухмассовой м ехани ко
математических моделях.

Результаты  расчетов перемещения 
подрессоренной массы передней части ав
то б уса , ускорения подрессоренной массы 
передней части автобуса, перемещения не
подрессоренной массы задней части авто
буса, ускорения неподрессоренной массы 
задней части автобуса по различным ме
ханико-м атем атическим  моделям для не
которы х параметров передней и задней ча
стей автобуса полностью  совпали (средняя 
ош ибка составляет 0 ,0 % ).

Расхож дение остальны х результатов расчетов четы рех наблюдаемых парамет
ров по трехм ассовой и двухмассовой моделям составило о т 3 3 %  до 4 0 % .

В  результате, для проверки плавности ход а автобуса с выбранными парамет
рами подвески, по критериям отсутствия колебаний управляемы х колес, обеспече
ния устой чи вости  движения и управляем ости нами использовалась трехмассовая 
механико-математическая модель, обладающая рядом преимущ еств перед двухмас
совой.

А на л и з  результатов исследования колебаний передней части кузова автобуса 
при различной ж есткости передней подвески и постоянном  демпфировании показал 
(рисун ок 7 ) , что  с уменьш ением  ж есткости у п р у г и х  элементов передней подвески 
уменьш ается амплитуда среднеквадратических ускорени й  и одновременно ум ень
шается резонансная частота как в области низк очастотного, так и в области высоко
часто тн о го  резонанса.

С ни ж ение ж есткости передней подвески приводит к уменьш ению  амплитуды 
перемещений подрессоренной и неподрессоренны х масс в области низкочастотного 
резонанса, причем  его область смещается в сто р о н у ум еньш ения резонансной часто
ты возмущ ения, как и ускорений.

В  области вы сокочастотного резонанса максимальное значение среднеквадра
ти чески х ускорений с увеличением  ж есткости подвески увеличивается не столь зна
чительно, как при вы сокочастотном  резонансе, причем область вы сокочастотного 
резонанса с увеличением ж есткости передней подвески смещается в сто р о н у возрас
тания резонансной частоты  возмущ ения.

С ни ж ение ж есткости передней подвески автобуса сопровождается более быст
рым возрастанием перемещений неподрессоренны х масс в области вы сокочастотно
го  резонанса. Следовательно, улучш ается плавность ход а, так как заметно сниж а
ю тся среднеквадратические ускорения передней части автобуса, а также перемеще
ния передней части кузова.

193



Рис. 7. Зависимость колебаний точки подрессоренной 
массы автобуса над передним мостом от жесткости 
передней подвески и постоянном демпфировании в под
веске; 1 -  ср = 600000 Н/м; 2 - ср = 900000 Н/м; 3 - ср = 
1200000 Н/м; 4 - ср = 1500000 Н/м; 5 - ср = 1800000 Н/м;

6 -  нормативная кривая при 1 часе воздействия; 7 -  
нормативная кривая при 8 часовом воздействии; 

кр = 16000 Н.с/м

Рис.8. Зависимость среднеквадратических ускорений 
точки подрессоренной массы автобуса над передним 
мостом в зависимости от возмущения при различной 
жесткости и постоянном демпфировании передней 
подвески; 1 -  ср = 600000 Н/м; 2 -  ср = 900000 Н/м;
3 -  ср = 1200000 Н/м; 4 -  ср = 1500000 Н/м; 5 -  ср = 
1800000 Н/м; 6 -  нормативная кривая при 1 часе воздей
ствия; 7 -  нормативная кривая при 8 часовом воздей
ствии; кр = 16000 Н.с/м

О д н ак о  сниж ение жесткости 
передней подвески небл агопри 
ятн о  влияет на перемещение не
подрессоренны х масс в области 
вы сокочастотного резонанса, 
что  может ухуд ш и ть  ус то й ч и 
вость движения автобуса и его 
управляемость.

Та к и м  образом, при к оро т
кой неровности равной 0,5 м ав
то б ус  будет находиться в диапа
зоне частот возмущ ения 1 ^ 1 7  
Г ц  2,83 с, при движении по 
длиной неровности равной 2 м 
он будет находиться в неблаго
приятном  диапазоне частот воз
м ущ ений 5 ,1  с, что  вполне п р и 
емлемо для водителя.

Следовательно, время воз
действия колебаний при резо
нансны х частотах возмущения 
весьма кратковрем енно и не 
может сказаться на утом ляем о
сти водителя при 8 часовом ра
бочем дне и, тем более, при 
движении автобуса по м арш руту 
в течение 1 часа.

О ц е н к а  плавности хода 
автобуса в соответствии с Г О С Т  
[9 -10 ] и сравнение колебаний 
при различны х параметрах пе
редней подвески, полученны е 
ранее результаты расчетов на 
ри сун к а х 7  и 8, представлены в 
виде ломаны х линий соединяю
щ и х то ч к и , ординаты которы х 
равны значениям среднеквадра
ти чески х ускорений в октавны х 
по л осах, а абсциссы -  средне
геометрическим  частотам. Н а  
э ти х же граф иках нанесены пре
дельно допустимые ускорения 
при 8 часовом и 1 часовом воз
действии.

Сопоставление расчетны х среднеквадратических ускорений с допу-стимы м и 
ускорениям и, позволяет судить о плавности хода автобуса, а также установить 
наиболее неблагоприятны е диапазоны частот колебаний.

Для сравнения колебаний точк и  подрессоренной массы автобуса над передним 
мостом  при различных параметрах передней подвески определялись площади под 
расчетны ми и нормированны м и кривыми ускорений. Л уч ш и м  принимался вариант 
передней подвески, у  к о то р о го  площадь под кривой ускорений и отнош ения к пл о
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щади под нормированными кривыми при 8 часовом и 1 часовом воздействии мень
ше.

Исследованиями установлено, что автобус «М АЗ» по критериям плавности хо
да отвечает требованиям международного стандарта 180 2631 и санитарным прави
лам и нормам Республики Беларусь.

Совместное исследование устойчивости и плавности хода
Данная программа предназначена для исследования плавности хода автобуса и 

колебаний точки подрессоренной массы над передней осью и неподрессоренной 
массы передней оси на трехмассовой модели. Оценка плавности хода автобуса осу
ществляется по значениям среднеквадратических ускорений, полученных при раз
личных величинах коэффициентов жесткости и демпфирования передней подвески, 
вычисленных по программе «Устойчивость», путем сравнения с нормативными зна
чениями среднеквадратических ускорений при 8 часовом и 1 часе воздействия. Так 
осуществляется компромисс двух критериев.

Рис. 9. Главная форма программы определения характеристик плавности хода 
совместно с учетом критерия «Устойчивость»

Расчет оптимальных параметров рулевой трапеций для семейства авто
мобилей с разными базами.

Для автомобилей «М АЗ», имеющих отличающиеся друг от друга базы М] 
(размер М] в мм, а]  -  число баз машин) 3300, 3550, 3600, 3950, 4100, 4800, 4900, 
5010, 5400 и т. д. используется только одна рулевая трапеция (причём параметры её 
не являются оптимальными, хотя бы для одной из баз М] машины), что наверняка 
вызывает повышенный износ шин у некоторых машин из этого ряда (если не у каж
дой из машин!).

В связи с этим была поставлена задача: «Разработать новую методику много
критериальной оптимизации значений параметров такой рулевой трапеции, которая 
будет оптимальной для целого ряда машин, имеющих разные базы».
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Рис.10. Главная форма программы оптимизации рулевой трапеции с переменной базой

Подчеркнём, что задача определения оптимальных параметров рулевой трапе
ции по критерию износа шин из однокритериальной задачи нелинейного програм
мирования (при постоянных величинах шкворневой колеи Ь  и базы машины М )  пе
реходит в многокритериальную задачу с числом критериев на число ] большим, чем 
у однокритериальной задачи. Это резко усложнило решение задачи. Потребовался 
новыйматематический аппарат, в котором использовалось множество Парето и т. д.

Для реализации этой задачи выполнено следующее:
1. Разработана механико-математическая модель рулевой трапеции для машин с 

различными базами. Обоснован новый критерий оптимальности -  норма Г  ильберта.
2. Разработаны методика, алгоритм и комплекс программ многокритериальной 

оптимизации параметров оптимальной рулевой трапеции для ряда машин с различ
ными базами М] (с одним или с двумя интервалами) [11].

В результате многокритериальной оптимизации параметров рулевой трапеции 
конструктору предлагается одна из точек Парето. Причем, каждой точке Парето со
ответствует своя совокупность геометрических (управляемых) параметров рулевой 
трапеции.

Рис.11. Форма результатов расчета параметров рулевой 
трапеции с переменной базой разбитой на 2 интервала

Выводы.
1. Впервые разработана программа многокритериальной оптимизации значе

ний параметров такой рулевой трапеции, которая будет оптимальной для целого ря
да машин, имеющих разные базы.
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2. Расчеты показали, что целесообразно разбить весь диапазон баз на два диа
пазона. В соответствии с этим придется выполнять два вида различных рулевых тра
пеций.

3. Теоретически, весь диапазон баз можно разбить на 3 диапазона, но при этом 
полученная выгода (по критерию износа шин), не соизмерима с затратами.

4. Расчеты показали, что точки Парето чувствительны к изменению угла накло
на продольного рычага рулевой трапеции к продольной оси, но слабо чувствительны 
к длине продольного рычага.

Расчет оптимальных параметров рулевой трапеций для семейства авто
мобилей с разными базой и колеей.

Задача определения оптимальных параметров рулевой трапеции по критерию 
износа шин (который формализован в виде нормы Г  ильберта) из однокритериальной 
задачи нелинейного программирования (при постоянных величинах шкворневой ко
леи Ь  и базы машины М )  переходит в многокритериальную задачу с числом крите
риев в I*] раз большим, чем у однокритериальной.

В отличие от предыдущей программы, где определена рациональная рулевая 
трапеция для целого ряда машин имеющих разные базы, сложность данной про
граммы возрастёт в]  раз. Это резко усложняет решение задачи.

Рис.12. Главная форма программы оптимизации рулевой трапеции 
с переменной базой и колеей

Таблица результатов

Парето Номер Расстояние

46 166.01

39 169.265

32 172,667

25 176,201

18 179.351

П 183.604

4 187,443

5 271.702

12 285.644

19 300,207

26 315.416

33 331.294

40 347.366

47 365,161

^ 3
45 662 527

(е|Те1 17 500СК2000 5000К2500 5000X3000 6000X2000 6000X2500 бооох;

300 7.221 51,367 172.853 28,872 9,023 56.Э21

280 7,031 53.323 175,978 26,888 9.39 58,608

260 6.925 55.317 179.108 25,012 9.302 60.312

240 6.839 57,331 132.242 23,24 10.256 62.033

220 6,95 53.37 135,379 21,569 10,751 63,769

200 7.075 62.033 138.519 19,994 11.236 65.52

180 7.271 64,113 131.662 18,513 11.86 67.236

180 74.266 10.373 32.693 167,117 50,347 3.363

200 79.493 11.206 31.004 175.079 53.62 9.894

220 85,01 12,16 23,374 183.366 57.053 10.507

240 90.316 13.246 27.804 191,993 60,649 11,206

260 96.927 14.463 26.293 200.973 64.415 11.992

280 103,357 15.333 24.853 210.322 68.356 12.869

300 110,121 17,344 23,486 220.054 72.479 13.84

300 100772 273.219 505.032 32.454 129447 273 23

Парето Отсортировать I ; Округлыь ;|

Рис.13. Форма результатов расчета параметров 
рулевой трапеции с переменной базой и колеей
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Потребовался новый математический аппарат во много раз более сложный, 
чем для ранее реализованных задач, в котором использован алгоритм многокрите
риальной оптимизации, базирующийся на выделении множества Парето при пере
менных Мг и Ь].

Для реализации этой задачи выполнено следующее:
1) Разработана механико-математическая модель рулевой трапеции для машин 

с различными базами и колеями. Обоснован критерий оптимальности -  норма Г  иль- 
берта.

2) Разработаны методика, алгоритм и комплекс программ многокритериальной 
оптимизации параметров оптимальной рулевой трапеции для ряда машин с различ
ными базами М] и колеями Ь] [12].

Выводы.
1. Впервые разработана программа многокритериальной оптимизации значе

ний параметров такой рулевой трапеции, которая является рациональной для целого 
ряда машин, имеющих разные базы М^ и колеи Ь].

2. Ряд численных экспериментов, проведенных с использованием реальных 
значений входных параметров (где база менялась от 3300мм до 5500мм) показал, что 
целесообразно проектировать несколько рулевых трапеций, каждая из которых будет 
соответствовать своему диапазону соотношений база-колея.

Метод определения сил, действующих на элементы рулевого управления.
Возрастающий объем автоперевозок требует большого внимания к безопасно

сти движения. В обеспечении безопасности движения значительную роль выполня
ют стабилизирующие моменты на поворотных цапфах автомобиля, которые увели
чиваются с уменьшением радиуса поворота и таким образом способствуют ощуще
нию водителем дороги через рулевое управление. Устойчивое управление колесами 
возможно лишь тогда, когда стабилизирующие моменты при криволинейном движе
нии способствуют установке рулевого управления в нейтральное положение.

Рис.14. Главная форма программы по расчету усилия на рулевом колесе
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О д н ак о  усилие, прикладываемое к рул евом у колесу для осущ ествления маневра 
не должно превышать норм и рованн ого значения. В  соответствии с требованиям и 
О С Т  2 7 .0 0 1 .4 8 7 -9 9  усил ие, прикладываемое водителем к рул евом у колесу, не долж
но превышать 220 Н  при движении с исправным усилителем р ул евого управления и 
450 Н  при неработаю щ ем усилителе.

Н а  эксплуатационны е качества рул евого управления влияю т кинематические 
параметры рул евого механизма, рул евого привода, установочны е параметры упр ав 
ляемых колес, схема привода ведущ их колес и характеристики ш ины , связывающие 
кинематические параметры к р у го в о го  движения автомобиля с силами на колесах. 
Вы полнение требований к рул евом у управлению  определяют при проведении прие
м очны х испы таний.

Ч то б ы  при конструировании получить представление об ожидаемых качествах 
рул евого управления, целесообразно математическое исследование. Э т о  исследова
ние должно показать, в каком направлении м ож но д ости гнуть ул учш ен ия качеств 
рул евого управления.

П р о гр а м м а  «У с и л и е  на рулевом  колесе» позволяет определить различные си
ловые характеристики при повороте автобуса в процессе движения и повороте руле
во го  колеса стоящ его на месте автобуса. Д ля э то го  разработана новая методика, 
позволяющая еще на стадии проектирования маш ины с достаточной для практики 
точностью  рассчитать усилие на рулевом колесе (без усилителя рул я).

О сн о в н ы м  механизмом р ул евого привода является ш арнирны й четырехзвен- 
ник. Э т о т  механизм используется в качестве рулевой трапеции в составе рул евого 
привода о т рул евого механизма к рулевой трапеции (рис. 15).

Задача определения скоростей и передаточны х отнош ений сводится к совмест
н о м у реш ению  уравнений проекций на оси координат кон тур о в , образованны х зве
ньями механизмов с последую щ им дифференцированием э ти х уравнений.

Рис. 15. Кинематическая схема 
рулевого привода

радиуса горизонтальной проходимости автобуса 
«МАЗ» полной массой 18т при круговом движении 

со скоростью 10 км/ч
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Рис. 17. Зависимость усилия на рулевом колесе от угла пово
рота внутреннего колеса автобуса «МАЗ» полной массой 

18т при круговом движении со скоростью 10 км/ч

М а ш и н а  с х е м а т и з и р у е т с я  
о д н о м а с с о в о й  п р о с т р а н с т в е н 
н о й  м о д е л ь ю  с с и с т е м о й  к о о р 
д и н а т , з а ф и к с и р о в а н н о й  в ц е н 
т р е  м асс . О с ь  X с и с т е м ы  к о о р 
д и н а т  н а п р а в л е н а  в п е р е д  в д о л ь  
п р о д о л ь н о й  о с и  м а ш и н ы , а  2  -  
в н и з  п е р п е н д и к у л я р н о  к  д о р о ге .

В ы п о л н е н н ы е  р а с ч е т ы  п о 
к а за л и , ч т о  у с и л и е , п р и к л а д ы в а 
е м о е  в о д и т е л е м  к  р у л е в о м у  к о 
л е с у  а в т о б у с а  « М А З » , п р и  н е 
р а б о т а ю щ е м  у с и л и т е л е  и  г а б а 
р и т н о м  р а д и у с е  п о в о р о т а  

> 12 м , н е  п р е в ы ш а е т  н о р 

м и р о в а н н о г о  з н а ч е н и я  5 0 0  Н .

М е т о д  р а с ч е т а  п а р а м е т р о в  к р у г о в о г о  д в и ж е н и я  к о л е с н о й  м а ш и н ы  [13] и з л а г а 
е т с я  б ез  у п р о щ а ю щ и х  д о п у щ е н и й  об  у г л а х  у в о д а , и с п о л ь з у е м ы х  о б ы ч н о  в т е о р и и  
п о в о р о т а  к о л е с н ы х  м а ш и н  [14 , 15].

Н а  р и с у н к е  16 п р и в е д е н а  г р а ф и ч е с к а я  з а в и с и м о с т ь  у с и л и я  н а  р у л е в о м  к о л е с е  
о т  р а д и у с а  г о р и з о н т а л ь н о й  п р о х о д и м о с т и  п р и  л е в о м  и  п р а в о м  п о в о р о т е  (1 -  в л е в о , 2
-  в п р ав о ).

Н а  р и с у н к е  17 п р и в е д е н ы  з а в и с и м о с т и  у с и л и я  Р в н а  р у л е в о м  к о л е с е  о т  у г л а  а 1 

п о в о р о т а  в н у т р е н н е г о  к о л е с а  и  з н а ч е н и й  у г л а  а 2 в н е ш н е г о  к о л е с а , а в т о б у с а  « М А З »  
п о л н о й  м а с с о й  18т  п р и  к р у г о в о м  д в и ж е н и и .

Выводы.
1. Р а з р а б о т а н  р а с ч е т н ы й  м е т о д  о п р е д е л е н и я  с и л  и  м о м е н т о в , д е й с т в у ю щ и х  в 

к о н т а к т е  к о л е с  с д о р о г о й  п р и  к р у г о в о м  д в и ж е н и и  а в т о м о б и л я .
2. Д л я  у м е н ь ш е н и я  р а з н и ц ы  у с и л и й  н а  р у л е в о м  к о л е с е  п р и  е го  п о в о р о т е  « в л е в о

- в п р а в о »  н е о б х о д и м о  и з м е н и т ь  п е р е д а т о ч н о е  о т н о ш е н и е  р ы ч а ж н ы х  м е х а н и зм о в .
3. Н а  о с н о в е  р а з р а б о т а н н о г о  м е т о д а  р а с ч е т а  с и л  и  м о м е н т о в , д е й с т в у ю щ и х  н а  

к а ж д о е  к о л е с о  м а ш и н ы , у с о в е р ш е н с т в о в а н  с п о с о б  р а с ч е т а  с т а б и л и з и р у ю щ и х  м о 
м е н т о в  н а  п о в о р о т н ы х  ц а п ф а х  у п р а в л я е м ы х  ко л ес .

4. Р а з р а б о т а н а  и  а д а п т и р о в а н а  к  а в т о б у с у  « М А З »  м е т о д и к а , а л г о р и т м  и  п р о 
г р а м м а  д л я  Э В М , п о з в о л я ю щ а я  в п е р в ы е  н а  с т а д и и  п р о е к т и р о в а н и я  а в т о б у с а  (и л и  
у ж е  у  с п р о е к т и р о в а н н о г о  а в т о б у с а )  о п р е д е л и т ь  у с и л и е  н а  р у л е в о м  к о л е с е  п р и  н е р а 
б о т а ю щ е м  у с и л и т е л е .

Исследование износа шин управляемой оси, исходя из концепции уста
лостного износа

В  э к с п л у а т а ц и и  и н о гд а  н а б л ю д а е т с я  п о в ы ш е н н ы й  и зн о с  ш и н  у п р а в л я е м ы х  к о 
л е с , к о т о р ы й  ч а с т о  с в я з ы в а ю т  с п а р а м е т р а м и  у с т а н о в к и  у п р а в л я е м ы х  к о л е с  (с х о ж 
д е н и е м  и  р а зв а л о м ). О д н а к о , п р и  ж е с т к о й  б а л к е  у п р а в л я е м о г о  м о с т а  з н а ч е н и я  в е л и 
ч и н  с х о ж д е н и я  и  р а з в а л а  м алы .

З а д а ч а  н а с т о я щ е й  р а б о т ы  с о с т о и т  в то м , ч т о б ы  у к а з а т ь  н а  е щ е  о д н у  п р и ч и н у  
п о в ы ш е н н о г о  и з н о с а  ш и н , а  и м е н н о , н а  о ш и б к у  р у л е в о й  т р а п е ц и и .

Н а и б о л е е  т и п и ч н ы й  с л у ч а й  и с т и р а н и я  ш и н ы  -  у с т а л о с т н ы й  и зн о с .
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П р и  рассм отрении механизма устал остно го разруш ения принимается, что  вы
ступы  по верхности  д ороги внедряются в поверхность беговой дорожки ш ины и 
обуславливаю т напряж ения и деформации в пятне контакта, зависящие о т условий 
н агруж ени я, свойств материалов тр ущ и хс я  поверхностей и размеров неровностей.

Рис.18. Зависимость боковых сил от угла поворота колес управляемой оси, при трех разных 
значениях углов установки рычага рулевой трапеции в (верхний график для внешнего колеса, 

нижний график для внутреннег о колеса)---------(в=1°); — ■ — ■ — (в=8°);----- (в=13°)
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Рис.19. Зависимость коэффициента интенсивности износа шин от угла установки рычага 
рулевой трапеции (в);---------передних колес; — задних колес
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На основе теории усталостного износа в [16] была выведена формула интен
сивности износа I шин при действии на колесо в плоскости контакта шины с дорогой 
сил любого направления:

^  = С Р ”,
где С -  коэффициент интенсивности износа. Исследование влияния боковой силы на 
износ шин проводилось в Н А М И  [16] на одноосном прицепе, колеса которого были 
установлены со схождением.

Аналогичные результаты были получены и для шин другого размера, в том 
числе и для шин типа Р.

Выводы.
1. Предложена методика, алгоритм и программа для ЭВМ  «Износ шин», кото

рая позволяет определить расчетным путем количественную характеристику интен
сивности износа шин в зависимости от параметров поворота автобуса, исходя из 
критерия, основанного на концепции усталостного износ шин.

2. Установлено, что среднеквадратическая ошибка рулевой трапеции также яв
ляется критерием износа шин.

3. Уменьшение ошибки рулевой трапеции соответствует уменьшению износа 
шин управляемых колес (и, наоборот) по любому из двух критериев.
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да, усилие на рулевом  колесе, износ ш ин и д р.) на основе разработанной теории 
получения динамических характеристик ш ин. Руководитель Ю . А .  Г у р в и ч .-  №  Г Р  
2 0 0 12 5 4 9 ,2 0 0 12 5 5 0 /0 7.0 7.2 0 0 1 Бел 1 С А ;  инв. №  Г Н Т П  Н И Р  0 5 8 0 8 729 .12-20 0 5  Г П  
М А З .

19. Г у р в и ч  Ю . А . ,  Сы рокваш  Ю .Д . Прикладны е критерии устой чи вости  движения 
управляемы х колес трансп ортны х средств. Авто м о би л ьн ая промы ш ленность. М .:  
2005, -с .2 3 -2 7 .
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Н А П Р Я Ж Е Н Н О -Д Е Ф О Р М И Р О В А Н Н О Е  С О С Т О Я Н И Е  
Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Г О  Т Е П Л О В Ы Д Е Л Я Ю Щ Е Г О  Э Л Е М Е Н Т А

Куликов И .С ., Глембоцкий А .В , Левчук А .В .

Тке ргаЫеш оп са1си1аНап а/ 1ке йе/1ес1ей тайе а/а су11пёг1са1 /ые1 е1ешеп11 ’̂ сатчйегей. Тке /ые1 
е1ешеп11 ’̂ 1аайей м>Ик а11 йе/агтаНап кгпй  ̂ехсер1 р1а5йсНу апе а^ Н 1ап’1 аПам/ей 1п 1ке/ие1 е1етеп1 са^е. 
Тк15 ргаЫет 1 ’̂ гейисей 1а едиаНап ууА’1ет мк1ск 1 ’̂ А’а1уей мНк 1ке Ма1кетаНса ^а/^маге хиНе.

Рассм отрим  тепловыделяющий элемент, которы й состоит из то п л и в н о го  сер
дечника, представляю щ его собой цилиндр, и цилиндрической оболочки. П р и  поста
новке задачи сделаем следующие допущ ения: поле тем ператур в твэле осесиммет
р и ч но ; твэл бесконечно длинны й, имеет место обобщ ённая плоская деформация; 
топливо представляет собой го м о ге н н ую  среду с осреднёнными по объёму свой
ствами; между топливны м  сердечником и оболочкой сущ ествует контакт; в течении 
всей кампании ядерный реактор работает в стационарном  режиме.

Белорусский национальный технический университет, М инск

Разрез твэла

П р и  введённых д опущ ениях напряжённо-деф ормируемое состояние цилиндри
ческого твэла мож но описать следующей системой уравнений [2 ] :

1 . Ур а в н е н и е  равновесия

2. С о о тн о ш е н и я  К о ш и

) _ ‘='11 “

д г

Эи(') 
д г

а а ) -  а а )
11 22 _ 0;

*̂ 22 “
и (г)

ез'з* -  сапх^;

( 1 )

(2)

3 .Физические уравнения

е( ')

е ( ') *=-22

*=-зз

Е
[а<'1>-V ('>(а2« + а3' )̂]+ен;(1)

-Е--)[а 2'2 -V ('>(а ( '|' + а 3'з ! ) ]+ен 

Е :1:) [ а <з'з' - V('>(а ( '|' + а 2 2 ) ] +ен

(1)
22

(1)
зз

(з)
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где 7 = 1,2,3, I  = 1,2 -  номер материала (1 -  топливный сердечник, 2 -  оболочка).
) -  1 ) + с(*) + Р ) -  1 ( Р ) + Рн(' ) + Рн(' ))где е -  3 (811 + Р22 + Р33) , Р -  3 (Р11 + Р22 + Р33 ) .

Поставленную задачу будем решать аналитически. Выразим из физических 
уравнений (3) напряжения ^ ( ( * , ^ 22 и О 33* через деформации, получим следую
щие выражения:

) = Оц -

) ='̂ 22 “

) = '̂ 33 “

Е (г)

(1 +V(' ))

Е

__ (Р(г) - Р н(г)) +
1̂ 11 1̂1

(г ̂ (г)3у(' ) Е

(1+V(' ))

Е ̂ )̂

• (е22-е2«) +

• (Р ^-Р Н ^) +

(1 +у (̂ ))(1 -  2у (̂  )) 

3у (̂  ) Е )
(1 +у (̂ ))(1 -  2у (̂  )) 

3у (̂  ) Е )

7к • (Р(' ) - Р н(‘)),

7к • (Р(' ) - Р н() ), (4)

Тк • (Р(') - Р Н() ).(1 + у (̂ )) 33 33 (1+V (̂ ))(1 -  2у (̂  ))
Выражения (4) с учётом соотношений Коши (2) подставляем в уравнение рав

новесия (1) и проделав преобразования, получим следующее уравнение равновесия в 
перемещениях:

Э ) , 1  -  _  (1 -  2у  (̂ )) 1
дг г г 2 (1 - V (')) г

и

д г"
- + (еН|‘) - Р ^  ) +

+-_д_
дг

еН(‘) +- V(г)__(Р «(1) + Р «(1)\(;^*^2^ ^ *̂ 33 )

(5)

1̂1 '(1  - V  (')}'
Проинтегрировав дважды дифференциальное уравнение (5) получим выраже

ние для определения перемещений (6).
(;) (1 -  2V(̂ )) 1 , ( ; ^  1 " , , ( ; ^  )Г СП1 ^ I Г • К ( г ) ^ )ё г  + — I г  • Ь(г)^ )ё г  ^ 4 ---- +

(1 - V (̂ )) г аа) г аа) 2

(г)
(1 - V (̂ )) г Г а('■)

(6)

где К ( Г ) " > -  1 1 (еН1‘> - е ; | ‘ ' ) ё г ,  1 ( Г ) < ' > - Р Н ! ' » (е22 >̂ + е ; ? ) .
(0

а('-) г 1 - V (0
(г)В интегралах, входящих в уравнения перемещений (6) а -  внутренний ради

ус топливного сердечника или оболочки, в зависимости от индекса .
Неупругие деформации Р7 7  ̂ определим из выражений:

р 7̂(1) - а И ) т (о + 1  ̂ (о + Р<;.(0,
Л 3 л  ^ ( 7 )

где температурное поле Т, распухание 8  топлива и оболочки считаются известными 
функциями радиуса г:

Т ")(Г) -  Та, • (Л,2 -  Г̂ ),
4 • А̂1

Т ‘' )(Г) -  Та • (Л22 -  Г"),4 • А 2

(8)

если в начале кампании реактора существует зазор между топливным сердечником и 
оболочкой, то температурное поле Т в оболочке следует определять по формуле:
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Т (2)(г) = {I, -  Та) ■
1п( ̂ 2)

- (
- + ТЬ ’ (8 )

^ ̂ ^̂ (/) = К  ■р̂ /,
1.549̂104 5.98̂106

5<">(г, 1) = 4.9 ■ 10-5‘ ■ (ф. 1 )‘ -7' -10 Т(- '(' ' {Т(- '(г»-
Деформации ползучести е ‘:(') определяются по следующему алгоритму:УУ

е  с ( г)
^к]п-1

е 'С(1) _  с с (*) 
к! п

=  е с(1) +  е с(г) ■ ^1 
~ ^ к )п -1 ^  ^к]п-1

с(г) 
мп-13  е:

2  а (’ п ,мп-1
( ^ к /п -1  - ^и  ̂ п - 1 ) .к/'п

,(г)

■(г) _ 1
— —  ( ^ (*) + ^ (*) + ^ (*) )

к ]п -1 ~  зУ ^ 1 1 п -1 ^ '^ 2 2 п -1 ^ '^ 3 3 п -1 )- ’
т(г)

^ (^ )  - П ^ )  ) 2 + ( а (^ )  Т ^ С О  ) 2 + ( ^(г)
^ып-1 —  ^ А / ( П 11п- 1 П 2 2 п -1 )  +  ( п 22 п -1  П 3 3 п -1 )  +  ( п 33п -1  П 1 1 п -1 )

ЬС(г) 
^мп-1 /  ( п 1 ; ) , 1 ) .

(9)

(1 0 )

В нашем случаем закон ползучести будет иметь вид е̂  — А  ■ ( п и )т .
В формулах (10) п  -  шаг по времени.
Константы с 1 ^  и в уравнениях (6) ,а также е33 найдём из граничных 

условий.
Рассмотри два случая. В первом случае топливный сердечник представляет со

бой сплошной цилиндр, а во втором случае -  полый цилиндр.
Для твэла с топливным сердечником в виде сплошного цилиндра граничные 

условия будут иметь вид:
и1(1) — 0 при Г — 0 ,

и ( 1 ^  „(2)и при Г — .
( 1 ^  ,̂ (2) 11

П ( 2)
11

П{1) при Г — " 1,
Р п при Г — Р 2 .

( 1 1 )

"1 "2
2  1 П3з +  2  1 П323) — - Р п Р 2^ ,

е (1) — р (2 )
*^3  ̂ “  *^33 •

Для твэла с топливным сердечником в виде полого цилиндра граничные усло
вия будут иметь вид:

п(1) — - Ру пр и Г — " 0 ,
и|'1) — и|-2) при Г — " 1.

П 111) — П Я ) при Г — " 1 , 
П(1) — -Р п пр и Г — " 2 ,

.(2) (12)
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К1 2̂
2  1  ^ 3 3  +  2  1  ^ З 2? ^ =  - Р п ^ '2  .

Ко Кг

о(1) -  о (2 ) Ооо — Оо3^ “ ^33

Для производства оболочек твэлов быстрых ядерных реакторов применяют 
сталь ОХ16Н15М3Б. Эта сталь охрупчивается в центральной и верхней частях твэ
лов до такой степени, что относительное удлинение равняется нулю в интервале 
температур 20^7200С . Прочность оболочки составляет всего лишь 100^200 МПа, 
что авторы объясняют повреждением оболочки вследствие коррозии по границам 
зерен под воздействием продуктов деления. Для подавления распухания оболочек 
сталь подвергают холодной деформации. В таком случае максимальное распухание 
при флюенсе 8,51022 нейтрон/см2 уменьшается в 20-30 раз по сравнению с распуха
нием стали в аустенизированном состоянии. В тоже время пластичность холодноде
формированной стали остается на достаточно удовлетворительном уровне (0,8% при 
флюенсе 8,51022 нейтрон/см2), что не хуже, чем для этой же стали в аустенизиро- 
ванном состоянии.

В качестве топлива наиболее широко применяются диоксид урана (П02). Од
ним из основных параметров при разработке твэлов, является теплопроводность 
топливной композиции. В этом плане теплопроводность низкая и зависит от темпе
ратуры и облучения, из-за чего в оксидном топливе возникают большие градиенты 
температуры (2000^3000 0С /см). Последние является причиной быстрой пере
стройки структуры оксидного топлива, в котором в рабочем состоянии образуется 
три зоны: первоначальная зона, зона равноосных и столбчатых зерен, вследствие че
го возникают трещины. Чтобы избежать вышеназванных проблем, было предложено 
использовать в качестве топливной композиции для твэлов быстрого реактора кер- 
метное топливо П02+^1Сг или П02+Сг [2].

Нами были проведены расчёты твэла быстрого ядерного реактора с оболочкой 
из стали ОХ16Н15М3Б и топливом П02+30%Сг.

Параметры твэла:
К 0 = 0 (для твэла со сплошным керметным топливным сердечником), К 0 = 2,3 

мм (для твэла с полым керметным топливным сердечником), К 1 = 2,7 мм, К  2 = 3,1мм, 
Рп  = 8 МПа, Р у = 1 МПа; а(1) = 18,3 10-6 град-1, а(2) = 16,110-6 град-1, Та = 500°С, 
Ть = 530°С, Х(1) = 12 Вт/м °С, Х(2) = 18 Вт/м °С, = 8.07 108 Вт/м3, ф = 2,811019
нейтр/(см2 час), в = 0,001%/час, К  = 1 [3].

Для решения задачи используем шаговый метод по времени, одновременно ре
шая на каждом временном шаге систему уравнений (6)-(10) с учётом граничных 
условий (11) либо (12), в зависимости от вида топливного сердечника.

При решении задачи с топливным сердечником в виде сплошного цилиндра 
интегралы, входящие в уравнения (6), определялись численно. Для решения данной 
задачи применялась формула средних прямоугольников. Это связано с возникнове
нием неопределённости при использовании других формул численного интегриро
вания [1].

При решении задачи с топливным сердечником в виде полого цилиндра приме
нялся подход определения приближенной функции полиномом, который подбирает
ся по методу, минимизирующему расстояние между графиком полнома и истинной 
кривой, усреднённое по всей длине.

Результаты расчёта представлены на рис. 1-6.
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Рис. 1. График зависимости тангенциальных напряжений от радиуса в момент времени 1=0 для твэ
ла с топливным сердечником в виде сплошного цилиндра

Рис. 2. График зависимости радиальных напряжений от радиуса в момент времени 1=2000 часов для 
твэла с топливным сердечником в виде сплошного цилиндра

Рис. 3. График зависимости тангенциальных напряжений от радиуса в момент времени 1=2000 ча
сов для твэла с топливным сердечником в виде сплошного цилиндра
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Рис. 4. График зависимости тангенциальных напряжений от радиуса в момент времени 1=0 для твэ
ла с топливным сердечником в виде полого цилиндра

Рис. 5. График зависимости радиальных напряжений от радиуса в момент времени 1=2000 часов для 
твэла с топливным сердечником в виде полого цилиндра

Рис. 6. График зависимости тангенциальных напряжений от радиуса в момент времени 1=2000 ча
сов для твэла с топливным сердечником в виде полого цилиндра
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Вывод.
Проведённы е расчёты свидетельствую т о то м , что  при данны х параметрах с те 

чением времени в оболочке твэла как с керметным топливны м  сердечником в виде 
с пл ош н ого цилиндра, так и с топливны м  сердечником в виде по л о го  цилиндра воз
никаю т большие тангенциальны е напряж ения, которые м о гу т  привести к её разру
ш ению . Т а к , к м ом енту времени кампании бы строго реактора 2000 часов (вы горание 
2 %  тяжёлы х атом ов) напряж ения м о гу т  д ости гнуть 360-460 М П а , ч то значительно 
превышает предел длительной про чности  оболочки из стали О Х 1 6 Н 1 5 М 3 Б . В о з н и к 
новение вы соких напряж ений м ож но объяснить взаимодействием то п л и в н о го  сер
дечника с оболочкой и неравномерным распухани ем  оболочки.
Представленное реш ение задачи в интеграл ьной форме может служить тестовы м при 
численном  реш ении задач определения Н Д С  тепловы деляю щ их элементов цил ин
дрической формы.
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газоохлаждаемых реакторов. -  М н .:  Н а у к а  и те хн и к а, 1984.
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Белорусский национальный технический университет, М инск

О  В О З М О Ж Н О С Т И  З А К Л И Н И В А Н И Я  В К У Л А Ч К О В О М  М Е Х А Н И З М Е  С
ТА Р ЕЛ Ь Ч А ТЫ М  Т О Л К А Т Е Л Е М

Анципорович П .П ., Акулич В .К ., Дубовская Е .М .

Тке агНс1е 1 ’̂ йеуо1ей 1а 1ке ге^еагск а/ 1п/1иепсе а/а/г1сНап апё о/деате1г1са1 Ачга’ а/ 1ке сат 
шескапг^ш ап ^агк1пд сарасНу.

В кулачковом механизме с тарельчатым толкателем угол давления равен нулю 
во всех положениях механизма. Однако условия передачи сил могут оказаться небла
гоприятными и в таком механизме, что может повлечь за собой заклинивание (само
торможение). Это, как будет показано далее, в первую очередь определяется величи
ной X = А  0А  (рис. 1, а).

а

а)
Рис. 1.

б)

Рассмотрим картину силового нагружения механизма. При этом учитываем си
лы трения скольжения в поступательной и высшей парах. Вследствие перекоса тол
катель 2 касается направляющих в точках В  и С . К толкателю приложены следую
щие силы: р 2  -  равнодействующая силы полезного сопротивления, упругости пру-

гуп г>пжины, силы тяжести и силы инерции толкателя, К 2 0 в  и Я 2 0 с  ~ нормальные реак
ции со стороны направляющих в точках В  и С , Рур  и Рур  -  силы трения скольже
ния, К 2 1  -  реакция со стороны кулачка 1. Для учета трения скольжения в высшей
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паре реакция К 2 1  отклонена от нормали на угол трения ф в сторону, противополож
ную относительной скорости а . Следовательно,

К 21 ^ (К 21 )2 + (К 21 )2 .
Уравнения равновесия толкателя представим в следующем виде (при этом его 

толщиной пренебрегаем):
В =К21X 008ф -К 21у 81Пф-К2П0с  а = 0,

откуда
К  21С°8 ф( х -  у1§  ф)

откуда

К 20С а

^ М С  =К21X со8 ф - К 21 ( а + у  )81п ф - К 2П0в а = 0.

К п “ 21
20 В

К 21 со8 ф [ X - ( а + у  )/д  ф]
а

( 1 )

(2)

X  Ру =К  21 С08 ф - Ртв -  Рте -  р 2  = 0,
причем

Р ТВ = / К  2о в , р тс = / К  2о с ,
где /  -  коэффициент трения скольжения в поступательной паре.

Из подобия плана скоростей р а  1 а  2 (рис. 1, б) и треугольника ОА оА  следует,

(3)

(4)

что расстояние х  равно аналогу скорости толкателя, т.е. х  = а 8
ё  ф К

, где ^  (фК )
функция перемещения толкателя, ф к  -  угол поворота кулачка (обобщенная коорди
ната механизма).

Фактическое направление нормальных реакций К 2̂ ов и К 2̂ ос может отличать
ся от показанного на рис. 1, а. Это зависит от соотношения геометрических парамет
ров механизма. Если при определении указанных сил по формулам (1) и (2) получит
ся знак «плюс», то выбранные направления являются правильными. Если же для ка
кой-либо силы получится знак «минус», то направление этой силы следует, как 
обычно, изменить на противоположное и, кроме того, необходимо еще заново соста
вить уравнения равновесия. Это связано с тем, что при изменении знака нормальной 
реакции изменится и знак силы трения, определяемой по формуле (4). В действи
тельности сила трения своего направления не изменяет, так как она всегда направле
на противоположно относительной скорости движения.

Возможны 3 случая решения задачи.
1) X < у^д  ф. В этом случае направления К 2̂ ов и К  2По с  изменяются на противопо
ложные, так как согласно формулам (1) и (2) К2^ов < 0 и К  2Пос  < 0. Тогда реакция 
К 21 , определяемая из уравнения (3), находится из зависимости

Р  2К 21 У
С08 ф 1 + 2 / х

V а -  /  81п ф
у

1 +
V

2 у
а

л • (5)
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При X = у^д  ф К 20 С 0 .

2) у^§  ф < X < ( а  + у  ) ф. Направление К 2Пов изменяется на противоположное, а
направление К  2*0с  не изменяется. Реакция К 2 1  определяется из зависимости

К  21 -

21

008 ф -  /  81П ф (6)

При X = (а + у  ) ф К20в -  0.
3) X > (а + у  ) ф. В этом случае направления К  2*0 в и К  2*0с  не изменяются и реак
ция К  21 определяется из зависимости

К
Р .

21 Г
С08 ф 1 - 2 / х

V а
+ /  81П ф

Г
1 +

V

2 у
а

л • ( 7 )

Анализ зависимостей (5), (6), (7) показывает, что заклинивание толкателя, когда 
К  21 ^  ^ , может иметь место только в случае х > (а + у  ) 1д ф. Полагая знаменатель в
выражении К 21 (7) равным нулю, получим условие незаклинивания в следующем 
виде:

а
X < ----+ ^д ф

2/
а Л
2 + у

Уравновешивающий (движущий) момент М 1, приложенный к кулачку 1 и 
определяемый из условия статического равновесия ( ^  М д  — 0) без учета его силы 
тяжести, выражается формулой

М 1 — К 10 р Т + К  1̂2 х + ^12  ( Г 0 + ^ ),
где рТ -  радиус круга трения, К  1*2 — К 21 С08ф, К̂ ^2 — К 21 81пф, причем К 12 — - К 21.
Р т — / ^ г , где /  ̂ -  приведенный коэффициент трения во вращательной паре О , г

- радиус цапфы вращательной пары.
Реакции К  ю и К 12 образуют пару сил, поэтому К  ю — К 12 .
В случае заклинивания уравновешивающий (движущий) момент М 1 стремится 

к бесконечности.
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Ф И З И К О -М Е Х А Н И Ч Е С К И Е  С В О Й С Т В А  Т К А Н Е Й  Ч Е Л О В Е Ч Е С К О Г О  
О Р Г А Н И З М А  П Р И  М О Д Е Л И Р О В А Н И И  В П Р О Г Р А М М Н О М

К О М П Л Е К С Е  А Х 8 У 8
Пронкевич С .А ., Орловская А .А ., Томило Е .В .

Еаг гесерИап а/ аи1кепНс ге5ы115 а1 тайеШпд 1п ЛМ8Т8 12 рку51сошескап1са1 ргарегИв^ а/ 1ке 
Ьа̂ 1с /аЬг1а ’ о / а китап Ьойу - Ыоой, а 5к1п, ти5с1е5 апй Ьопе^ аге е5{аЫ15кей. Оп 1ке Ьа515 о/ 1ке 
апа1у515 о/ге/егепсе^ а11 сгИегга песе^^агу /ог сотри1ег тойеШпд о/геа1 ртосеззез о/аЫШу 1о куе о/ 
а сотр1ех Ыо1од1са1 огдапг^т аге ргскеё ир

Введение.
Специалисты  разных областей знаний, деятельность которы х касается как 

изучения и коррекции органов и стр ук тур  человеческого организм а, так и созда
ния им плантатов, сталкиваются в своей работе с необходим остью  проанализиро
вать поведение стр ук тур  человеческого организма и элементов те хн иче ски х си
стем при различны х внеш них воздействиях. Значительной помощ ью  в реш ении 
данны х проблем является моделирование би ол оги чески х объектов. Данны й ме
тод основан на построении и изучении и х физических и математических моделей. 
М оделирование с тр ук тур  человеческого организма даёт возможность предсказать 
критические си туаци и, выяснить механизмы формирования п ато л о ги й , находить 
области допустим ы х изменений формы, м еханических свойств и характера ф унк
ционирования э ти х биол огических объектов.

Для ком пью терного моделирования реальных биом еханических процессов с 
высокой степенью достоверности необходим о максимально то ч н о  задавать физи
ко-м еханические свойства исследуемых материалов, та к и х как костная и мышеч
ная ткан и , кожа и кровь.

В  данной работе представлены физико-математические модели таки х 
стр ук тур  би ол оги чески х тканей, как компактная костная ткань, мышечная ткань, 
кровь и кожа. П р и  моделировании были рассмотрены вопросы выбора вида и па
раметров модели, проведена работа по выяснению необход им ы х м еханических 
свойств рассматриваемой структуры . О с н о в н ая  слож ность при исследовании 
напряж ённо-деф орм ированного состояния биол оги чески х объектов заключается в 
выборе адекватной модели для описания структуры  би ол оги чески х тканей, так 
как они состоят из множества разнородны х с тр ук тур н ы х элементов и представ
ляю т собой композитны й материал. М е хан и чески е свойства биологической ткани 
отличаю тся о т м еханических свойств каждого ком понента в отдельности. М етод ы  
определения м еханических свойств биол оги чески х тканей аналогичны  методам 
определения э ти х свойств у  те хн и ч е ск и х материалов.

Моделирование структуры крови.
К р о в ь  -  соединительная ткань организм а, представляющая собой суспензию 

ф орменны х элементов и особы х ж идких частиц. Д анная система является изо
тр о п н о й  жидкостью с вязкостью от 4 до 5 м П а с . О н а  зависит от количества и 
свойств ф орменны х элементов, содержания белков, гем огл о би н а и углекислоты . 
Вязкость крови повышается с увеличением содержания углекислоты , вызываю
щей разбухание эритроцитов и понижается с увеличением в крови содержания 
кислорода. П о э т о м у  вязкость венозной крови больш е, чем артериальной. Э т о  
необходим о учиты вать при создании модели структуры  конкретной крови. К р о в ь
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можно считать несжимаемой жидкостью с постоянной плотностью, которая со
ставляет в среднем 1,05 103 кг/м3.

При моделировании в программном пакете ЛК8У8 для начала необходимо 
выбрать тип решаемой задачи, что позволит активизировать те пункты меню, ко
торые соответствуют указанному типу. Выбираем тип задачи, для моделирования 
структуры крови как вязкой изотропной жидкости - РЬОТКЛК СРВ. Для выде
ленного типа задачи выбираем тип конечного элемента. Для данной структуры 
это 3В РРО ТКЛ К 142. Далее задаём свойства материала, указывая конкретные 
константы (табл. 1)

Моделирование структуры поперечнополосатой мышцы.
Мышечная ткань -  ткань, образованная клетками, содержащими сократи

тельные элементы. Поперечнополосатые мышцы -  это скелетная мускулатура и 
сердечная мышца. Скелетные мышцы поддерживают положение тела в простран
стве, сердечные мышцы -  непрерывный ток крови. Все мышцы работают по еди
ному принципу. Мышечная ткань анизотропная и обладает упругими и вязкими 
свойствами.

Таблица 1
Физико-механические свойства крови
Наименование Значение

Вязкость, мПас 4-5
Плотность, кг/м3 1,05103
Теплоёмкость, Дж/кгК 3600
Коэффициент теплопроводности, Втм -1К -1 0,58

Модель мышцы можно представить в двух вариантах, состоящих из пружин 
и амортизатора. Первый вариант представлен на рис. 1.

Рис. 1. Модель поперечнополосатой мышцы (вариант I) 

Для данной модели справедливы уравнения:
Г

Е  =  \ Е-1 Б-1 =  Р  ■; Р  =  Е ^ Б 2  Л - ~  ----
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Вторая модель представлена на рис. 2.

Рис. 2. Модель поперечнополосатой мышцы (вариант II) 

Для неё справедливы уравнения:

ОГ + —  Г = (_Е̂  +  Е2)Об +
^2 VI

Параллельные упругие элементы моделируются зависимостью между дли
ной пассивной мышцы и силой с которой она растягивается. Последовательные 
элементы позволяют более точно воспроизводить упругие свойства мышцы. В 
вязкоупругой модели учитываются нелинейные и упругие свойства мышцы.

Упругая деформация возникает и исчезает одновременно с нагрузкой и не 
сопровождается рассеиванием энергии. Для малых упругих деформаций справед
лив закон Гука

а — Ез
Для поперечнополосатой мышцы модуль упругости Е  равен 4-8 104 Па.

В случае вязкой среды, напряжения определяются скоростью деформации
д8

где 7) -  коэффициент вязкости.
Для вязкоупругих состояний характерна зависимость  ̂ от величины нагру

жения, причем при снятии нагрузки деформация самопроизвольно стремится к 
нулю через определенное время.

При моделировании в программном пакете АN 8У8 выбираем тип конечного 
элемента НУРЕК86, который в полной мере описывает свойства структуры попе
речнополосатой мышцы. Данный тип применяется для гиперупругих твердотель
ных 3-^ элементов, учитывает большие деформации и смещения. Затем задаём 
свойства материала, указывая конкретные константы (табл.2)

Физико-механические свойства поперечнополосатой мышцы
Таблица 2

Наименование Значение
Плотность, кг/м3 1100
Модуль упругости, Па 4-8104
Коэффициент Пуассона 0,49
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Предел прочности, кПа 85
Удельная температуропроводность, м2/с 1,649±0,037
Коэффициент теплопроводности, Втм -1°С -1 0,45

Моделирование кожи.
Кожа является вязкоупругим однородным материалом с высокоэластиче

скими свойствами, она хорошо растягивается и удлиняется.
Данная структура проявляет линейную зависимость между напряжениями и 

деформациями в диапазоне небольших деформаций, поэтому подчиняется закону 
Гука.

Величину Е  выбирают на основании данных для всего слоя кожи от 0,1 МПа 
до 0,5 МПа.

Для моделирования в АN8У8 применяем тип конечного элемента VI8С088. 
Данный тип элементов применяется для плоской задачи с учётом геометрической 
нелинейности структуры кожи. Он учитывает качества вязкоупругих тканей, ко
торым не свойственны большие деформации и смещения. Конкретные значения 
для свойств материала приведены в табл. 3.

Таблица 3
Физико-механические свойства кожи

Наименование Значение
Модуль упругости, МПа 0,1 - 0,5
Коэффициент Пуассона 0.48
Предел прочности, МПа 21 (для 8 лет) 

17 (для 95лет)
Удельная температуропроводность, м2/с 1,764±0,039
Коэффициент поглощения теплового излучения 0,90
Приведённый коэффициент теплового излучения, 
Втм -2К -4

5 ,110 -8

Моделирование компактной костной ткани.
Костная ткань является основным материалом опорно-двигательного аппа

рата. Композиционное строение кости придаёт ей нужные механические свойства: 
твёрдость, упругость и прочность. Зависимость а = /  (е) для компактной костной 
ткани имеет характерный вид, подобный аналогичной зависимости для твёрдого 
тела. При небольших деформациях выполняется закон Гука.

Волокна костной ткани претерпевают преимущественно упругие деформа
ции, а матрица (остальная часть) -  пластические деформации и хрупкое разруше
ние. Модуль упругости определяют по формуле

К. /
Е = Е„

где Еа -  модуль упругости армирующих волокон; V = Уа + Ум -  общий объём, со
стоящий из арматуры Уа и матрицы Ум, Ом -  модуль сдвига матрицы.

Прочность костей при сжатии достаточно высока, несущая способность при 
изгибе значительно меньше, прочность при кручении наиболее высока в 25-35 лет 
и после этого постепенно убывает.

Одним из основных факторов, наиболее существенно влияющих на свойства 
компактной костной ткани, является её влажность. От влагосодержания зависят 
модуль упругости, разрушающие напряжения и деформация, и значительно меня
ется вид кривой деформирования и характер разрушения. Структуре кости при
ближенно соответствует модель сочетающая последовательное соединение пру
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жины с моделью Кельвина-Фойхта. Для моделировании в АN8У8 выбираем тип 
конечного элемента 80^I^64, который применяется для анизотропных прочност
ных твердотельных 3-0 элементов. Выбранный тип учитывает геометрические 
нелинейности структуры. Он не поддерживает больших деформаций в материале, 
но учитывает повышенную жёсткость. Затем задаём свойства материала, вводя 
конкретные константы (табл. 4)

Таблица 4
Физико-механические свойства костной ткани
Наименование Значение

Плотность, кг/м3 2400
Модуль упругости, ГПа 1-1,7
Модуль эластичности, ГПа 17-20
Коэффициент Пуассона 0,49
Предел прочности на сжатие, МПа 150-170
Предел прочности на растяжение, МПа 100-120

Для моделирования приведенных биологических объектов, с учётом их 
электропроводимости, представим конкретные значения их свойств (табл. 5).

Таблица 5
Электрические свойства

Электрические
свойства

Биологическая
ткань

Удельная электри
ческая проводи

мость, Ом/м

Электропроводи
мость при перемен

ном токе, Омм
Кровь 0,6 2
Поперечнополосатая мышца 0,5 1,66
Кожа 10-5 105
Компактная костная ткань 10-7 107

Выводы.
Компьютерное моделирование в программном пакете ЛК8У8 позволяет за

менить экспериментальные исследования реального объекта изучением характе
ристик уменьшенной, математически и физически подобной модели с последую
щим переходом от параметров модели к соответствующим параметрам биологи
ческого объекта или конструкции, и отвечает интересам представителей многих 
специальностей -  от математиков-теоретиков до практикующих врачей.
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Н А П Р Я Ж Е Н Н О -Д Е Ф О Р М И Р О В А Н Н О Е  С О С Т О Я Н И Е  С И С Т Е М Ы  
Д И С К -Ц И Л И Н Д Р  В У С Л О В И Я Х  К О Н Т А К Т Н О Г О  В З А И М О Д ЕЙ С Т В И Я  И

И З Г И Б А  Ц И Л И Н Д Р А

Щербаков С.С.

Р1е1й а / 1 п  1ке ёг^к-суНпёвг асНув уу^^ет аЪ^егувй 1п 1ке ргаеп! рарег. Тке /1в1й оЬ- 
1а1пеё Ъу уирегроу1п§ 1ке /1е1й о/у1геууеу сопйШопей Ъу асНоп о/погта1 апй 1апдепНа1 еШрНсаПу й1у1г1Ъ- 
ы1её соп1ас1 /огсеу апй Ъу Ъепйгпд о/ 1ке суНпёег. А учдпг/гсап! скапде о/ 1ке у1а1е о/у1геуу 1п сотраггуоп 
м>ик 1ке уо1иНоп /ог 1ке риге соп1ас1 ргоЪ1ет уком>п.

Постановка задачи
Для исследуемых в трибофатике силовых систем [1,2], характерно наличие как кон

тактного взаимодействия между их элементами, так и объемного деформирования, вы
званного действием неконтактных нагрузок.

Рассмотрим напряженное состояние системы ролик-вал (рис. 1), используемой при 
износоусталостных испытаниях [1,2].

Рис. 1 -  Схема системы диск-цилиндр

В данной силовой системе взаимодействующие тела в области контакта ограни
чены поверхностями второго порядка, поэтому для описания контактного взаимо
действия применима теория контакта Герца [3-5]. В соответствии с данной теорией 
принимается, что площадка контакта 8{х, у )  имеет форму эллипса с большой а  и ма
лой Ъ полуосями, давление р(8)  на площадке контакта распределено по эллиптиче
скому закону [3-5]. Таким образом, трехмерное напряженно-деформированное со
стояние для случая эллиптического контакта с трением определяется для граничных 
условий следующего вида:

а (с) ■р{Рс, 5 ) , а (с)пт ■ /р (Рс , 5 ) , а ^  0и  I, ]  = х, у, 2 (1)
где 5(х, у )  -  площадка контакта, Рс -  контактная сила, /  -  коэффициент трения, р -
расстояние от центра контакта, а(‘') -  напряженное состояние при контакте, п Р  5, 

т ||5 .
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Кроме того консольно закрепленный вал изгибается неконтактной силой (ри
сунок 1):

е|, = Рь (2)
где ^  -  внутренние поперечное усилие, а I -  длина вала.
Особенностью напряженного состояния системы ролик-вал данной является то, что 
если напряженное состояние ролика является чисто контактным, то в вале, помимо 
контактных напряжений, также действуют напряжения, обусловленные изгибающей 
силой Рь (изгиб от действия контактной нагрузки Рс учитывать не будем).

Напряженное состояние при контакте
При исследовании напряженного состояния в зоне контакта в точной постановке 

обычно ограничиваются нахождением компонентов напряжений в точках оси 2 и в 
некоторых точках поверхности контакта [3-5 и др.]. Определение всех компонент 
напряжения в любой точке полупространства в точной постановке затруднительно в 
силу большой сложности интегрируемых функций.

В силовой системе с учетом трения соприкасающихся тел имеет место несогла
сованный подвижный контакт между элементами. В общем случае по площадке кон
такта распределены нормальные р(х, у )  и касательные д(х, у )  к поверхности контакта 
усилия. Напряженное состояние в области контакта представим как суперпози
ция напряженных состояний а(”) и , обусловленных соответственно нагрузками 
Р (x, У) и Ч(x, У):

а.. =а^”) +а̂ "̂  (3)11 11 11 \ /
Расчет напряжений ) в любой точке М (х, у , 2 ) при 2 < 0 полупространства при

действии на поверхность нормальных усилий р(х, у) проводится численными мето
дами с использованием функций влияния из фундаментального решения задачи
Буссинеска а (В) о действии сосредоточенной нормальной силы на полупространство 
[6,7]:

ау"') (x, У , 2) = Л  р(^, (^-  x, п -  У , 2 )̂ ^Оц
5 (̂ ,п)

(4)

где Р (̂ , П) = Ро 1 - 1 2 -п 2.2 ь 2 ’а (1, п) / +̂ 31  ^ 1
а

Решение Бусинеска, в соответствии с [3,4] имеет вид
а (В) = Р  I (1 2̂ )

хх 2п| г "
Л

1 -  2

а ,( В )  

у у

р ) ( 1  -  2у) 
2п

Х -  у  , 2у+ -
Г

1 -  2 у 2Х

а ( В) 3_Р2_ а(в) = Р 1  (1 - 2у )
2 л р ^  ху 2п 1 г "

Г
1 -

р
х у
„ 2

З2Х ̂
■р^
3 ^

р5
_ ху2 
- р3

Зху2
(5)

_ (В ) =  -  а (В) =  .

2п р5
3Р у 2 ̂  

2п р5 ’

где г ■х2 + у 2, р2 ^  ^  2 ■ х  + у  + 2 .
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Необходимо учесть, что на поверхности полупространства упругие напряжения 
не определены. Это обусловлено тем, что для точек 2 = 0 поверхности полупро

странства интегралы из (4). не сходятся в силу особенности в точке приложения 
единичной нагрузки.

Расчет напряжений в любой точке М(х, у , 0) поверхности полупространства при 
действии нормально распределенных усилий р(х, у) проводится в соответствии со 
следующей общей формулой [66]:

аV (х, у,0)= а;;) (х, у ) (6)

где а (;̂ ) (х, у ) -  напряжения на поверхности полупространства, вызванные действием
давления, распределенного по области ^(х, у).

В явном виде выражения (6) на основании [3-6] следующие:

а ,( )

а ,( хиг̂  )
уу

Ъ + 2 \а  
а  + Ъ

а  + 2\Ъ
а + Ъ 

х
а  ̂  Ъ

х2 у ̂
а 2 Ъ2

у :  > 1
Ъ- ’

1 - х ’  - у  ̂
а2 Ъ2

х 2 у 2
а Ъ

х  2 у  2
+ Т2- а Ъ

2 2 х , у0 п р ^ ^ > 1,

а ,( хиг̂  )

а',( хиг[ ) 'ху ■(1 -  2у )-
ае

—  аг1й
ае

х 2 у 2 х 2 у 2
1----2 - 1 Т  пр ^ ^  + 1 Т  < 1,а Ъ а Ъ

х  2 у  2
0 п р ^ ^  + —^  > 1,

( 7 )

а2 Ъ2
^ е х ^

V а У
----- агс1§

ае
^ аеу   ̂
V У.

■Н (х, у) при Н  (х, у) < 0,

0 при Н  (х, у) > 0,
а (хик[) а( хиг̂ )= 0, = 0.

Р0 Р0
Таким образом, напряжения а(”) в формуле (3) с учетом (4)-(7) можно предста

вить в таком виде:
а(,̂ х) при 2 < 0 ,

V ) при 2 = 0 .
г( т)

(8)

Расчет напряженного состояния , вызванного действием силы трения, кото
рая моделируется распределением касательных усилий ^(x, у), также выполняется 
численными методами с использованием функций влияния ) из решения задачи
Черрути ) для действия сосредоточенной касательной силы на полупространство 
[6,7]:

(x ,у .2) = л ^ (^ ,П)оГ (̂ - х .П - у . 2)^ ^ ^ ц . (9)
5 (̂ ,п)

?2 п2
г д е ^ (^ , п) = ----2 ^ - у .\ а  Ъ
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Решение задачи о действии сосредоточенной касательной силы ^ x  (направленной 
вдоль оси х) на поверхность полупространства имеет следующий явный вид [3,4]:

] - +(1 -  2V)Р
3х X 2 х'

а ( С )

УУ = .[-  3х;^  + (1 -  2у )
2п I р

Р3 Р(Р + ^)2 Р3 (Р + ^)2 Р2 (Р + ^)3
х х у 2 2 х у 2

Р3 Р(Р + ^)2 Р3 (Р + ^)2 Р2 (Р + ^)3
3в х  х ^ 2а ( С )

2 к  Р5 ’ (1 0 )

а = Я .  ] - + (1 -  2V) 
2п I Р5  ̂ ^

у + х ̂  у + ■ 2 х ̂  у
Р(Р + ^)2 Р3 (Р + ^)2 Р2 (Р +  ̂)

а (С ) 3бх х  ̂ а(С) = -  3^ x  хУ^1 ^  1 .т

2п Р  ̂ ’ уг 2 п  Р 5 ’

(т) ( 1 1 )

2 ^ 2  2 ^  ^  2 где г = х  + у , Р =  х +  у  + г .
Формула (3) с учетом (8) примет вид

а  = |а̂ "̂) Vа("“''■̂) |+ау I г/ г у  ̂ II
На рисунках 2 и 3 в соответствии с (11) представлены распределения нормальных 

и касательных напряжений, отнесенных к ро , при действии эллиптически распреде
ленных нормальных р(х, у  )= р ^ 1  -  х  ̂/ а^ -  у  ̂  / Ъ̂  и касательных ц(х, у  ) = ;[р0 (х, у ) 
контактных усилий (коэффициент трения/ =  0,5, Ъ / а  = 0,5). Из рисунков видно зна
чительное отличие распределений + ахх и а̂ П) + от распределений а(П и

(п)а х/  за счет действия силы трения, вызывающей появление знакопеременных 
напряжений ахх̂  и а'̂хТ̂ .

Рис. 2 -  Распределение напряжений а на поверхности контакта
при 2 =0 , у=0
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Рис. 3 -  Распределение напряжений О п о д  поверхностью контакта при г=-0,3, у=0

Объединенное напряженное состояние с учетом неконтактного изгиба
Напряженное состояние, вызванное действием силы в плоскости у=0 (рису

нок 1) определяется в соответствии с известными соотношениями [8, 9]:
Ръ(12г - х)2 ) _ (3 + 2 \)р ,  2 _ ^2) _(й) _ _ (й) __(й) __(й) _ 0

4(1 + V )^  ’ _ 8(1 + V )^  ̂ " ,̂ Оху 0о (Ъ) _■ (1 2 )

где 3
кК.4_ '̂ '̂ 2̂ 4(1 + у)/, Ръ _  0.4р 0 264 ъ 0 12г"

Объединенное напряженное состояние, определяемое выражением с учетом (8) и 
(12) имеет вид

) +  + о (Ъ) _  [а (̂ )̂ V  ) ]+  +  о (Ъ) _

Ц р ( ^ , п )о( '̂') (̂  -  X, п  -  у , 2 )3^ап  V̂ ) ( х , у )
(̂ ,п)

+
(13 )

+ Ц д(^, п)о;̂ '') (̂  -  X, п -  у, 2 + о (М ) (х, у, 2)+
(̂̂ /л)

+ о(" ) (x, у , 2 )+ о(̂ 2) (x, у , 2 ) .
Поскольку (13) строится как суперпозиция компонент (о("), о(̂ ,̂ о(*)) напря

жения, то имеется возможность анализа как общего, так и любого из частных случа
ев.

Рассмотрим, например, объединенное напряженное состояние вида
о , _а<;> + о<‘ >. (1 4 )

Типичн т̂е примеры изменения поля локальн̂ гх напряжений (деформаций), когда 
на него накладывается поле напряжений (деформаций), обусловленных объемным де
формированием, представлены на рис. 4.

Из рис. 4 в видно, что хотя при Ръ <0 на верхней поверхности вала напряжения 
оХЪХ̂ >0, однако в результате действия контактных сжимающих напряжений о̂ХХ̂ объ
единенные напряжения оХП) < охх _оХП) +оХЪ) <0. Таким образом, с одной стороны 
опасн̂ те -  приводящие к образованию магистральной трещины -  растягивающие
напряжения оХЪ) компенсируются сжимающими оХП)

Из рис. 4 в видно, что при Ръ >0 суперпозиция напряжений оХХ <0 и о'ХХ’ <0 
приводит к увеличению сжимающих напряжений.
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Рисунок 4 -  Распределения напряжений (а), (б), '̂'ХП + ]̂Хх (^ъ > 0 )  (в),г (Ь  ) г(«) г(Ъ)

а (п)
аХХХ (Р Ъ <  0 )  (г), отнесенных кро, и деформаций '̂ХХХ (д), (е), '̂ХХХ + ( ^ Ъ >  0 )(п) .(Ъ) 4 п) : е(Ъ)

(ж), ^̂'ХХХ -  (Р Ъ < 0 )  (з), отнесенных к р 0 / Е  (Е -  модуль упругости), в окрестности контакта в
плоскости у  = 0 при а /  Ъ = 0,5
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Р А З Р А Б О Т К А  К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Х  П А Р А М Е Т Р О В  И С П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Х
М Е Х А Н И З М О В  П Р И  П Е Р Е Р А Б О Т К Е  Т Е К С Т И Л Ь Н Ы Х  О Т Х О Д О В

Локтионов А .В ., Жерносек С .В ., Соколова А .С .

1п 1к15 М!Огк 1ке уа1иаНап а/ранагЬИНу а/ии1п§ пап-м>оуеп /аЬг1с5/1ах Ве1агы51ап еп1егрг1«е« 1 ’̂ §1у- 
еп, 1ке ргаарес1а о/  ии1п§ 1ехН1е ^аа1е апй 1ке са̂ си̂ а̂ ^оп о/  кгпешаНс рагате1ега о/  1ке ас̂ иа^о^а 1п На 
ргасеаачпд аге м/агНеё, 1ке ёупашгса о/ ^п̂ е̂ ас̂ ^оп Ье1^ееп пееё1е ае1а м>Ик /гЬгаиа ^аа1е 1п 1ке ргасеаа о/  
сагё1п§ 1а ехр1огеё, 1ке са1си1аНоп о/кгпешаНс рагаше1ега о / 1ке ас1иа1ога 1а 1п1гоёисеё.

П р и м е нен и е отход ов текстильной промы ш ленности позволяет реш ить пробле
мы рационального использования сырья, создания практически безотходны х т е х н о 
л о ги й , расш ирения ассортимента текстильны х изделий и области применения нетка
ны х полотен, уменьш ения эконом ических потерь о т накопления отход ов, а также 
реш ения экол огических проблем , связанных с и х  хранением  и утилизацией. Н е т к а 
ные материалы ш ироко используются в различны х отраслях: ш вейной, о б ув н о й , ме
бельной, медицинской, автом обильной, строительной и др.

Зарубежны е производители для формирования нетканы х материалов предла
га ю т ш ирокий спектр те хн о л о ги й  и оборудования, во м н о ги х  случаях отвечаю щ их 
самым высоким требованиям . Вы сокая стоим ость предлагаемого оборудования и 
слож ность его адаптации к условиям отечественного производства являются предпо
сылкой разработки те хн о л о ги ч е ск и х аспектов ф ормирования нетканы х материалов 
из хл о п к о в ы х, ш ерстяны х волокнисты х отход ов, а также отход ов хи м и чески х воло
кон.

Для производства нетканы х материалов и пряжи больш ой линейной пл отности , 
прим еняю тся текстильные отходы  различной природы , ф изико-механические свой
ства которы х сущ ественно влияю т на качество и область применения го то вы х изде
лий. Текстильны е отходы , пригодны е для переработки в нетканые материалы и пря
ж у , а также изделия различного назначения образую тся на разных этапах и х произ
водства и при переработке вторичны х материальных ресурсов. В  зависимости о т со
стояния и схо д н ого сырья разрабатываются рекомендации по составу смесей для п о 
следующ его те хн о л о ги ч е с к о го  процесса и х  переработки.

В  Республике Беларусь сущ ествую т благоприятны е условия для ш и роко го 
производства льна и изделий из него. И с то ч н и к а м и  сырья являются льноперераба
ты вающ ие предприятия, а также предприятия по получению  и переработке хи м и ч е 
ских волокон и нитей: ковровые объединения Бреста и В и те бск а , П и н с к о е  П О  « П о 
лесье», К о б р и н с к а я  фабрика «Р у ч а й к а » , П К Ф  « С л о н и м » , О р ш а н с к и й  льноком бинат 
и д ругие; имеется больш ой опы т получения нетканы х материалов. О д н а к о , из-за о т
сутствия необход им ы х те хн о л о ги й  и оборудования текстильные отходы  не исполь
зую тся. П р и  этом  более 5 0 %  нетканы х материалов, используемых промы ш ленно
стью Беларуси, им портируется из-за рубеж а. Пред приятия-производ ители, исполь
зуя м естную  сырьевую базу и при незначительной модернизации установл е нного 
оборуд ования, м о гу т  вы пускать кон курен тоспо собн ую  прод укцию . С егод н я н е о б хо 
димо реструктуризировать ассортимент, вы пускать то н к у ю , имею щ ую  спрос у  со
стоятельного населения, модную  вы сококачественную  льняную  одежду и белье, 
обеспечить средний класс дешевыми льносодержащими тканям и, более эффективно 
использовать отходы , образую щ иеся в процессе производства. Н а п р и м е р , следует 
развивать возможности и х нетекстильного использования -  как нетканые материалы 
различного назначения, ком позиционны е, тепло- и звукоизоляционны е.
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О с о б о е  значение в настоящее время во всем мире уделяется созданию новы х 
синтетических волокон, обладаю щ их уникальны м сочетанием различны х свойств. 
Российская ком пания С-А^^1а^б разработала те хн о л о ги ю  вы работки целого ряда син
тетических волокон, которые позволяю т получать материалы с заданными физико
хим ическим и характеристикам и для ш вейной, о б ув н о й , мебельной, медицинской, 
автом обильной, строительной и др. отраслей.

Техн ол оги ч е ски е отходы  и вторичны е материальные ресурсы составляю т о к о 
ло 2 5 %  всего перерабатываемого в мире текстил ьного сырья. Н е о б хо д и м о  дальней
шее соверш енствование те хн о л о ги ч е с к о го  процесса производства нетканы х матери
алов, в частности, та к о го  этапа, как кардочесание, при котором  происход ит разделе
ние комплексов волокон на отдельные волокна, удаление сорны х примесей и п о р о 
ков, смешивание волокон и выравнивание вол окни стого потока. Для получения ка
чественного прочеса отход ов, содержащих льняные волокна, необходим о исследо
вать исполнительные механизмы, осущ ествляющ ие переход волокон с при ем ного 
барабана на главный.

Н а  рис. 1 представлена расчетная схема сил, д ействую щ их на волокно. П о 
движная система координат ( Х О Т )  связана с вращающимся приемным барабаном 1.

Рис. 1. Расчетная схема сил, действующих на волокно (точка М)

Движ ущ ееся волокно массы т  рассматриваем как материальную  т о ч к у  М ,  те 
кущ ие координаты  которой определяются из выражений х  =  р ? ( т д ,  у  =  р о о з З , где р  

-  радиус-вектор то ч к и  М ,  д  -  у го л  между радиус-вектором  то ч к и  М  и осью О Т .  

Дифференциальные уравнения относительного движения точк и  М  для процесса кар
дочесания в проекции на оси координат Х О Т

т ^ Х  =  Ж  +  Ф  +  Ф  ,
х еx кx

т у }  =  Ж  +  Ф  +  Ф  ,
у  еу ку

( 1 )

где X  ̂  =  Ж  —  сила давления возд уш ного по тока; Ф  —  переносная сила инер-
е

ц ии; Ф  —  сила инерции Кори ол иса.
к

Давление возд уш ного потока Ж  находим  из условия удержания волокна
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зубьям и приемного барабана (рис.2). Н а рис.2 Р  = , где ^  — коэф ф ициент тре-
т]р

ния волокнистой массы о переднюю поверхность зуба гарнитуры; N  — реакция пе
редней поверхности зуба на волокнистую массу.

(2)

Рис. 2. Расчетная схема сил, действующих на зуб гарнитуры

При изучении процесса перехода волокон с главного на приемный барабан по
лучена система дифференциальных уравнений, учитывающая зависимости коорди
нат X и у  по оси зуба от угловой скорости ю  приемного барабана, угла п , образуемо
го координатными осями, связанными с зубом и барабаном, коэффициента трения 
волокнистой массы ^  о переднюю поверхность зуба гарнитуры и радиуса К  вер
шины зуба гарнитуры[1]:

Зс +  2юХс = аЮ X  0 0 8  п  § 1 п  п  +  оЮ у  с о 8 2 п + А,
<

УЗ + 2 Ю ] У  =  у  С08 п  8 1 П  п  +  X 8 1 П 2 п + в ,

цсЮ' ̂  _  сЮ̂ Кгде А  = — -̂---------------- , в  = —------------------ , где ^  -  коэффициент трения волок-
81Пп + ^С08п 81Пп + ^С08п

нистой массы о переднюю поверхность зуба гарнитуры, п -  угол между вектором
N  и осью О 1 Х 1 , N  -  реакция передней поверхности зуба на волокнистую массу.

При решении системы дифференциальных уравнений второго порядка с посто
янными коэффициентами (2) выполняются сложные математические расчеты по 
определению четырех постоянных интегрирования [1]. Необходимо разработать бо
лее простой и эффективный метод решения уравнений (2). Поэтому целесообразно 
иметь метод расчета кинематических механизмов, который позволил бы избежать 
сложных математических операций, в частности, нахождение постоянных интегри
рования и получить математические модели рассматриваемого процесса, оценить 
степень влияния различных параметров оборудования (угол поворота, геометрия ра
бочих органов) и коэффициентов трения различных текстильных отходов на движе
ние волокна. Предложен метод с использованием преобразований Лапласа, который 
удобен тем, что позволяет перейти от операции интегрирования к умножению, что 
значительно упрощает решение громоздких уравнений, в том числе и на ЭВМ.

Преобразованием Лапласа -  это соотношение, ставящее функции вещественно
го переменного х(1) в соответствие функцию комплексного переменного Х(5)г д е  
5 = ^ + -  комплексная переменная:
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X  (5) = ^ { x {^)},
где Ь -  оператор Лапласа. При этом функция х(1) называется оригиналом, а функция 
Х(8) -  изображением.

Поскольку движение волокна определяется изменением координат X  и 7  во 
времени, положим, что в начальный момент времени волокно находится в точке с 
координатами X  = 0, 7  = 0. Входным параметром является координата 7, отражаю
щая процесс растаскивания, а перемещение волокна по зубу задается, как выходной 
параметр, координатой X. Процесс расщипывания осуществляется в зависимости от 
движения волокна по зубу. Передаточные функции и Ж2 в форме изображений 
Лапласа представляют дифференциальные уравнения, которые связывают текущие 
координаты X  и 7  материальной точки -  элемента волокна [5].
По свойству о дифференцировании оригинала, дифференцирование функций ЗХ и 
сводится к умножению функций и Ж2 на комплексные переменные. После ал
гебраических преобразований система дифференциальных уравнений (2) имеет вид

+ 2 юЬ -ю ^  С08П + К

Ж 1 = - /ИС0^П + 81ПП

Ж  2 :

о 2 С082 П
о 2 81П2 п (3)

1} + 2 ю Ь - о 2 С08П81ПП- о 2 К
/ИС08П + 81ПП

Координаты X  и 7  определяются из уравнений [6]
Ж2 ^  Ж1

X-- 7 : (4)1-Ж 1-Ж 2  1-Ж1-Ж2
При анализе полученных математических моделей (3) и (4) следует учитывать 

тот факт, что при измерениях физических процессов и явлений в реальных условиях 
возникает ситуация, когда применение упрощенных моделей не приводит к желае
мому результату. Необходимо проводить анализ средних значений изучаемых физи
ческих параметров. Чтобы принятая математическая модель являлась адекватной, 
необходимо выделить область или множество, которое состоит лишь из тех значе
ний выходных параметров изучаемой системы, погрешность которых не превышает 
предельно допустимых. Во многих задачах для этого целесообразно сужать интервал 
времени, который непосредственно отражает изучаемый физический процесс.

Процесс расщипывания характеризуется высокой интенсивностью. Силы, дей
ствующие очень короткий промежуток времени, в механике корректно рассматри
вать как силы, действующие мгновенно, но имеющие конечный импульс. При ана
литическом описании данные силы представлены в виде импульсной функции, рас
сматриваемой в короткий промежуток времени. Выделим массу т  непрерывно дви
жущегося волокна, сосредоточенную в точке М  пространства Кп . Начало координат 
совместим с положением точки М  в начальный момент времени. Тогда силы, дей
ствующие на волокно, будут приложены в точке М . Их поведение в окрестности 
точки М  представлено кусочно-непрерывной функцией (Г1 (рис. 3), действующей в 
промежуток времени  ̂от 0 до Л, а в остальных случаях равной нулю [2].
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Рис. 3. Зависимость кусочно-непрерывной функции от времени 

Кусочно-непрерывную функцию , И) можно записать в виде:

,И) = 1  [о-о(/) -о-о(/ -  И)] 
И

0, 1 < 0 
1 ,0 </ < И, 

0, И < I
(5)

где I  -  импульс функции 0'1 ((, И) .
При И ^  0 функция 6(1) определяется как предел функции (7^(1, И) :

5 (!) = Иш 7 ,( /, И) ̂  ̂ И^0 ^ (6)

Функция 6(() отражает характер действия мгновенных сил приложенных к точ
ке М  в короткий промежуток времени взаимодействия волокна и поверхности зуба. 
Данная функция является обобщенной и ее нельзя рассматривать как функцию, за
данную общим определением математического анализа [4, 7]. На рис. 4 представлен 
график обобщенной функции 6(^), полученной при предельном переходе от кусочно
непрерывной функции 7 1 [3]:

Рис. 4. Зависимость обобщенной функции 8(1) от времени

После подстановки уравнений (3) и (4) с учетом (6) в математический пакет 
М АРЬ Е получены координаты X  и У при  ̂ ^  0

x (^) =  0 ,0 9 2 8 1 пЬ ( - 54.172Г ) е “4,49' ,

(7)у (̂ ) = 0,08 • ^(2, )̂ + 0,718 • 3(1, () -
-6379,171 81пЬ(-54, 1721 +190,785 • 5(1).

При решении приняты следующие расчетные параметры: высота зуба пильча
той гарнитуры -  40 мм; угол наклона передней грани в  -  600; радиус вершин зуба
гарнитуры К  -  103 мм; угол т] между вектором N  и осью 0 1Х 1 -  28°50', угловая
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скорость приемного барабана ю -  4,49 с-1 , коэф ф ициент трения волокнистой массы  о 
передню ю  поверхность зуба гарнитуры  ^  -  0,7.

У равнения (7), характеризую щ ие процесс расщ ипы вания, имею т достаточно 
простой вид по сравнению  с реш ением  системы  диф ф еренциальны х уравнений вто
рого порядка с постоянны ми коэф ф ициентами (2). У становлено, что функция Т(1) 
возрастает несколько медленнее, чем  ф ункция Х(1). П ри этом  волокно стремится 
оторваться от гарнитуры  приемного барабана -  значительно сниж ается интенсив
ность взаимодействия гарнитуры  с волокном и, как следствие, интенсивность рас- 
щ ипы вания волокнистых отходов в зоне приемного барабана. Д ля стабилизации 
процесса расщ ипы вания целесообразно создать дополнительны й воздуш ны й поток, 
которы й направлял бы разрабаты ваемы е волокна в рабочую  зону приемного бараба
на.

Реш ая систему уравнений (7), получим уравнение траектории 5(1) при движ е
нии материальной точки М  (волокна), которое имеет вид

з(1)=0,08 • ^(2,1)+0,718 • ^(1,1)+6379,171 *

*81пЬ(54,172 • 1) *ехр(-4,49 • 1)+190,786 ^^(1). (8 ).
Граф ик траектории движ ения волокна 5(1), заданной вы раж ением  (8), представ

лен на рис. 5

Рис. 5. Зависимость траектории 5(1) движения волокна от времени

И з граф ика (рис. 4) видно, что траектория движ ения точки М  представляет со
бой возрастаю щ ую  функцию , проходящ ую  через точку (0,0) и близкую  к прямой.

Д иф ф еренцируя уравнения (7), получим проекции скорости на оси координат в
виде

у х=5 • сс8Ь(54,172 • I) • ехр(-4,49 1)-0,414 • 81пЬ(54,172 • I) • ехр(-4,491),

< Уу=0,08 •^(3,1)+0,718 • ^(2,1)+3,456 •Ш5 • сс8Ь(54,172 • I) • ехр(-4,491)- (7) 

-28642,479 • 81пЬ(54,172 • I) • ехр(-4,49 1)+190,786 • ^(1,1).

П ри этом  скорость точки М  у(^) определяется из выраж ения
V(^) = [25 + (0 ,078 • 5(3, Г) +  0,718 • 5(2, Г) +

+345572,052+190,786 5(1 ,1))2]1/2.
Зависимость скорости движ ения волокна от времени представлена на рис. 6

(8)
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Рис. 6. Зависимость скорости движения волокна от времени

Из рис.6 зависимости скорости материальной точки М  от времени  ̂можно сде
лать вывод, что в начальный момент времени скорость волокна равна ь0 = 34,7 
мм/с. Вид кривой у( )̂ представляет часть параболы. Вначале график функции у( )̂ 
является убывающим -  скорость точки М  несколько уменьшается. Этот промежуток 
характеризует время взаимодействия волокна и поверхности зуба. На данном отрез
ке времени существенное влияние оказывают силы трения волокна о металлическую 
поверхность зуба. В результате взаимодействия с зубом волокно приобретает значи
тельную кинетическую энергию, выбрасывается из зоны разволокнения и с ускоре
нием направляется в приемную зону.

С учетом (8), проекции ускорения точки М  на оси координат определяются из 
уравнений

= 272.72 ■ 81пЬ(54.172 ■ I) ■ ехр(-4.49 I)- 44.9 ■ сс8Ь(54.172 ■ I) ■ ехр(-4.49 I), 
ау = 0.08 ■ ^(4, I) + 0.718■д{3, 1)+!.885 ■ 107 ■ 81пЬ(54.172■ I)■ ехр(-4.49 I)- (9)
-3.103 ■ 106 ■ сс8Ь(54.172■ I)■ ехр(-4.49 1)+!90.786 ■ ^(2, I).

Рис. 7. График зависимости ускорения движения волокна от времени 

Ускорение точки М  от времени определяется из уравнения
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а(1)=[{272.7195429 ■ зтЬ(54.17193557 1) ■ ехр(-4.49 1)-44.89985408* 
*созЬ(54.17193557 1) ■ еxр(-4.49 1)}2 + {0.07997434730 ■ ^(5,1)+
0.7181696387 ■ ^(4,1)+1.035015565 ■ 109 ■ созЬ(54.17193560 1) ■ ехр(-4.49 1)- 
-2.527399701 ■ 108 ■ зтЬ(54.17193560 1) ■ ехр(-4.49 1)+190.7855020 ■ ^(3,1)}2]1/2.

(10).

Зависимость ускорения движения волокна от времени представлена на рис. 7. 
График а(1) представляет собой ломаную кривую (рис. 7). Из рис. 7 следует,

что в начальный момент времени ускорение волокна ^ 0  =  3м м  / С̂  . Затем функция 
а(1) за короткий промежуток времени убывает до нуля (точка излома при  ̂= 0,003 с) 
и начинает возрастать. Сравнивая графики у( )̂ и а(1), можно отметить их одинако
вое поведение в короткий отрезок времени скольжения волокна по поверхности зу
ба, где имеют место силы трения Ртр волокна о переднюю поверхность зуба. Из
графиков V(̂ ) и а(1) следует, что в промежуток времени  ̂ от 0 до 0,003 с волокно 
скользит по поверхности зуба в направлении схода. Силы трения при этом стремятся 
удержать волокно. Максимальное значение сила трения Ртр имеет в момент време
ни  ̂ = 0,003 с. Затем волокно под действием значительного запаса энергии сходит с 
зуба, силы трения перестают оказывать влияние. Скорость и ускорение возрастают и 
материальная точка М  (волокно) удаляется от поверхности зуба. На движение во
локна при расщипывании влияют возникающие в зоне взаимодействия силы трения. 
На рис.8 представлен график изменения силы трения в зависимости от угла п 
(рис.2).

Рис. 8. График зависимости силы трения Р^р от угла п

Следовательно, в процессе расщипывания при увеличении угла п  (рис. 8) силы 
трения возрастают. Силы трения зависят не только от физических свойств соприка
сающихся тел, но и от геометрических параметров зуба (рис. 1), в частности от угла 
п .

Выводы
1. Оценка и перспективы использования сырья в производстве нетканых мате

риалов представляют интерес для предприятий Республики Беларусь, где имеется 
сырьевая база и заинтересованные потребители.

2. Дифференциальные уравнения второго порядка с использованием постоян
ных интегрирования для расчета кинематических параметров исполнительных меха
низмов при переработке текстильных отходов имеют громоздкий вид и необходимы
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сложные математические преобразования для составления програм мы  и х расчета на 
Э В М .

3. Расчет кинем атических параметров исполнительны х механизмов при пере
работке текстильны х отход ов с использованием преобразований Лапласа позволяет 
избежать сложны х математических операций по нахож дению  постоянны х и н те гр и 
рования, разработать математические модели рассматриваемого те хн о л о ги ч е ск о го  
процесса и оценить степень влияния различны х параметров оборудования (угл а  п о 
ворота, геом етрии исполнительны х механизмов) и коэффициентов трения текстиль
ны х отход ов на движение волокна.
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З А В И С И М О С Т Ь  Р Е З У Л Ь Т А Т О В  Р А С Ч Е Т А  О Т  Т И П А  К О Н Е Ч Н Ы Х  
Э Л Е М Е Н Т О В  И  Р А З М ЕР А  С Е Т К И .

Солошенко Д .С., Пронкевич С .А .

Тке агНс1е 1 ’̂ йеуо1ей 1а сашрагг^ап а/ 1ке ге5ы115 а//1пНе-е1ешеп1 тайекпд апй апа1у515 а/ 1ке 1п- 
/1иепсе а/й1//егеп1 /тНе е1етеп1̂  апй й1//егеп11уре ’̂ а/пе1^ ап 1ке епй гехи11 а/ 1ке ргадгат АЫ8У8.

К а к  известно, достоверность расчетов, выполняемы х с применением метода 
конечны х элементов, зависит от ти па и размера применяемы х в модели конечны х 
элементов. Т и п  и размеры (гус то та  сетки) конечны х элементов определяются ха ра к 
тером  задачи, особенностями объекта моделирования и некоторы ми д ругим и о бсто
ятельствами.

Рассм отрим  различные варианты конечно-элем ентного моделирования сталь
н о го  уго л к а  в Л К 8 У 8  с целью сравнения пол ученны х результатов.

У г о л о к  (р и с .1 )  фиксируется в отверстие 1 , а к отверстию  2 приложена кониче
ская нагрузка давления: 100 на 1000 Паскаль.

Белорусский национальный технический университет, М инск

Д ля плоской задачи используем следующие элементы:
Р Ь Л К Е 4 2  -  используется для д вухм е рн ого моделирования конструкци й  с объ

емным Н Д С . Э л ем ен т может использоваться в качестве пл оского или осесимметрич
н о го  элемента. Э л ем ент определяется четырьмя узлами, имеющ ими две степени сво
боды в каждом узле: перемещения в направлении осей X  и У  узловой системы к оо р
динат.

Р Ь Л К Е 8 2  -  является версией д вухм е рн ого элемента Р Ь Л Х Е 4 2  I I  порядка. Э т о т  
элемент обеспечивает более точны е результаты для смеш анны х сеток, полученны х 
средствами автом атизированного создания то к о в ы х, и допускает нерегулярную  
ф орму элемента без сущ ественной потери точн ости .

Р Ь Л Х Е 1 8 2  -  используется для д вухм е рн ого моделирования объемны х ко н 
струкци й . Э л ем ент может использоваться для моделирования пл оского напряж енно
го , пл оского деф ормированного, об общ ен ного пл оского деф ормированного или осе
сим м етричного состояния. Э л ем ент определяется четырьмя узлами, имеющ ими две 
степени свободы в каждом узле: перемещения в направлении осей X  и У  узловой си
стемы координат.

Р Ь Л Х Е 1 8 3  -  является двухмерны м элементом I I  порядка с восьмью узлами. 
Э л ем ент имеет квадратичное представление перемещений и пригод ен для моделиро
вания нерегулярны х сеток.
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Устанавливаем  К в а !  С о п 8 1 а п 1  равный 0 ,0 1м  -  толщ ина пластины. Задаем в М а -  

1 е т 1 а 1  М о ё е ! ^  модуль Ю н г а  равный 2 1 0 11П а  и коэффициент П у о с с о н а  равный 0 ,2 7 . 
У г о л о к  закрепляем по первом у отверстию , а ко втоом у прикладываем давление и 
разбиваем на сетку, пример изображен на рис. 2а. П о с л е  расчета получается 
результат показанный на рис. 3 а.

а)
Рис. 2.Разбиение на сетку и приложение давления: 

а) плоскому уголку, б) объемному уголку.

б)

Д ля объемной задачи используем следующие элементы:
8 0 Ы В 4 5  -  используется для моделирования трехм ерны х конструкци й . Э л е 

м ент определяется восьмью узлами, имеющ ими тр и  степени свободы в каждом узле: 
перемещения в направлении осей X ,  У  и 2  узловой системы координат.

8 0 Ы В 1 8 5  -  используется для тр е хм е рн о го  моделирования объемны х к он 
струк ци й . Э л ем ен т имеет свойства пластичности, ги п е р у п р у го с т и , изменение жест
кости при прилож ении н агр узок, ползучести, больш их перемещений и больш их де
формаций.

М о д ул ь  Ю н г а , коэффициент П у а с с о н а , закрепление и приложение давления 
идентичны  плоской задачи. П р и м е р  разбиение на сетку и результата м ож но по см от
реть на рисю 2б и рис 3б соответственно.

а) б)
Рис. 3. Результаты расчетов для плоского (а) и объемного (б) уголка.

Для анализа пом им о различны х элементов брали и разного размера сетку:
0.005 м, 0.0025 м, 0 .0 0 1м .

К а к  видно из т а б .1 и графика (рис. 4 ) чем меньше размер конечны х элементов, 
тем ближе результат расчета програм мы .

Такж е следует отм етить, что  на результат влияет не только т и п  и количество 
конечны х элементов, но также и и х вид треугольны е или четы рехугольны е.

И м е я  на р ук а х результат как в числовом , так и в графическом виде, замечаем, 
ч то такие конечные элементы как Р Ь Л Х Е 8 2  и Р Ь А Х Е 1 8 3  дают один и т о т  же ре
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зультат в независимости о т вида и количества элементов, а Р Ь Л К Е 8 2  и Р Ь А К Е 1 8 2  
дают один и т о т  же результат.

Таблица 1
Результаты расчет а напряж ений для плоской и объемной задачи; 

результаты указаны в паскалях
П л о ск ая  задача

Н аим еновани е Вид Р азм ер ы  сетки, м
элем ен та сетки 0 ,0 0 5 0 ,0 0 2 5 0 ,001

Р Ь А ^ Е 4 2
Четырехугольная 6137 6120 6657

Треугольная 5219 6008 6650

Р Ь ^ Е 8 2
Четырехугольная 7330 7180 7157

Треугольная 7009 7111 7145

Р Е А М Е 182
Четырехугольная 5999 6536 6856

Треугольная 5219 6008 6650

Р Е А М Е 183
Четырехугольная 7330 7180 7157

Треугольная 7009 7111 7145
О бъем ная задача

8 0 Ы В 4 5 Тэтраэдальный 5486 6484 7012
8 0 Ы Ш 8 5 Т этраэдальный 5486 6484 7012

только с треугол ьно й  сеткой. Ч т о  касается объемной задачи то  результат полностью  
совпадает для 8 0 Ы В 4 5  и 8 0 Ы В 1 8 5  в независимости от размера сетки.

Рис. 4. График зависимости напряжения от размера сетки.

Основы ваясь на приведенны х выше данны х, м ож но сделать вывод о то м , что 
результаты конечно-элем ентного моделирования сущ ественно зависят от ти па. К о 
личества применяемы х для моделирования конечны х элементов может быть продик
тован требуемы м уровнем  то ч н о с ти , а также техническим и возможностями пользо
вателя.
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М ЕТ О Д И К А  О Ц Е Н К И  П Р О Ч Н О С Т Н Ы Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  П Р И З М А Т И Ч Е
С К О Г О  Ч Е Х Л А  ТЕП Л О В Ы Д ЕЛ Я Ю Щ ЕЙ  СБОРКИ А Т О М Н О Г О  Р ЕА К Т О Р А

Ширвель П .И ., Клус С .А ., Глембоцкий А .В .

Белорусский национальный технический университет, М инск

Тке ше1коё а/^акикап ка^ Ьееп ргораагй 1а ао1уе 1ке ргг^шаНс ^кеП  ̂а/ 1ке пис1еаг ра^ег р1ап1 
геас1аг ипёег сгеер, 1кегта1 апй гаёгаНап А’1га1Ш’ а! шескап1са1 [аайгпдА’ м>Ик 1ке ассаип! а / 1кегта1 апй 
гаё1аНп§ сгеер.

Ра б о та  л ю бо го  ядерного реактора атом ной электростанции ( А Э С )  связана с п о 
стоянны м м он ито ри н гом  (контролем ) безопасности, которая основана на безопасной 
работе его отдельных элементов, одним из которы х является чехол тепловыделяю
щей сборки ( Т В С ) ,  имеющ ей ф орму призматической оболочки (рис. 1 ) , находящ ийся 
в слож ны х усл ови ях: постоянное механическое воздействие, воздействие поля высо
к и х тем ператур и рад иационного облучения. П о д  работоспособностью  ш ести гранно
го  чехла Т В С  понимается: сохранение целостности чехла как на стадии облучения 
сборки в активной зоне, так и при перегрузке; отсутствие значительны х формоизме
нений чехла, м о гу щ и х помеш ать нормальной эксплуатации активной зоны ядерного 
реактора А Э С .

Н а  первой стадии расчетного определения работоспособности проводится рас
чет напряж ений и деформаций, а также формоизменений чехла в процессе н ей трон 
н о го  облучения, а затем следует оценка опасности по л уч е н н о го  напряж енно
деф ормированного состояния ( Н Д С )  по то м у или и но м у критерию  про чности . В  ре
зультате чего устанавливается предельно допустимы й ресурс Т В С  яд ерного реактора 
А Э С .

О тм е ти м , что  ниж ние сечения Т В С  характеризуется относительно высоким 
давлением теплоносителя, низким уровнем  тем ператур и ней тронны х флюенсов. П о  
направлению  движения теплоносителя снизу вверх давление его падает, однако при 
этом  растет тем пература, увеличивается флюенс нейтронов. В  связи с этим , очевид
н о , что работоспособность чехлов необходим о рассматривать для разных сечений по 
высоте при различны х состояниях материала -  у п р у г о г о , уп р у го п л а с ти ч н о го  и у п р у 
говязкого.

К аж д ую  грань чехла Т В С  м ож но рассматри
вать как п ря м оугол ьн ую  пл астинку, находящ ую ся 
под гидростатическим  давлением, концы  которой 
(по граням ) закреплены таким  образом, что не мо
г у т  перемещаться в вертикальном направлении и 
поворачиваться, но и х продольное перемещение не 
исклю чено.

Пред пол агается, что сущ ествую щ ие градиен
ты тем пературы  и распухани е стали по длине и 
толщ ине чехла вносят сущ ественны й вклад в 
Н Д С  оболочки. Безусловно, это допущ ение тре
б уе т детального рассмотрение в каждом конкрет
ном  случае работы  Т В С .  В  этом  случае каждое 
сечение м ож но рассматривать как независимое, и 
согласно работе [ 1 ] ,  если длина пластины  Н  су
щ ественно больше ее ш ирины  I  { Н И  >  3), право
мерно перейти к полосе единичной ш ирины. 
П р о ги б  такой полоски описывается дифференци-

Рис. 1. Чехол ТВС, имеющий 
форму призматической оболочки
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альным уравнением  аналогичны м  уравнению  п р о ги б а  и з о гн уто й  балки. П р и  вычис
лении напряж ений предполагаем, ч то поперечны е сечения стержня остаю тся при из
ги бе плоским и. В  связи с малостью касательных напряж ений расчет при поперечном  
изгибе м ож но производить только по нормальным напряжениям.

С  учетом  вы ш еизлож енного и в целях упрощ ения вычислений, заменим рас
смотрение всей призматической оболочки на ее одну грань, имеющ ей ф орму то н к о 
стенной пластины , добавив соответствую щ ие усилия и моменты  от действия сосед
н и х  граней (рис. 2 , рис. 3). Э т о  допущ ение справедливо по причине т о г о , что  на че
х о л  Т В С , имею щ ий форму призматической оболочки, действует одинаковая н агруз
ка во всех направлениях ее граней.

В  сл учаях, когда п р о ги б  ю пластины  мал по сравнению с ее толщ иной к ,  имеет
ся возможность построения приближ енной теори и  изгиба пластины под поперечной 
нагрузкой , основываясь на следую щ их д опущ ениях [ 1 ] :

•  в срединной плоскости пластина не испытывает н икаких деформаций, при из
ги бе остается нейтральной;

•  точк и  пластины , лежащие до загрузки на нормали к серединной по верхности , 
остаю тся в процессе изгиба на нормали к ее срединной поверхности ;

•  нормальными напряжениями в направлении поперечном  к срединной плоско
сти пластины  д опустим о пренебрегать.

Рассм отрим  действие физической нагрузки , распределенной по верхней п о 
верхности пластины (рис. 2 ), без учета поля вы соких тем ператур и радиационного 
воздействия.

.X

Рис. 2. Проекция всех действующих на пластину сил на ось г

С п р о е к ти руе м  все приложенны е к пластине силы на ось г ,  пол учим  следующее 
уравнение равновесия:

^ х ё у  + д ^ х ё у  = 0. ( 1 )дх ду
О т к уд а  получаем  исходное уравнение равновесия, записанное через прилож ен 

ные нагрузки:

дОх , дбу^ ^  + ^  = 0. (2)дх ду
Д ля записи уравнения равновесия через моменты , возьмем моменты о т всех 

д ействую щ их на элемент сил относительно оси х ,  как представлено на рис. 3.

-^х
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Рис. 3. Распределение моментов от всех действующих на пластину 
сил относительно оси х и у

Исходя из рис. 3, уравнение равновесия можно представить в следующем виде:
дМху дм  у
----- ху̂ х^у------^ ёхёу + ^ уйxйу = 0. (3)Эх Эу

Моментом нагрузки ^  и моментом, возникающим вследствие изменения силы 
^ у , пренебрегаем как величинами более высокого порядка малости. Тогда уравне
ние (3) примет вид:

Эмху Эму
+ бу = 0. (4)Эх Эу

Аналогичным образом возьмем моменты относительно оси у, записав следую
щее уравнение равновесия:

ЭМху ЭМ.+ ■ -  бх = 0. (5)Эу Эх
Исключив из этих уравнений перерезывающие силы ^ x и ^ у, получим следу

ющее уравнение:
Э 2М х Э  М  у х  Э  М  у  Э  М ху

- +  .  .  +---------- ------------ .  .  =  - ^ . (6)Эх2 ЭхЭу Эу2 ЭхЭу
Вследствие закона парности касательных напряжений имеем: М  ух = —М ^̂ , что при-

Э2 Мводит к сокращению величин ух Э 2Ми ху

ЭхЭу ЭхЭу
чаем следующее уравнение равновесия:

Э2 М  Э 2М

. Тогда в окончательной форме полу-

Э2 М^^ 
2 - -Ч. ( 7 )

Эх2 Эу2 ЭхЭу
Запишем соотношения Коши (геометрические уравнения), связывающие деформа
ции с величиной прогиба исследуемой пластины в виде:

Э 2ю
е х = — ̂

е у = — ̂

Эх2 ’ 
Э 2ю 
эу

2
8)

Для дальнейшего решения поставленной задачи, выведем физические уравне
ния. Учитывая, что нормальные напряжения на площадках, параллельных срединной 
поверхности оболочки пренебрежимо малы по сравнению с остальными напряжени
ями и при расчёте не учитываются, запишем систему физических уравнений в сле
дующем виде:

х = 1  11— V ■ ^ 22]+ е Н,Е

е у = -Е [с 22— V ■ О 11 ]+ е ну.
)бъемные и механичес 

ствием нелинейных факторов, определяются выражениями (10):

(9)

у Е  1̂  у
Где неупругие деформации (объемные и механические), вызванные воздей-

240

е



н Т
'X =  е  X
Т Т
’Х =  е 7

5 5
X =  е  у

+ р С .■'X = Е у +  +  Е у ;

(10)

Здесь а -  коэффициент линейного расширения материала оболочки, Т  -  предпола
гается заданной функцией распределения температуры от координат; 8 ,̂ 8 Су -  де
формации ползучести в направлении оси х и у  соответственно, 5 -  функция радиаци
онного распухания материала (задается на основе экспериментальных данных), за
висящая от температуры, времени и заданного нейтронного потока (флюенса):

5 = 4.9 -10-51 (ф • Г )171 -10
15490 5.98106 

Д.7̂  ^  Т (Т )2
( 1 1 )

где ф -  нейтронный поток (плотность нейтронного потока, флюенс нейтронов);  ̂ -  
время.

Запишем систему физических уравнений через внутренние силы и моменты. 
Выразим из системы уравнений (9) о х и оу :

Е
о х =

о  у =

1 -  V
Е

1 -  V

2 -[8х -  8н + V • (8у -  8н )И

•[8 у -  8н + V • (8 х -  8н )]
(1 2 )

Выражения (12) устанавливают связь между деформациями в произвольной точке 
оболочки и напряжениями соответствующей точки срединной поверхности.

Для записи соотношения, связывающего напряжения с прогибами, появляю
щимися в пластине во время ее эксплуатации, подставим в уравнение (12) соответ
ствующие соотношения Коши (8).

Е

о.

1 -  V
Е  

1 -  V

д 2 ю н , д 2 ю н. -  8 н + V ( - -  8 ну)
дх 2

дУ

д2ю н д2ю н
-  -  8 н + V ( - ^ Т  -  8 н)

д у2 у дх" х
Воспользуемся формулами для определения изгибающего момента:

(13)

, , „  .д2ю д 2ю.
 ̂ дх2 ду2

д2ю д2ю
м у = - В ( — -  + V— - ) ,  

у ду  2 дх  2

М ху - М ху = ^ (1 -  V)
д 2 ю
дхду

(1 4 )

Применим формулы (14) к уравнению равновесия (7) получим уравнение рав
новесия, выраженное через прогибы:

д 4 ̂  д 4 ю д 4 ю ^— ~л—+ 2— ~— ~  +----~ = —. (15)
дх^ дх^ду2 ду^ в  ’
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Если учесть моменты от нелинейных сил, то в окончательной форме получим 
уравнение равновесия, описывающее поведение пластины, находящейся под дей
ствием физической нагрузки, поля высоких температур и радиационного воздей
ствия с учетом тепловой и радиационной ползучести (16):

д 4 ю д 4 ю+ 2- 2 2 + Э 4  = ? -  ЕЛ
^ - 2 ^ -4 В

6 1  ̂
а Т  + - ^  + 8 "3 у (16)дх4 дх4д у" ду ̂

Уравнение (16) позволит определить прогибы, возникающие в пластине, нахо
дящейся под действием вышеуказанных нагрузок, после чего будет возможно опре
делить основные прочностные характеристики: деформации (8) и напряжения (12), 
возникающие в пластине, а, следовательно, и в призматической оболочке.

Также при определения нелинейных свойств, таких как ползучесть и радиаци
онное распухание можно пользоваться зависимостями как это предлагается в [2-3].

Зададим деформации ползучести. Для рассматриваемой модели определения 
НДС используем одну из основных теорий, описывающих ползучесть материала -  
теорию течения [4-6]. По ней ползучесть топливного материала в реакторных усло
виях подчиняется степенному закону [2]:

(Т[х, у])а^^, (17)
где -  компоненты ползучести топливного материала. При известном законе
изменения интенсивности скорости ползучести ё̂  = / (а„, ^,Т[х ,у ] ,ф ( Т [ х ,у ] ,)),
скорости деформации ползучести на каждом временном шаге определим из выраже
ний:

3ё„ ( ) .г 3ё„
ё х

ё у =

2^„ 
3ёс 
2 а , ,

ё сху а ху

ё"
3ёс 
2ё С

- (ау -а ); 

(а. - а ) ;

ёС =

2 а и

3ё "и— — а  ■2а уг ■

ёС
3ёС 
2а„ а

(18)

3 ё ̂  / \или в сокращенной форме: ёС- = — — (а,, -5^, а ), где ё
■ ^ 2  а„ ■' ■'

деформации ползучести, ё х, ё у, ё У, ё , ё уг , ё

интенсивность скоростей 

-  компоненты скоростей деформаций
ползучести.

Зная компоненты скоростей деформации ползучести (18) и функцию зависимо
сти от времени для установившейся ползучести, вычисление компонент ползучести 
можно произвести по выражениям:

ёС = ёС + Л РС ■ё1]П ё1] (й-1) + ЛПё1] ■

р сё1У (п-1)
3 ёи (й-1)----- 1---{— V ■2 а С ^1} ^ ̂ а и(п-1)

Л РС = РС Л /■^^1] ^1](п-1)^ йЬ

ё С = /  (а„, Г,Т [г, 0], Ф);
(19)

При решении задачи с учетом ползучести призматической оболочки ТВС использу
ется схема описанная выше: рассматривается задача установившейся ползучести 
пластинки при продольно-поперечном изгибе. При решении принимаются следую
щие допущения:

• сечения при деформировании остаются плоскими;
• свойства материала при растяжении и сжатии одинаковы;
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• основные гипотезы теории течения сохраняются и под облучением во 
внутриреакторных условиях.

Таким образом, полученное уравнение (16) решаем при времени 1=0, когда де
формации ползучести отсутствуют, т.е. в начальный момент времени 8  ̂= 8 =0 = 0.
Определяем ю. Затем определяем главные напряжения и главные деформации, воз
никающие в пластине. Закон ползучести материала призматической оболочки ТВС с 
учетом облучения предполагается известным. Используя шаговый метод по времени 
определяем деформации ползучести на п-ом  шаге по времени по выражениям (19) и 
строим тензоры деформаций и напряжений с пересчетом характеристик НДС через 
промежуток А1 для учета деформации ползучести. И  с дальнейшей оценкой НДС 
призматической оболочки ТВС ядерного реактора АЭС по тому или иному крите
рию.

Как видно, для учета влияния нелинейных эффектов (неравномерное распуха
ние стали, температурные градиенты по высоте, механические деформации ползуче
сти) требуется новая постановка задачи. Получить решение такой задачи в аналити
ческом виде не представляется возможным из-за влияния многих факторов, поэтому 
необходимо использование численных методов. Тогда следующим этапом исследо
ваний станет определение прогибов, деформаций и напряжений, возникающих в 
призматической оболочке, с помощью одного из приближенных численных методов. 
После чего можно будет описать полную картину НДС чехла тепловыделяющей 
сборки атомного реактора, что позволит определить сроки эксплуатации и предель
ные нагрузки, возникающие в ТВС во время работы реактора.
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НДС Т О Н К О С Т Е Н Н Ы Х  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К И Х  О Б О Л О Ч Е К  П Р И  Н Е 
Р А В Н О М Е Р Н О М  Н А Г Р Е В Е  И  Н Е Й Т Р О Н Н О М  О Б Л У Ч Е Н И И  С У Ч Е Т О М  

Т Е П Л О В О Й  И  Р А Д И А Ц И О Н Н О Й  П О Л З У Ч Е С Т И

Клус С .А ., Ширвель П .И ., Левчук А .В .

Сгеер з1гепд1к а/ су11пёг1са1 А’ИеП ипёег 1гге§ы1аг 1ешрега1иге апё тайгаНап. Тке пишег1са1 ^акикап 
ка^ Ьееп ргарааей 1а ао1уе 1ке з1гвпд1к ргоЫеш /ог 1ке су11пйг1са1 ^кеП ипйег сгеер, 1кегта1 апй гайгаНап 
Акгагт’ а! пис1еаг ро^ег р1ап1 асНоп.

О б о л о ч к а  тепловы деляющего элемента (твэла) 
яд ерного реактора (р и с .1 )  атом ной электростанции ( А Э С )  
представляет собой слой к о н с тр ук ц и о н н о го  материала, 
непосредственно прилегаю щ его к ядерному то п л и в у. О н а  
предназначена для предохранения сердечника о т воздей
ствия хим ически активной среды и удержания продуктов 
деления, а также для исклю чения возможности вымыва
ния топлива теплоносителем и для обеспечения м ехани
ческой про чности  твэлов. П р и ч е м  главным требованием , 
предъявляемые к оболочкам  реакторов, является длитель
ное сохранение герм етичности. О тм е ти м , что  к о н стр ук 
ция оболочки и ее толщ ина должны обеспечивать у с то й 
чивость под действием внеш него давления тепл оноси те
ля, прочность при терм ических, изгибны х напряж ениях, и 
напряж ений о т давления газообразны х продуктов деления 
и действия распухаю щ его то п л и в н о го  сердечника, п р и х о 
дящего в контакт с оболочкой, коррозии под напряж ени
ем. В  соответствии с этим  к материалам оболочки предъ
являются следующие требования: коррозионная ус то й ч и 
вость в среде теплоносителя при р або ч и х тем пе ратурах, 
радиационная стабильность, совместимость с материалом 
сердечника, малое поперечное сечение, высокие м ехани
ческие свойства, д оступность использования, хорош ая 
теплопроводность, высокая тем пература плавления.

О тм е ти м , что  оболочка твэла является также наибо
лее ответственной кон стр укц и о нн ой  деталью активной 
зоны реактора, находящейся в очень слож ны х тепловы х, 
м еханических, радиационны х и хи м и чески х условиях 
эксплуатации. В  то  же время, обладая, как правило, стен
ками относительно малой толщ ины , оболочки весьма 
чувствительны  к внутренни м  и наруж ны м  дефектам. Т р е 
бования к материалу оболочки твэла весьма м ногообраз
ны, но среди н и х м ож но выделить четыре главны х: ми
нимальный паразитный захват н ей тронов; механическая 
надежность, постоянство формы и размеров оболочки; 
высокая теплопроводность, обеспечивающая теплопере
дачу без чрезмерно вы соких терм ических напряж ений в 
оболочке; коррозионная и эрозионная стойкость оболочки 
в теплоносителе и в контакте с ядерным го р ю ч и м  твэла.

Рис. 1 Твэл: 1- защит
ная оболочка; 2- топ

ливный сердечник.

Вы сокая теплопроводность материала оболочки необходим а, прежде всего, для т о го ,
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чтобы  обеспечивать минимальный возможный перегрев самой оболочки и гор ю ч е го  
п о  сравнению  с тем пературой теплоносителя. С  теплопроводностью  материала обо
лочки непосредственно связана величина терм ических напряж ений в оболочке, ко
торые м о гу т  достигать 100-250 М П а . П р и  низкой теплопроводности материала рас
четная толщ ина оболочки часто оказывается настолько малой, что  необходимая ме
ханическая надежность оболочки не обеспечивается. Уве л и ч е н и е  же толщ ины  обо
лочки, ухуд ш ает теплопередачу, привод ит к нежелательному увеличению  термиче
ских напряж ений в оболочке, к общ ем у перегреву твэла. В н у тр е н н и е  напряжения 
при неблагоприятны х усл ови ях м о гу т привести к деформации (наприм ер, искривле
н и ю ), растрескиванию  го р ю ч и х и кон стр укц и о нн ы х материалов, вызвать резкое п о 
вышение температуры  и разруш ение оболочек. С тепе нь изменений, происход ящ их в 
оболочках под влиянием перечисленны х ф акторов, зависит о т интенсивности и дли
тельности н е й тр о н н о го  облучения, тем пературы  облучения и характера ее измене
ния в процессе работы  реактора, о т исходной струк туры  и свойств материалов обо
лочек, о т свойств теплоносителя и его гидравлических характеристик.

О д н и м  из важных следствий эксплуатации оболочки твэла является возникно
вение в н утр е н н и х напряж ений, как в материалах акти вно го объема, так и в оболоч
ках (рис. 2 ). Поя вл ени е в н утр е н н и х напряж ений связано с действием вне ш них ста

ти чески х, динамических и вибрационны х 
нагрузок, со структурны м и  изменениями 
под облучением , с неодинаковым тем пе
ратурны м  уровнем  отдельных участков 
оболочек вследствие неравном ерности 
энерговыделения по объем у, с тем пера
турны м и градиентами по сечению обо
лочки, возникающ ими благодаря нали
чию  тепловы х потоков о т го р ю ч е го  к 
теплоносителю , а также с различием в 
величине коэффициентов терм ического 
расш ирения го р ю ч е го  и оболочки, а так
же в р а с п уха н и я х то п л и в н о го  стержня и 
оболочки [1 ] .

И з уч е н и е  характера и степени воз
м ож ны х повреждений оболочек состав
ляет одну из самых слож ны х проблем. 
О д н и м  из способов реш ения является ис
следование Н Д С  с целью проверки 
надежной работоспособности кон стр ук
ции. В о п р о с о м  расчета активны х зон 
ядерных реакторов в настоящее время 
уделяется значительное внимание. Д а н 

ные элементы имею т, как правило, либо цилиндрическую  геометрию  и подвержены 
значительным м еханических, тепловым и радиационны м нагрузкам . О тм е ти м , что 
степень необратим ы х изменений, происход ящ их в оболочках под влиянием перечис
ленны х ф акторов, зависит о т интенсивности и длительности н е й тр о н н о го  облучения, 
температуры  облучения и характера ее изменения в процессе работы  реактора, о т 
исходной структуры  и свойств материалов оболочек, о т свойств теплоносителя и его 
гидравлических характеристик. К  настоящ ему времени вы полнен значительный объ
ем работ п о  этом у направлению  ( Ю . И .  Л и ха ч е в , В . Я .  П у п к о , В . В .  П о п о в , А .  А .  
Т у т н о в , В . В .  Тк а ч е в , И .  С . К у л и к о в , Оехйиз I .  Н . ,  Ьаззшапп К . ,  К а § а 1о  К . ,  Т а к 1к а ^ а  
К . ,  КазЫ б I .  К .) .  О д н ак о  все разработанные модели для определения Н Д С  защ итны х

Рис. 2. Распределение напряжений в оболочке 
твэла
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оболочек базируется на тех или иных упрощениях, поэтому расчеты носят достаточ
но приближенный характер. Вообще для тел, находящихся в условиях нестационар
ного неравномерного нагрева и радиационного облучения и изготовленных из кон
струкционных материалов с физически нелинейными свойствами (пластичность и 
ползучесть), в настоящее время нет общепринятой теории напряжённо
деформированного состояния при механических нагрузках. Поэтому цель, которая 
преследуется авторами, заключается в том, чтобы на основе принципов и методов 
механики деформированного твёрдого тела представить теорию напряжённо
деформированного состояния для тонкостенной цилиндрической оболочки при ме
ханических нагрузках с учётом внутриреакторных условий.

В рассматриваемой постановке задачи присутствуют радиационное распухание 
оболочки. В общем случае оно представляет собой изменение объема оболочки под 
действием потока быстрых нейтронов. Действие радиационного распухания значи
тельно изменяет картину распределения деформаций и напряжений. А  термическое 
воздействие, в данной задаче, представляет собой неравномерный нагрев тонкостен
ной цилиндрической оболочки. Помимо этого от воздействия радиации и высоких 
температур в оболочке так же возникают необратимые деформации ползучести, ко
торые существенно изменяют картину напряженно-деформированного состояния 
оболочки с течением времени.

Для компонент деформации и изменений кривизны срединной поверхности 
оболочки, и перемещений ее срединного слоя имеют место следующие приближен
ные соотношения:

1̂1 -

Хп -
д 2Ю;

’

ди1
"д7 ’

Х 2 ^

1 и

^ 22 -
2 ю2 ^ ;А  дв А ’ 

1 д Г дю

1̂2 -  »
1 ди1 ди

+  -
А  дв дг

А 2 дв дв
-и̂ Х12 - _д_

А 2 дг
дю

д в
-  и 2

( 1 )

(2)

Для цилиндрической оболочки во внутриреакторных условиях, компоненты дефор
маций и напряжений в общем виде связаны между собой соотношениями:

е(г)11 -■^11
Е

VО 22 Т 1 е с__22 + еТ +—ее +ес ■^ ^ 1 ^  ^ 1 ^ ^ 1 1 ’

е(г)22 с 22 — т 1 е с------------ + е22 ^ е22 + е22.Е  3

(3)

а
Ы11 12М 11г

11 к
+

к 3
а 22 N  22 + 12М 22 г

к к" (4)

(5)

(6)

N 11 — ^ N  (ец + уе 22 — (1 + ^)(ет 11 +е 2п +е с11))̂
N 22 — (̂ е11 + е22 — (1 + ^)(е'Т 22 + е2 22 + еС 22)}

М 11 — ^М  (Х11 + ^Х22 — (1 + )̂(ХТ 11 + Х 211 + Х С11) ),

М 22 — ^М  (̂ Х11 + Х 22 — (1 + )̂(ХТ22 + Х 222 + Х "22))|
Рассмотрим оболочку твэла под воздействием поля высоких температур и нейтрон
ного потока, приводящих к появлению тепловой и радиационной ползучести. В ка
честве конкретного примера будем рассматривать напряженно-деформированное 
состояние оболочки твэла, изготовленной из стали ОХ16Н15М3Б (316^ -  зарубеж
ный аналог). Оболочка внутренним радиусом А 1 = 0,003 м и внешним радиусом 
А 2 = 0,0033 м находится под действием: внутренних РВ = 7,5 МПа и внешних РН =0,1
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МПа нагрузок в условиях объемных термических Т (г) и радиационных ^ (Т ( г ), ) 
деформаций со следующими данными: Е  = 2,105 МПа, Т(К\) = 300(573)°С(К), 
Т(К2)=600(873)°С(К), а=18.310'6 град-1. ^ (Т  (г), ф^)- функция радиационного распу
хания, зависящая от температуры, времени и заданного нейтронного потока:

15490 5.98106 
+  -

8 (Т (г ) ,фг) = 4.9-Ш"51 (фг)171 -10 Т ( г )  ( Т ( Г ) ) 2 (7)
Основная задача работы состоит в получении системы разрешаемых уравнений ма
тематической модели механических процессов в оболочке при наличии объёмных 
изменений и физических нелинейных эффектов. При рассмотрении задачи НДС обо
лочки сделаем некоторые допущения:
• перемещения и деформации оболочки малы (значительно меньше единицы);
• радиальная, тангенциальная и продольные оси оболочки ( 2 ,0, X  ) являются глав

ными;
• температура оболочки считается заданной -  Т( 2 , 0, X  ).
Рассмотрим напряженно-деформированное состояние тонкостенной цилиндриче

ской оболочки (рис. 3), нахо
дящейся под действием фи
зических нагрузок, поля вы
соких температур и нейтрон
ного облучения с учетом теп
ловой и радиационной ползу
чести. Из симметрии можно 
заключить, что сдвигающие 
силы обращаются
в данном случае в нуль. Точ
но также, следуя из симмет
рии, обнаруживается, что по
перечные силы обраща
ются в нуль. Также на осно
вании симметрии крутящие 
моменты = М обраща-
ются в нуль.

Спроектируем силы на 
оси X и 2 и найдём моменты 

сил относительно оси у. Положим, что внешние силы действуют только лишь по 
нормали к поверхности оболочки.

С учетом вышесказанного система уравнений равновесия принимает следую
щий вид:

Рис. 3. Проекция сил и моментов сил в тонкостенной ци
линдрической оболочке для вывода уравнения равновесия

ёх

ёх
ёМ ,

ёх

- г - ёх  - ёф = 0,

- г - ёх  - ёф + К ф

- г - ёх  - ёф -  ^ x

ёх  - ёф + д - г  - ёх  - ёф = 0, 

г - ёх  - ёф = 0.

(8)

Откуда получаем исходное уравнение равновесия, записанное через приложен
ные нагрузки и образуемые моменты:
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^ х

а м х

^ х

N  ф
+----- ^  ^  =  0,

г

-  а х = 0 .

= 0,

(9)

Из первого уравнения системы (9) следует, что Н х = соп^^ = 0 . Влиянием сил 
Н х пренебрегаем. Тогда уравнение равновесия представиться в следующем виде:

+ N .  =_^,
‘ х

‘ х

г

-ах

(1 0 )
0 .

Продифференцируем второе уравнение системы уравнений (10) по х, получим 
следующее соотношение:

а а ха  ̂ м„
Ох ̂ ‘ х ( 1 1 )

Подставим уравнение (11) в первое уравнение системы (10), получим соотношение:
N Ф

-  = - ч‘ х  г
Запишем величины в (12) через индексы. Получим следующее выражение:

а  "м „ + # 2
= - Ч

(1 2 )

(13)
Ох г

Запишем геометрические уравнения (соотношения Коши). Из симметрии следует, 
что V -  смещение в окружном направлении обращается в нуль, поэтому принимаем 
во внимание только и и ^  для связи тензора деформаций и вектора перемещений в 
(1):

аи а 2 ̂• л и  уу 1Л уу /-Л л \1̂1 = — ; е22 ^ ; X11 . (14)
ах г Ох

Выведем физические уравнения. Учитывая, что нормальные напряжения на 
площадках, параллельных срединной поверхности оболочки пренебрежимо малы по 
сравнению с остальными напряжениями и при расчёте не учитываются, запишем си
стему физических уравнений (3) в виде:

- у о ,
1̂1 =_°11 '22

Е

^  22 =_ 0 22 - у о 11
Е

+ В (г) + ец;

+ В (г ) + е 22;
(15)

Где функция В (г ) :
1

В (г) = а • Т  (г) 5[Т (г), фГ ] (16)
Отметим, что одновременно с неравномерным нагревом и воздействием 

нейтронных потоков элементы активных зон ядерных реакторов испытывают такие 
процессы, как тепловая и радиационная ползучесть. Ввиду одновременного действия 
температуры и облучения происходят неравномерные объемные изменения материа
ла конструкции (термическое расширение и радиационное распухание). Эти нерав
номерные объемные изменения являются источником дополнительных напряжений,
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которые наряду с напряжениями, вызванными механическим воздействием, оказы
вают влияние на поведение конструкции. Вопрос состоит в том, насколько сильно 
они могут повлиять на прочностные качества исследуемых тел. Важно также знать, 
при каких распределениях температуры это влияние существенно. Для определения 
распухания материала использовалась зависимость [2]:

15490 5.9810°
------

8(Т(г,1),ф1) = 4.9 • 10'51 (ф • Г)171 -10 (т(г))" . (17)
Где ^(Т(г, 2), ф/) -  функция радиационного распухания, зависящая от температуры, 
времени, заданного нейтронного потока; ф -  нейтронный поток; 8С -  деформации 
ползучести.

Закон ползучести материала оболочки с учетом облучения задаем соотношени
ем [3]:

Ё" = [ ^ с е + В (Т )]а т(Т) + К 0 ехр(А1 -Л 2Т)фа, (18)
где ё, с, т, К 0, А 1, А 2 -  параметры температуры, зависящие от температуры и облу
чения.

Выразим из системы уравнений (15) и а22 :

а11 Е  [• [811(.) + V • 8
1 -  V

Е
а 22 =

1 -  V

8

2 ‘̂"11( 2)

[8 22( 2) +"2 - I8 22(2) ' V • 811(2)

22(2) В(г) • (1 + V) 811 V • 8 22 ]> 

-  В (Г) • (1 + V) -  822 -  V • 8С1 1̂

811(2) “  811 + 2 • Х 11; 8 22(2) = 8 22 + 2 • X 22 .
Выражения (11) устанавливают связь между деформациями в произвольной 

точке оболочки и перемещениями соответствующей точки срединной поверхности.
Воспользуемся формулами для определения нормальных сил и изгибающего 

момента
Н И  к

(1 9 )

(20)

2 2

# 1 1  = (  а 1 1 ё2; # 2 2  = 1 а  2 2 ё 2 ';

к к
М 11 = 1 а11 • 2 • ё2. (21)

_ - _к
2 2 2

Применим формулы (21) к системе (19), учитывая (20) и проведя интегрирова
ние, получим новую систему физических уравнений:

# -11

# -

Е  • к

1 _  V 2 
Е  • к

• [88 11+ V • 8 22 _ В (г) • (1 + V ) _ 8 С1_ V • 8 1

22
1 _  V

М 11 =  ^  • [х 11+ V • х  22 ]’

• [8 22+  V • 8 11_  В ( г )  • (1 +  V ) _  8 22 _  V • 8 С1 (22)

где В  = Е  • к^
-------цил индри ческая  ж ёст к ость  обол оч к и

12 • (1 _  V2)

Подставим в систему уравнений (22) соотношения Коши (14) и учитывая, что 
при рассмотрении системы уравнений равновесия было принято # ц  = 0, будем 
иметь:
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Е  • к  

1 -  V 2

(̂ и  \ с  с
—  +  V --------- В { Г ) • (1 +  V ) -  8 ц -  V • 8 22
а х  г

В ы  ^  ^ ^  \  с  с
=  - V --------В ( Г ) • (1 +  V ) -  8 1 1 - V • 8 22-

а х  г

(23)

Подставляем (23) во второе уравнение системы (19) и получаем Ы22. В итоге полу
чена следующая система уравнений записанная через усилия:

N 22 ■ Е  • к • м>
-  В (г) -  822

м  11 = -  в  •а 2 ̂
(24)

Вх2
Подставляя уравнения (24) в (13), находим:

В  4 ̂  Е  • к
В  • • ^ Е  • к •[В(г)+ е 22 ] (2 5 )

Вх г 2 г
Таким образом, в результате исследования для рассматриваемой цилиндрической
оболочки было выведено следующее уравнение равновесия (16). Где п = Ек32 512(1-к2) Е  -
модуль Юнга; г  -  радиус оболочки; к -  толщина оболочки; ю -  прогиб; а -  коэффи
циент линейного расширения материала.

Представленные выше уравнения равновесий для цилиндрических оболочек, 
выражены через их прогиб. С учетом вышеизложенного, получим основное диффе
ренциальное уравнение относительно функции перемещений деформированной ци
линдрической оболочки в условиях нейтронного облучения, термического нагрева и 
ползучести материала. Основные обозначения для тензора деформаций в задаче сле
дующие: е Т- объемные термические деформации; е|;|- объемные деформации ради
ационного распухания; еС -  механические деформации ползучести.

Для рассматриваемой модели определения НДС используем одну из основных 
теорий, описывающих ползучесть материала -  теорию течения [4-5]. Деформации 
ползучести определяются на каждом временном этапе (процесс деформирования
разбивается на малые интервалы по времени) следующим образом:

•  с

811» =  8 11п -1  +  811« - 1 ^ п ^ ;

• С
С С  А822п  =  822п  -1  +  82 2 п -1  ^  п ^ ;

• С
• С  3 е 1с: ып-1 /  1 ч

е 1 1 п - 1  = ^  ( ^ 11п-1  - ^ ^ п - 1 ) ;2 (7^, 3
(26)

•  с

е 2 2 п - 1  =

ып-1

•  с

3 е ып-1

 ̂ып-1
( 7 2 2 п -1  ,  7 п - 1 ) .

1Где 7  = — ( 7 11 + 7 22) , п -  номер интервала по времени, еы, 7 ы -  интенсивности ско
ростей деформаций ползучести и напряжений соответственно, связанные законом 
ползучести для материала оболочки:

еы = /  (7ы ,Т , ф, ̂ ). (27)
Полученное уравнение (16) представляет собой дифференциальное уравнение 

изогнутой срединной поверхности цилиндрической оболочки, позволяющее после
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определения про ги б а определить деформации и напряжения. О тм е ти м , что  боль
ш инство физических процессов в активной зоне А Э С  описывается им енно нелиней
ными уравнениям и. Анал и ти ческо е решение подобны х уравнений известно лишь 
для единичны х случаев. П о э т о м у  реш ение нелинейны х задач сводится к использова
нию  численны х методов. Гл ав н о е  преим ущ ество э ти х методов заключается в том , 
ч то  они позволяю т получить реш ение задачи в лю бом  случае (и тогд а, когда неиз
вестно аналитическое реш ение). Вы раж ения ( 2 7 , 26) позволяю т вести расчет Н Д С  с 
учетом  тепловой и радиационной ползучести. Дальнейш ие исследования в этом  
направлении дадут возможность проводить численные расчеты т о н к и х  цилиндриче
ски х оболочек, находящ ихся в усл ови ях ядерных реакторов, что  в свою очередь поз
волит проводить оценку прочностны х характеристик элементов активны х зон ядер
ны х реакторов без проведения д орогостоящ и х экспериментов.
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О Ц Е Н К А  У С И Л И Й , Д Е Й С Т В У Ю Щ И Х  Н А  У С Т А Н О В Л Е Н Н Ы Й  П Р О Т ЕЗ  
Т И П А  Т О К Р , П Р И  Т И М П А Н О С Т А П Е Д О П Л А С Т И К Е  С Р Е Д Н Е Г О  У Х А

Славашевич И . Л ., Михасев Г . И .

В1ошескап1са1 шоёе1 а / 1ке гесат’1гис1ей ш1ёё1е еаг хиЬ]ес1ей 1а 1утрапо«1арейор1а«1у 1 ’̂ ргараавй. 
Тке Ьа̂ 1с доа1 о/ 1к15рарег 1 ’̂ 1о 5(ийу 1ке 51ге55-51га1п 51а1е о / 1ке гесот’1гис1ей еагёгит апй еуа1иа1е/огсе^ 
асНпд оп 1ке етЬеййейрго^1ке^1^/гот 1ке Ьо1к соск1еаг кцигй апй 1ке гоипё ̂ 1пйо^ тетЬгапе.

Воспалительный процесс в среднем ухе может привести к перфорации бара
банной перепонки, повреждению слизистой оболочки, слуховых косточек и слухо
вого нерва. Тимпанопластика - это операция направленная на ликвидацию воспали
тельного (гнойного) процесса в ухе, закрытие перфорации барабанной перепонки и 
восстановление трансмиссионного механизма слуховых косточек. Отложение солей, 
которому более всего подвержена стременная косточка, может приводить к 
отосклеротическому анкилозу стремени -  его частичной или полной фиксации. При 
данной патологии в клинической практике часто прибегают к стапедопласти- 
ке - установке протеза, замещающего стремя. Данная операция предполагает фене
страцию овального окна, заключающуюся в высверливании отверстия в подножной 
пластинке, через которое вводится ствол протеза в улитку внутреннего уха [1]. 
Наиболее сложным является случай тотальной реконструкции, предполагающий 
одновременно тимпанопластику и стапедопластику с фенестрацией подножной пла
стинки [2]. При данном виде реконструкции основание введенного протеза типа 
ТОКР [3] упирается в восстановленную барабанную перепонку, а его конец покоится 
в кохлеарной жидкости улитки. Особенность данной операции заключается не только 
в технологической сложности, но и в ее клинических последствиях. Одним из таких 
последствий является слабая устойчивость введенного протеза, ибо жесткость по
добной восстановленной колебательной системы полностью определяется не упру
гими свойствами связки овального окна (ввиду отсутствия их деформаций из-за от
ложения солей), а степенью натяжения барабанной перепонки круглого окна [3, 4] .

Основной целью данной работы является оценка усилия, действующего на 
стержень протеза со стороны жидкости улитки, которое и обеспечивает устойчивое 
положение протеза. Отдельная задача -  определение напряженно-деформированного 
состояния реконструированной тимпанальной мембраны (ТМ). Излишние напря
жения в ТМ  приводят к смещению спектра собственных частот восстановленной 
колебательной системы [5]. Степень искажения собственных частот может быть 
значительной и приводить к заметной потере порога восприимчивости звукового 
сигнала. Аналогичные задачи об оценке НДС в среднем ухе при различных техно
логиях реконструкции ТМ  ранее рассматривались в работах [6 -  8].

Восстановленную колебательную систему среднего уха будем моделировать как 
систему, состоящую из круглой пластинки радиуса а , изготовленной из хрящевого 
имплантата, и сопряженного с ней твердого тела, моделирующего протез типа ТОКР 
(рис. 1). Данный протез состоит из круглой недеформируемой пластинки (основания) 
радиуса Ь и жестко сопряженного с ней под некоторым углом у стержня длиной I.
Обозначим через расстояние от центра основания протеза (точки О ) до под
ножной пластинки стремени. Пусть А/ = I -  - положительное приращение длины
стержня, наличие которого необходимо для устойчивого положения протеза.

Рассмотрим здесь случай, когда центры восстановленной ТМ  и основания про
теза совпадают. Данное предположение вызвано не только необходимостью упро
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щения задачи, но и выводами, сделанными в статье [8]. В соответствии с результатами 
данных исследований, наиболее предпочтительной технологией установки протеза, 
обеспечивающей минимальный уровень потенциальной энергии преднапряженной 
системы, является технология, когда основание протеза размещается к центру ТМ  
настолько близко, на сколько это позволяет индивидуальная архитектура среднего 
уха. Будем считать, что основание протеза и хрящевой имплантат жестко склеены, 
тогда ТМ  можно рассматривать как кольцевую пластинку с внутренним и внешним 
радиусами Ъ и а  соответственно.

Введем глобальную декартову систему координат (СК) Охуг , связанную с 
центром ТМ  как это показано на рис. 1. Здесь ось Ог направим в сторону внешнего 
уха, а ось Оу -  по линии ""таПеи^ тапиЪггит’", то есть вдоль линии сопряжения мо
лоточка с тимпанальной мембраной в норме.

Рис. 1. Геометрическая модель реконструированного среднего уха: 1 -  восстановленная ТМ радиуса 
а ; 2 -  протез типа ТОЯР.

В качестве уравнений равновесия восстановленной ТМ, рассмотрим уравнение 
равновесия кольцевой пластинки, которые в полярной системе координат Огф (см. 
рис. 2) имеют вид [9]:

ВА^м> = Р ,, г — ^  + Т, - Т2  + —  = 0, г —  + 28 + — ^  
дг Эф дг Эф 0 , ( 1 )

где
,  Э 2 1 Э 1 Э 2А = —-  + ----- +

дг 2 г дг г  2 Эф2 В  =
ЕИ^

12(1 - V  2) ’
К  =

ЕИ
2 ■1 - V

„  ^ .д и  V V Э^̂  „  ди  ̂ 1 1 Эу ,
дг г г  Эф дг г г  Эф

„ К (1 -V )  ,Эу 1 1 Эу
8  ----- -(-------- у + ------ ) .2 дг г г  Эф

Здесь А - оператор Лапласа, Е  и V -  модуль упругости и коэффициент Пуассона 
пластинки (хряща) соответственно, И -  толщина пластины, ^ , и , у -  нормальное, 
радиальное и касательное перемещения точек пластины, т1,т2 ,  8  мембранные усилия 
в ТМ , вызванные установкой протеза, Р, - разность статического атмосферного дав
ления и давления в полости среднего уха.
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Рис. 2. Ствол протеза, введенный в отверстие подножной пластинке стремени: 1- ствол 
протеза; 2 -  подножная пластина; 3 -  остатки ножек стремени; 4 -  отверстие в подножной

пластинке.

При деформации пластинки протез совершает некоторое перемещение. За ме
тим, что данное перемещение является поступательным ввиду наличия направляю
щего отверстия в подножной пластинке (см. рис. 2). Обозначим перемещение осно
вания протеза (то есть внутреннего контура ТМ) вдоль осей О г , Ог соответственно 
через и р , . Принимая во внимание жесткое склеивание основания протеза с ТМ,
выпишем граничные условия при г = Ъ в виде:

=Ъ-- ■ , эГ 0, и
Г=Ъ

г=Ъ - и р С08 ф, =Ъ = и р 81П ф . (2)

На внешнем контуре (тимпанальном кольце) восстановленной ТМ  рассмотрим 
условия упругой заделки [10]:

+ 0),=„ = 0, (к, + М ,) 0, и 0 ,  V 0 (3)

где к̂  = 1.5 х105 Н/м-м, к̂  = 1.0 Х10-4 Нм/м — коэффициенты линейной и торсионной 
жесткости тимпанального кольца [10]. Здесь [9]

0  =  ̂01 -  ^  , Н  = (1 -V )  в [ 1 ^  ̂г Эф

01 = -  ̂ дг

V
2̂  1 д ^- + —

л

- + - 1 Э2 п’ ^

дг г Эг г  Эф2

1 Эп
г  ЭгЭф г 2 Эф\

, . „ Г Э 2п  V Эп V Э2п  ^
М 1 = в V

-+ — -+-
Эг г Эг г  Эф2

(4)

где 0 1, М 1, Н  - перерезывающая сила, изгибающий и крутящий моменты, дей
ствующие в срединной поверхности пластинки.

В положении равновесия протез испытывает силы , К , 0 р , М р (рис. 3).
Здесь Р,̂  ̂ - сила, являющаяся мерой взаимодействия с внутренним ухом и возника
ющая в результате деформации мембраны круглого окна, К  - сила реакции стенки в 
высверленном отверстии в подножной пластинке стремени, а 0 р , М р - равнодей
ствующие перерезывающих сил и изгибающих моментов, возникающих вдоль 
внутреннего контура г = Ъ со стороны ТМ. Уравнения равновесия протез запишутся 
в виде:

0 р -  Р^, С08 у -  К  81П у = 0,
Тр -  Р^1 81П у+ К  С08 у = 0, (5)

М  „ -  КР = 0 .

254



Рис. 3. Механическая модель колебательной системы «ТМ-протез»: 1 -  реконструированная ТМ; 2 - 
основание протеза; 3 -  ствол протеза; 4 -  подножная пластина стремени.

где
= кЫ , Ы = I - 10 ир ̂   ̂ = ^ 1 ̂  ир ̂  + ̂ р  ̂

Здесь Ы - длина части ствола протеза, вошедшей в кохлеарную жидкость, 
к = 8пТ0{8 / ^0)2 - коэффициент «жесткости» системы «кохлеарная жидкость - мем
брана круглого окна» [11], = кК ^' - площадь круглого окна, Т0 - сила натяжения
мембраны круглого окна.

Найдем равнодействующие сил и моментов, действующих на протез со стороны 
ТМ. Данные величины находятся путем интегрирования обобщенных перерезыва
ющих сил и соответствующих моментов по всему внутреннему контуру ТМ:

^ р  = Иб1*]г=Ъ̂ Ф , Тр = Ь ЛТ1С08ф+ ^81П ф] =̂̂ ф̂ ,

м р = М рм + м ра,
2п 2п

М рм = Ъ \ [м  1 \г=Ъ , М ра = Ъ 2 \ \^ 1  ]г=Ъ 81П Ф̂ Ф .
0 0

Решение краевой задачи (1), (2) и (3) будем искать в виде:
^  = ^ о ( г ),

и = и0(г ) + и0 ̂  (г )ео8 ф + и0 ̂  (г ) 81п ф,
V = У0(Г) + У0 ̂  (г )С08 ф + У0 ̂  (г )81П ф .

Подставляя (7) в уравнение (1), находим:
^ 0 = А 0 +В0 г  ̂  + С01п г + В 0 г  ̂  1п г + - р — г ̂

0 0 0 0 0 64В

и0 (Г) = С 0 1 Г + С 0,2 -  , V0 (Г) = С0,3г + С0,4 -  ,
г г

и 0 с (г) = (1 -  Зу ) С ,,г 2 + С ,.2 + С,,з(3 -  V)2 1п г -  С ц  (1 -  V2 ) -  С,,4 ,1,2 2 Г
1VоС (Г) = (5 + V)С1,1̂  2 + С1, ^ у  -  С1,3 (3 - V ) 2 1п Г -  2С1,з (1 + V) + С 1,4 ,

г

и 0'  (г  ) = (1 -  3V)С,,5г  2 + С 1,6 + С1.7 (3 -  V)2 1п г -  С .,7 (1 -  V 2 ) -  С\8 ,
г

(6)

(7)

(8)
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V,• (Г) = -(5 + У)С ,,5г 2 -  с ,,6 + с ,,7 (3 -  V)21п г + 2С,,7(1 + V) -  С,_8.
г

Подставляя соотношения (8) в граничные условия (2), (3), получим значения 
неизвестных постоянных, которые в силу громоздкости здесь не приводятся; отметим 
лишь, что Со,, = С0,2 = С03 = С04 = 0.

Подстановка соотношений (6) в уравнения (5) с учетом (7), (8) приводит к трем 
уравнениям относительно трех параметров ир , , К , характеризующих ориента
ции протеза в полости среднего уха и напряженно-деформированное состояние ре
конструированной ТМ. В самом деле, вычислив перемещения ир , , можно найти и
напряжения в восстановленной барабанной перепонке.

Были выполнены расчеты для модели с параметрами Ъ = 1.5 мм, а = 5 мм,
Е  = 3.4 Н  мм-2, у = 5п/18, V = 0.4, к 1 = 0.075 Н  мм-2, = 6.5 -10-5Н , К0 = 10-3 м
при различных значениях силы натяжения Т0 мембраны круглого окна. Результаты 
представлены на рис. 4 в виде графиков зависимости величины силы Е̂  ̂ и смещений 

и ир от приращения длины протеза А/ = I - 10 .

Рис. 4. Характеристики напряженно-деформированного состояния: 1 -  Т0 = 10 5 Н/м;

2- Т0 = 3 -10-5 Н/м; 3 -  Т0 = 5 -10-5 Н/м.

Как видно, для рассмотренного типа тотальной реконструкции среднего уха, 
зависимости всех анализируемых величин от приращения длины протеза носят ха
рактер, близкий к линейному, что дает возможность легко определять длину вводи
мого протеза. Напомним, что при реконструкции, предусматривающей тимпанопла
стику и установку протеза типа РОКР между восстановленной ТМ  и головкой стре
мени, функциональная зависимость между напряжениями в сочленении «про
тез-стремя» и длиной протеза носит более сложный характер - при значениях пара
метра А1 >0.4 мм имеет место ярко выраженная нелинейность (см., например, работу 
[8]). Заметим также, что усилия Е ^̂ , действующие на протез со стороны кохлеарной
жидкости, на порядок ниже аналогичных сил, возникающих в звене «протез-стремя» 
для всех ранее рассмотренных технологий реставрации ТМ  [6 - 8]. Низкая жесткость
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рассм отренной здесь реконструированной колебательной системы  объясняется тем, 
что она полностью  определяется силой упругого противодействия мембраны  круг
лого окна [2, 4]. Таким образом, если учесть, что у некоторы х лю дей почти вся 
ж есткость системы  в норме приходится на кольцевидную  связку стремени, а не на 
силу противодействия со стороны  мембраны  круглого окна, то возникает проблема 
устойчивости установленного протеза. Д анная задача мож ет быть реш ена путем мо
диф икации вводимого протеза, которая будет рассм отрена нами в последую щ их ис
следованиях.

Д анная работа вы полнена по заданию  «М еханика 4.09» Государственной ком 
плексной программы научных исследований ГК П Н И  «М еханика» в Республике Б е
ларусь на 2 0 06 -2010  гг.
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А Н А Л И З  К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  О Д Н О Ш А Р Н И Р Н О Й  
И  Д В У Х Ш А Р Н И Р Н О Й  К А Р Д А Н Н Ы Х  П Е Р Е Д А Ч

Г у р в и ч  Ю .  А . ,  В а р е н и к  А . А .

ТН18 агИс1е сап1а1п5 а йасггрНап а/ а пе^ ше1коё а/ ипвУвппа’А’ ёв/тШап 1п йерепйепсе а/ 
аЬИдиИу апд1е апй 1п/1ыепсе оп оы1ри1 сгпешаНс сИагас1ег15Ис5 о/ опе-]о1п1 апй 1̂ о-]о1п1 сагёап 
А’Иа/!̂ ’

К арданная передача состоит из карданного шарнира, вала и промеж уточны х 
опор и применяется для передачи крутящ его момента меж ду валами механизмов 
трансмиссии, располож енны ми под постоянны ми или переменны ми углами. О на 
служ ит такж е для компенсации несоосности валов между закрепленны м и на раме 
агрегатами.

К арданная передача обладает сущ ественны м недостатком, заклю чаю щ емся 
в неравном ерности вращ ения вы ходного вала, возникаю щ ей из-за угла излома. 
Э та неравномерность оказы вает негативное влияние на вы ходны е характеристики 
карданны х передач и механизмов трансмиссии. Тем не менее, исследований, по
свящ енны х изучению  этого важ ного вопроса, в литературе преведено недостаточ
но [1-6].

В данной работе сделана попы тка провести более полное исследование ки
нематических характеристик однош арнирной (по сравнению  с [6]) и, по всей ви
димости, впервые для двухш арнирной карданны х передач с перем енны м  углом 
излома, что позволит, в дальнейш ем, на стадии проектирования маш ины  обосно
вать выбор схем ы  карданной передачи с приемлемой для практики величиной не
равномерности вращ ения вы ходного вала.

Рассм отрим  трансмиссию  транспортного средства, где мощ ность от коробки 
передач к ведущ ему мосту передается посредством  однош арнирной карданной 
передачи, которая в процессе движ ения маш ины  мож ет изменять свое первона
чальное положение.

Белорусский национальный технический университет, М инск

Рис. 1. Кинематическая схема карданного шарнира: 1, 2 -  вилки; 3 -крестовина; I  -  ось вращения 
вилки I; II -  ось вращения вилки 2; у  - угол между осями I  и II; III -  новое положение оси враще

ния вилки 2 при переменном угле у  ; СО̂ и С02 - угловые скорости ведущего и ведомого валов
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Для одношарнирной карданной передачи, например в [2], получена зависи
мость для угла поворота ведомого вала в  в функции двух углов: угла поворота 
ведущего вала а  и угла излома у  (рис. 1):

в  =  а г а §  ̂ ^ д а ) , (1)008 у
При заданном положении ведущего звена, определяемом углом а , положе

ние ведомого звена полностью определяется формулой (1).
Дифференцируя соотношение (1) по времени, имеем:

ё в  = д в  ^ а +  д в
д а  д у  ’

ё уё а  ё в
где - Г  = ^ \ ,  - Т  ё1 ё1

■ с о2 и
ё^

■ со̂  - угловые скорости, соответственно, ведущего,
С08У. дв = __________ ,

д а  1 -  81П2 УС082 аведомого валов и ведомого вала при переменном угле у;

д ^  _  81П а  С08 а -  81П у 
д у  1 -  81П2 уС082 а

Тогда соотношение для скорости вращения ведомого вала примет вид:
о2 = о С08у

1 -  81П2 уС082 а + о 81п а  С08а  81П у  
1 -  81п2 уС082 а

(2)

В выражении (2) введем замену:
К1(а, у) = - С08у -, К  2(а,у) = 81па С08а 81пу 

1 -  81п2 уС082 а (3)

(4)
1 • 2 2 - 1 -  81п уС08 а

Иначе о2 = о  • К  1(а, у) + о^- К 2(а, у ) .
Определим угловое ускорение ведомого вала е 2, взяв полную производную 

по времени от левой и правой частей выражения (4):
ё о 2 ^  ч гдК1(а, у) дК1(а, у) . .— ^ = 1̂ • К 1(а,у) + о ^  (— ^ ^  ^ о + ---- —— •о^) + Е у -К 2 (а ,у )  +

д а
дК  2(а,у)

+ 0 ,-(— 0  +

д у  
дК  2(а, у)

• о ), (5)

где о  = ё а
ё1

д а  д у

угловая скорость ведущего вала; - угловое ускорение ведущего
ё увала; о)̂  = --------угловая скорость ведомого вала 2 при повороте на угол у; еу -

у ё1 у
угловое ускорение ведомого вала 2 при повороте на угол у  (см. рис. 1).

Для анализа выражения (5) необходимо рассмотреть кинематические зави
симости в шести случаях подобно тому, как это было сделано в [6].

Теперь рассмотрим карданную передачу с двумя шарнирами, представлен
ную на рисунках 2-3.

В [2] приведено соотношение для определения угла поворота ведомого вала 
в двухшарнирной карданной передаче:

С08 у2 • ^да(\ +
в '  = агс^ад С08 у  -  + С082 у2 • 1дщ(1да+ •  с08 у ) (6)
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где а  -  угол поворота вала I; в  -  угол поворота вала III; -  угол излома вала I; 
у2 -  угол излома вала III; ^  -  угол между вилками 2 и 1 , расположенными на ва

лу II (см. рис. 3).

Рис. 2. Схема установки двухшарнирной кар- Рис. 3.- Схема карданной передачи с двумя 
данной передачи на машине: 1 -  опора; 2 -  кар- шарнирами и обозначением углов

данный вал; 3 -  задний мост с колесами

У  гол в '  является функцией двух переменных а , у2 • Поэтому, полная про
изводная по времени от (6) представляет собой сумму двух слагаемых

ё в '  _ д в '  ^ а +  д в '  ^ У 2

Найдем частные производные

д а  й 1  ду2

д в  д в  .

д в .
да

008 у, • (1 + {д ̂ а) ■

1 + С082 у, • {д^а-

д а  ду2

1+{д
С08 у -  {да • {д^  + С082 у, • {д^ ■ ({да+{дщ ■ С08 у )

(1 + {д V)
[С08 у -  {да ■ {дщ + с082 у, • {дщ ■ ({да + {дщ ■ с08 у )]

(7)

- С 0 8 у 2 • ^ д а • ■
1 +  { д  щ

С 08 у -  ( д а • { д щ + С 0 82 у2 • ( д щ • ( { д а + ( д щ • С 08 у )
• [ - ( 1  +  { д ^ а )  • { д щ  +  С082 у 2 • { д щ  (1 +  { д ^ а ) ]

1 + С082 у2 ■{ д
(1 +  { д  " щ ) "

[ с 0 8  у -  {да ■ {дщ + С 0 82 у • {дщ ■ ({да + {дщ ■ С 08 у ) ]  

1 + {д ̂ щ-  81пу2 {д а  ,
др _ С08у -  {д а  {дщ + С08 у2 {дщ ({да + {дщ с08у)
ду, 1 + С082 у, {д а  

2 •С082 у, {да —

(1+{д ̂ щ)2
[с08 у -  {д а  {дщ + С082 у, • {дщ • ({да + {дщ • С08 у )]
_________ 1 + {д 'щ_________

С08 у -  {д а  {дщ + С082 у, • {дщ • ({да + {дщ • С08 у )
- ,  • {дщ  ̂({да + {дщ ■ С08 у ) • 81п у,

1 + С082 у, {д^а (1+{д ̂ щ)2
[с08у -  {д а  {дщ + С082 у, {дщ  ̂({да + {дщ•со8у)]

В ведем  замены:

,6 0

+

+



.и  ч д в  ^  . д в ' а вЫ (а , = ^ —, Ь2{а, У1,У2 , ^ )  , Щ -----угловая скорость вращенияда д 2̂
а авала III; Щ —------- угловая скорость вала I; Щ„2 а У 2

й 1
-  угловая скорость оси III

при переменном угле у2.
Выражение (7) перепишем в виде:

Щз = щ • ^ 1(а, у , У2, ^;) + (0 2̂ ■̂ 2 ^а , Уг, У2, Г ) . (8)

Определим угловое ускорение ведомого вала е3, взяв полную производную 
по времени от левой и правой частей выражения (8):

3̂ = -е, ^Ща.у,у.г)  + Щ (̂^̂ 1(ауУ[У2’^) • 01+ 'д 1̂(а- У ; щ,,) +
д а дУ2

+ .у • ^ 2( а ,у .у , ,^ )  + О у  . щ  +^_^2< а Ь Ш 1  •Оу ) (9 )

где -  угловое ускорение вала I; е у2 -  угловое ускорение оси III.
Для анализа выражения (9) необходимо рассмотреть четыре случая.

1. Первый -  е1 -  0, 0)^2 — 0.
2. Второй -  е1 — 0, а 2̂ ф 0.

2.1 Случай равномерного вращения еу2 — 0;
2.2 Случай неравномерного вращения еу2 Ф 0 .

3. Третий -  е1 Ф 0, оу2 — 0.
4. Четвертый -  е1 Ф 0, щ,2 ф 0.

4.1 еу2 — 0; 4.2 еу2 Ф° .
В качестве примера рассмотрим подробно четвертый случай.
Ч е т в е р т ы й  с л у ч а й . Угловое ускорение входного вала е1 — аЩ-

01
Ф 0 (входной

вал вращается неравномерно), угловая скорость оси III о>2 — 0 ,2 ф 0 (при пере
у 01

менном угле у2 ось III подвижна).
В этом случае выражение (9) примет вид:

ез = ащз ^ е ,ь ц а . у ,У2,!) + щ^( •щ + д̂ 1(а, ; у2! >•«,_) +
0( д а д,2

+еу2 • ^ , ( а , У1, У2, ! )  + °г2 -(
дь 2(а, У1, у2, ! )  , дЬ 2(а, У1, У2, !;>

У2 д а
• щ + -

д ,2
•0,2). (10)
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Рис. 4. График зависимости углового ускорения е Ъ _ 4  в функции угла излома у 2 при различных

п  п  2п
значениях угла а : а  = — ; —; ----; угла у : у  ̂ = 0,035; 0,087 ; 0,174 рад (2°; 5°; 10°) и6 2 3

угла у/: ^  = 0,0175; 0,035; 0,087 рад (1°; 2°; 5°)

Рис. 5. График зависимости углового ускорения ^3_4 в функции угла а  при различных значени
ях угла у  : у  = 0,035; 0,087 ; 0,174 рад (2°; 5°; 10°); угла у 2: у 2 = 0,035; 0,087 ; 0,174

рад (2°; 5°; 10°) и угла / :  /  = 0,0175; 0,035; 0,087 рад (1°; 2°; 5°)
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Белорусский национальный технический университет, Минск 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Р А Б О Ч Е Й  С К О Р О С Т И  Т О Р Ф О У Б О Р О Ч Н О Й  М А Ш И Н Ы

Горбач Н .И ., Луцевич С.В.

1. Назначение, устройство и описание работы торфоуборочной маши-
ны

М аш ина предназначена для уборки кускового гранулированного торф а с 
разм ером  гранул длиной 100 мм и диам етром  80 мм из валков. О на представляет 
собой прицепное к трактору устройство, состоящ ее из рабочего органа 1 и прием 
ного ж елоба 2 с располож енны м  в нем ш неком. Ш нек предназначен для выгрузки 
убранного торф а из ж елоба в бурт или загрузки его в транспортное устройство. 
С хем а маш ины  приведена на рис.1.

Рис. 1

Рабочим  органом маш ины  является колесо в виде катуш ки, центральная 
часть которой представляет полую трубу. К  торцам  трубы  приварены  диски. Обод 
диска является опорной поверхностью  колеса.

Д лина окруж ности внутренней трубы  радиуса 70 см и окруж ности радиуса 
100 см на диске разделены  на 12 частей. К  дискам  и к трубе приварены  лопасти 
под углом наклона к диаметру колеса, образованны м линией, соединяю щ ей точки 
пересечения радиусов с окруж ностью  трубы  и окружностью  на диске.

Таким образом, пространство меж ду лопастями, стенками диска и внут
ренней трубой представляет ковш, в котором  при работе маш ины  накапливается 
торф.

П ри качении колеса куски торф а захваты ваю тся лопастями и транспорти
рую тся в прием ны й желоб.

Ц елью  данной работы  является определение поступательной скорости м а
шины, при которой куски торф а будут отры ваться от лопасти при некотором угле 
ее наклона к горизонту и попадать в прием ны й ж елоб и не заклиниваться между 
кожухом ж елоба и шнеком.
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2 . О п р е д е л е н и е  д л и ны  и у г л а  н а к л о н а  л о п а с т и  к  го р и з о н т у

Рассмотрим треугольники ЫЭАВ и ДОА1В 1 (рис. 2):
ЫОАВ ~ ДО А 1 В 1

А А  = ^ А 1, ^ В  = А В 1. Так как длина окружности разделена на 12 частей, то цен
тральный угол равен 30°.

Определяем по теореме косинусов длину лопасти:
I =  А В  =  1̂ ОА^ +  О В2 -2 • О А ■ О В ■ соз30° =
=  л 1 702 + 1002 - 2 • 70-100• соз30° = 52,684 см.

По теореме синусов определяем внутренние углы А А  и А В  ДО А В :
АА  = 108,37°, А В  =  41,63°

Пусть движение и отделение кусков от лопасти должно происходить тогда, 
когда лопасть из верхнего положения перейдет в положение, в котором радиус 
ОВ составит с горизонтом угол в = 10°, т.е. точка отрыва куска от лопасти будет 
находиться на расстоянии от горизонтального диаметра

Ъв = ОВ  81П в=100 • 81п 10° = 174 мм.
Тогда угол наклона лопасти в положении, в котором будет отделяться ку

сок от лопасти:
а = А В  -  10° = 41,63° -  10° = 31,63°.

3 . О п р е д е л е н и е  р а б о ч е й  с к о р о с ти  м а ш и н ы
Рассмотрим кусок торфа, находящийся на лопасти, расположенной под ^а 

к горизонту (рис.3).
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На кусок действуют сила тяжести тд , кориолисова сила инерции Ф^ , пе

реносная центробежная сила инерции Ф̂д и нормальная реакция N . Силой тре
ния пренебрегаем, т.к. происходит отрыв.

Запишем основное уравнение динамики относительного движения в про
екции на ось у:

т = -  тд соза + Фц 81п аВ + Фс + N.
(1)

Так как движение по оси у  отсутствует, то = 0. Тогда
N  = тд соза -  Фц 81пАВ -  Фс .

В момент отрыва N = 0.
В этом случае уравнение (1) примет вид:

тд соза -  тю 2ОВ 81п/ В -  Фс = 0, где Фс = 2тюКотн 
Vили сократив на т  и заменив & = , получим:

V2 Vд  со8 31,63°------К  81п 41,63° -  ^  Vотн = 0
К

или
-V  2 81п 41,63° -  2VотнV + дКсо8 31,63° = 0. 

После преобразований получим квадратное уравнение вида:
(2)

2 2VV 2 + О'̂ 'н
81п 41,63°

V _  дк  со831-63° = 0.
81п 41.63"

Корни этого уравнения:

V1,2 =
V .

-  +
81П 41,63° ^

V '
81П2 41,63'

„ со831,63°+ д К ------ —̂81п 41,63°
Так как V > 0, то скорость движения машины:

(3)

(4)
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V = ■
Го, + .

81П 41,63° )
V"

81П2 41,63' +
00831,63°
81п 41,63°

= -1 ,5 Г . ^  2,25ГоТн + 12,56. (5)

4 . О п р е д е л е н и е  о т н о с и т е л ь н о й  с к о р о с ти  д ви ж е н и я  к у с к а  то р ф а  п о  л о 
п а с т и  в м о м е н т е го  о т р ы в а

Движение куска по лопасти начнется после того, как лопасть займет поло
жение под некоторым углом наклона к горизонту. Если лопасть расположена в 
самом верхнем положении А 1В 1, то, чтобы перейти в горизонтальное положение 
А 2 В 2 , колесо должно повернуться на угол равный 108,37° -  90° = 18,37°. Чтобы 
лопасть из горизонтального положения заняла положение АВ, при котором куски 
будут отделяться от лопасти, колесо должно повернуться на угол 90° -  40° -  
-  18,37° = 31,63°. Поэтому угол поворота колеса изменяется от фо = 0 до 
ф 1 = 31,63°, а угол наклона лопасти изменяется так же от а = 0 до а = 31,63° 
(рис.3).

При составлении и решении дифференциального уравнения движения куска 
по лопасти примем следующие допущения:

1) положение лопасти соответствует предельному положению, при котором 
происходит отрыв куска, т.е. радиус ОВ  составляет с горизонтом угол 10°;

2) силой трения = /М ' пренебрегаем, так как силы Ф̂  ̂ и Ф  ̂ стремятся
оторвать кусок от лопасти и нормальное давление N ' = —М  будет незначи
тельным;

3) движение начинается с относительной скоростью равной нулю.
Выберем в точке А  начала осей ху. Ось x направим по лопасти в сторону дви

жения куска торфа. Изобразим кусок торфа, считая его материальной точкой, в 
произвольном положении на оси х (рис.4).

Рис. 4

Покажем силы, действующие на него: вес т д , нормальную реакцию N , 
переносную центробежную ФЦ и кориолисову Ф  ̂ силы инерции. Запишем ос-
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новное уравнение динамики относительного движения куска торфа в проекции на 
ось х:

т :Х = -  т д  81п а + Ф̂  С08 у, (6)

где Ф Ц = тт2О М  = т
^ у ' \

V ̂  У
О^М, (ОМ)^ = х2 + г2 -  2хгсо810В,37°.

_ ^  . г 81п10В,37°Определим со8 у. По теореме синусов 81п у = --------------- , а
О М

С08 = 1 - г  281п2108,37° х -  г  со8108.37°
(ОМ  )2 О М

Тогда уравнение (6) прмет вид
V , х  -  г  со8108,37°

т:с = т д  8ш а + т —-О М  —
К  2 ОМ

или после преобразований получим
V 2 V

дС = д  81п а+— г- х +— -  г  со871,63°. 
К 2 К 2

.. ёХ ХёХ Заменим х = — = -
С учетом этого уравнение (8) запишем в виде:

хёх: V V ох  + д  81п +— г- Г со8 71,63°. 
ё х К ^  К 2

Разделим переменные и проинтегрируем
V 2

хёхс = —г- хёх + К 2
V °

д 81па+— ^г со871,63° ёх; 
К 2

= V 2 х 2 +^
2 К 2 2

V

V 2
д  81п а +— г  со8 71,63° 

К 2
х + С1.

(7)

(8)

При  ̂= 0 х0 = 0; .х0 = 0 ^  С 1 = 0 
С учетом этого после преобразований получим

V 2 2 оГ.х — —̂  х  + 2
К 2

V °
д  81п а +— г  со8 71,63° К 2 х..

П р и х = I хС = Vотн.
Следовательно, относительная скорость в момент отрыва

V =отн (' 2К 2 (1 2 + 2г1 со871,63°)+ 2 д181п а .

(9)

(10)

(11)

С учетом числовых данных относительная скорость:
V̂ „̂ н ^ / с,5099К 27 5,4149 .

Для определения скорости движения машины подставим выражение (11) в 
уравнение (5) и преобразуем:

V + 1,^/с,5099К2+5,4149 ^/2,25(00,5099У2 +5,4149)+12,56 . (12)
Возведем в квадрат правую и левую части равенства (12):
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V  2 + 3Г^10,5099Г  2 + 5,4149 + 2,2з(о,5099Г  2 + 5,4149) =
= 2,25(0,5099V 2 + 5,4149)+12,56.

После преобразований получим
+ = 12,56 -  V  2.

Обозначив V 2 = П  и преобразовав, получим уравнение вида: 
и 2 + 20,5773^ -  43,9535 = 0.

Корни этого квадратного уравнения:
П12 = - 1 0 ,2 8 8 6 10,28862 + 43,9535 .

Примем знак «+» перед корнем, так как должно быть П  > 0 
и  = -10,2886 ^ 149,8098 = -10,2886 +12,2397 = 1,9511 = V 2 

Тогда скорость машины:

(13)

V = 4 й  = л]1,9511 = 1,3968 -  = 5,028 км
с час

В этом случае относительная скорость куска с учетом формулы (11)
Vотн = .]0,5099 -1,9511 + 5,4149 = 2,5317 м .с

Аналогично можно определить скорость машины и относительную ско
рость движения куска по лопасти считая, что отделение куска от лопасти должно 
происходить, когда радиус ОВ  составляет с горизонтом угол в = 15° или 20°. В 
этом случае нужно определить угол а наклона лопости и значения других углов. 
Можно угол а принять из условия, что !§ а = / ,  где/ -  коэффициент трения куска о 
лопасть. Затем определить угол в = ^ В  -  а = 41,63° - а.
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И С С Л Е Д О В А Н И Е  С Х О Д И М О С Т И  Ф У Н К Ц И Й  Р А З Л О Ж Е Н Н Ы Х  В  
Н Е О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Е  И  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Е  Р Я Д Ы  О П Е Р А Т О Р Н Ы М

М Е Т О Д О М .

А к и м о в  В . А .

1п 1к15 агНс1е 1ке ге^еагск а/ 1ке сопувгдепсе /ипсНап аггапдеё 1п попог1ко§апа1 апё ог1ко§апа1 
гам>5 Ьу теат’ о/ 1ке орега1ог ше1коё м>а5 ипёег сотчйегаИоп.

Пусть мы имеем произвольную функцию, допускающую представление в виде 
степенного ряда / (х)= ' ^ в тх т , сходящегося на некотором отрезке [ - К ,^ ]  или на

т=0
всей К  = ^  числовой оси. Исследуем границу интервала сходимости в случае разло
жения этой функции в неортогональный ряд / (х)= ^  ЛкР (акх) по корням ар  неко-

т=0
торой трансцендентной целой функции ф(̂ ) = 0.

Здесь Р  (г) -  произвольная целая трансцендентная функция.
Воспользовавшись разложением отдельных степеней х т и допуская, что поря

док суммирования может быть изменен, соединяя вместе члены, содержащие четные 
Рч (акх ) и нечетные Рн (акх ) найдем [1]:

/ (х) =  А0Р ( 0 ) +  2 ^ е ^ ^ ^ [ В к Р н ( а к х ) + С к р ч ( а к х)] |̂

где коэффициенты имеют следующие значения
, Вк = ------^  у  р2т±1 ̂ (г), с  = -А0 = у

г=0 а 2г
Здесь мы полагаем:

и \ У  ^̂  ’ '~'к 2 >1  ̂ „
акф(ак ) г=0 а 2г+1 акф(ак ) г=0 а 2г+1

у  укг)

(1)

(к)

Р{2^= у а ^ г ^ ,  ф(г  ) = у  и к ’+1̂ к’ +1

ф(г ) = г  П
у

к=1

6̂ = 0

1 -  4  ̂а

’ =0

V к
ук  •=■

1  ̂ а 2г+1 ф(д)
ау к̂г+1 1 - д 2 / ак

(3)
к )\у=0(кг + 1)!

Величины ак считаем все различными и расположенными в порядке возраста
ния модулей. Относительно Р  (г) сделаем допущение, что пока ни одна из величин 
а  ’  не равна нулю.

Чтобы имело место разложение (1), ряды (к) должны быть сходящимися (необ
ходимое условие).

Докажем прежде всего, что при всяком г  имеет место неравенство:
у к < у к+1 < \и к̂г+1 ■ (4)

Если корни а р  трансцендентного уравнения являются комплексными 
ак = а к  + 1вк , то с учетом наличия для каждого номера к  еще трех корней 
-  ак, ак,- а к (см., например, уравнение ’кХ = Х ), можем записать

ф(Д) = д П (1 + 2У2̂  ̂  4)
к=1
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1 0 ^ 7722 1 ак  + акгде 5к  =
2 (акак) 

Представим

^ (Д) =

_ кг4 =■
{акак )2

вещественные числа.

Ф(Д) (1 - д 2/ а1 )(1 - д 2/ а2+1 )Ф(д)
(1 2/ а2 )(1 - д 2/а2+1) (1+ 2^4д2+ "  )(1+ 2 "̂+1Д2+ г4+1д4)+

(1 -  д2 / а1 )(1 -  д2 / а12+1 )1 ^ 2 г+1д

1 + :
,2 г +1

г=0

где все У2г+1 > 0.
В результате получим значения ) и ук'+)1 для комплексных корней транс

цендентного уравнения

у кг )
1 а2'*'

(2г +1)! ад2г+1^ (д)(1 - д2/ а2+1)
>=0

-  (1 д / ак ) (К2г+1 + 2^к+1 ̂ 2г-1 + гк+1 ̂ 2г-3 )
Л

у к+1 (2г +1)!

+
 ̂ а2̂ *1

2г+1ад ^ (д)(1 - д2/ а2)
уд-0

(1 -  д2 / а к ) (У2,.+, + 2ЯкУ2,.-1 + г 'У2..-3)

Так как 1 > 1
772 —2
ак ак+1

г4 > г4гк > гк+1 ^ 8к2 > к̂2+1, а в образовании V 2г+1 принимают участие

2все 1/ак при I :-1,2,3,... , то мы приходим к требуемому неравенству (4).
Аналогично и проще доказывается неравенство (4) в случае вещественных кор

ней ^к Из этого неравенства вытекает, что члены рядов
1̂(к) -  I  Р2Т+1 у (г),^2к) -  I  Р2Т+2 у (г),к  -  1,2,3,...

г-0 а 2г+1 г-0 а 2г+2
соответственно меньше, чем члены рядов

Т  = 11 в2г+1 тт Т — в2г+2-̂ 1 — I  ^ Фг+1 •,2г+̂ -*̂  ^  ^ 2г+1'г-°а 2г+1 г-°а 2г+2 (5)

Поэтому, если ряды (5) сходятся абсолютно, то и все ряды ^1(к) и 52к) тоже сходятся 
абсолютно, то есть все Вк и Ск, определяемые формулами (2) действительно соот
ветствуют. Покажем, что при этом существует и А ) .  В самом деле:

Р0 Р2Д, ^1  + ^ ^ 2 ,+ ^ ^2г+1
ап г=0 а 2г+2

а 2г+3
и .у - 2г + 1

а так как при произвольном Г будет а 2г+3
и.2г +1

< 1 ,то ^0 существует одновременно с Т2.

Итак, показано, что при условии абсолютной сходимости рядов (5) существуют все 
коэффициенты, определяемые соотношением (2).

Покажем, что при условии абсолютной сходимости рядов (5) величины 
А0,Вк,Ск не только существуют, но и являются истинными коэффициентами в фор
муле (1), дающей разложение /  (х).

Для этого начнем с рассмотрения сравнительного характера сходимости рядов 
х2г и х2г + 1 будем сравнивать ряды для нечетных степеней с рядом для х , а для чет-
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ных -  с рядом для X2 (известно, что эти ряды сходятся одновременно). Начнем с не
четных. Для X  находим [1]:

4X = ----- Кеа,
(акх ) 

к=1ак ф'(ак )
(6)

Если при некотором частном значении X  ряд этот сходится, то соответствую
щие суммы

^ ) = 2Ке  ̂ Рн (акх ) ^
к=р+1 ак ф (ак) (п > р  + 1)

все ограничены, так что ^ (2п) < А р при любом п > р  .

Здесь А р  -  число, не зависящее от п  и  Иш А р = 0 в силу сходимости ряда (6).
р

Все ряды
,2г+1X Кеа 2г+1

'У (̂г) Рн  
к=1 ф (ак )

(7)

сходятся одновременно с (6) при данном X, так как, согласно доказанному выше, все 
А!;Г ) при постоянном Г удовлетворяют неравенству

Х(1) < Х(Г)̂к+1 < \и.2г+1
то есть образуют монотонно возрастающую с увеличением к  последовательность, 
то из известного неравенства Абеля вытекает, что

к̂ ^  у(г) РН (акХ)
к=р+1 ак ф (ак )

причем последнее верно и при п = ^  . Полагая поэтому

< 2А^ 1(П ̂Р < 2Ар |^2г+1 (8)

где

,2г+1

,(2г+1)
-р

4
а ■Ке >

2г+1 к=1
Рн  (акх)
ак ф'(ак )

+ е(2г+1)
(9)

а 2г+1
У̂̂ (г) Рн  (акх) 

^ ^ к  // \
к=Р+1 ак ф (ак )

Этот остаток ряда, имеет оценку
р(2г+1) < 4А р ^2г+1

Р а 2г+1
(10)

Для четных разложений найдем аналогично, допустивши сходимость ряда для
X 2:

.2г+2X апа 2г+3 + 2 Кеа 2г+3 а 2г+2
Уз(г) Рн  (акX ) 
к=1 акф(ак )

+ е(2г+2)

причем
р(2г+2) < 4 А' ^  2г+2

Р а 2г+2 (11)

где -  это высший предел абсолютной величины сумм

ку  Р г (акx)
к=Р+1 а2ф'(ак )

(п > р  +1)
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так что Иш А ' = 0.
р

Теперь уже нетрудно доказать справедливость формулы (1). 
Для этого возьмем сумму

т=2п+2 . .
Е  в тХт =  /  (х  ) - Р2«+2, (12)

т=0
где р2п+2 -  остаток ряда и подставим сюда в левую часть вместо отдельных степеней
х т их выражения из (9) и (10), что допустимо, если для соответственного значения 
ряды эти сходятся, что мы и установили выше. Получается:

/  (х )-Р2п+2 = а !о'- (0)+ 2Ке|‘ Ёр пРн (акх)+ ск"^Рг )]̂  +

+ Е  в2г+1Е(2Г* 1) + Е  в2г+2̂ '
г=0 г=0

(2г+2) (13)
где

т=п+1
А0 = Е в 2т и ,

п=0 а 2т

с п  =

, вп  =■

2

в2г+1 ^(г)
2т+̂ '"^к Н \ ^  ’ к̂

акФ(ак ) г=0 а 2г+1
в2г+1 у(г)

к 2  ̂ ^  ’ к̂акФ(ак ) г=0 « 2г+1
Дополнительные суммы в правой части (13) оцениваем с помощью (10) и (11), имен
но:

Е  в2г+1̂ '
Г=0

(2г+1) < 4А^ Е в2г+1 и ,

Е  в2г+2̂  г=0

г=0 
(2г+2)

а 2г+12г+1
< 4 Ар Е

Г=0
в2г+1 аа 2г+12г+1

А , а ,

в2< 4А'р и 2г+1 = А р а ',
г=0 а 2г+2

где а  и а ' -  конечные величины по условию абсолютной сходимости рядов (5). 
Оценка эта не зависит от п  и  остается верной при п  ^  ^ . Переходя поэтому в (13) к 
пределу п  = ^  при постоянном р  и замечая, что Иш р2п+2 = 0 в силу сходимости
ряда / (х) при выбранном значении х  и что, согласно доказанному выше

Иш а 0п) = Ао, Иш В(п) = , Иш с(п) х(п ) с

получаем

причем

} (х)= 4)^0 + 2К.е|̂  Е [вк^н (акх)+ с к ^г(акх)]^ + гр

<(АрО +  А'рО ')

Переходя к пределу р  , получаем разложение (1) с коэффициентами (2), 
что и требуется доказать.

Для действительных корней ак в приведенных выше выкладках достаточно 
устранить символ 2 Ке и мы получим тот же результат.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Акимов В .А. Операторный метод решения задач теории упругости. Мн. У П  
«Технопринт», 2003-101с.
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В Л И Я Н И Е  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К
Э Н Д О П Р О Т Е З А  Н А  У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  И  Р А Б О Т О С П О С О Б Н О С Т Ь  

С И С Т М Ы  « К О С Т Ь - И М П Л А Н Т А Н Т »

К у р и л е н к о  А . В .

1п (Н18 агНс1е 1ке АуА’1ет А’1аЫ1Ну «Ъопг^- 1шр1ап1» ка^ Ьееп ипёег сатчйегаНап.

Эндопротезирование тазобедренного сустава является эффективным и часто 
единственным способом восстановления утраченной функции конечности. Поэтому 
необходимо изучение поведения системы «кость-имплантант», как единого целого.

В данной работе в первом приближении решается задача об устойчивости си
стемы «кость-имплантант». Нас интересует влияние физико-механических свойств 
титанового имплантанта и его геометрических размеров на потерю устойчивости.

На рис. 1 приведено схематическое изображение потери устойчивости в систе
ме «кость-имплантант». Изобразим тазобедренную кость с имплантантом под дей
ствием приложенной нагрузки Р, для этого разделим ее на два участка. На основании 
рис. 1 определяем момент М:

М  = Р ё  81П а . (1)

б; в)

Рис. 1. Схематическое изображение потери устойчивости в системе «кость-имплантант»

Запишем физико-механические и геометрические характеристики кости и им
плантанта. Кость: Е 1 = 1010 П а 11 = 2,5см4 11 = 45см ё 1 = 2,7см. Имплантант: 
Е 2 = 1,1-Ю11 П а 12 = 0,14см4 12 = 15см ё 2 = 1,3см.
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Составим два дифференциальных уравнения изгиба для имплантанта и кости 
соответственно:

I-7 Е 2 72 У1[+РУ1 = 0. (1)
Е 2 72 У2 + ̂ У2 + М  = О. (2)

где Е 111/ Е 2 12 = 1,7 -  отношение жесткостей в системе «кость-имплантант» при из
гибе.

МОбозначим: Р  /1,7 Е 2 12 = к 2 . а ■■
1,7 Е 2 12

(3)

П ерепиш ем  диф ф еренциальны е уравнения в виде:

у 1'+ к " У1 = 0 .
у 2 + (1,33к )2 У 2 + а = 0.

Реш ения уравнений (1 ’) и (2 ’) имею т вид:

у 1 = с1 81П кг + с2 008 к г ,

У 2 = с3 81п1,33кг + с4с081,33кг + у * . 

Н аходим  частное реш ение у 2*=соп81:

(1,33к) 2 У* + а = О;

* а М  М  -1,7 Е Д  0,57М

(1 ’)
(2 ’)

(3)

(4)

У2 1,7 Е212-1,332 к  ̂
М  -1,7Е 2 12 = __

1,7Е2 12 -1,332Р  ~ Р(1,33к )2
учетом этого перепишем (3) и (4):

У; = с1 81п кг + с2 с08 к г , 
у2 = с3 81п1,33кг + с4 с081,33кг _0,57^81п а . 

Запишем граничные условия:

= _0,57^81п а С

(3 ’)

(4 ’)

г = 0: у , = 0 ,
г 1 : 4 У1 = У2,

г 1 : 4
/ /У1 = У2,

г = 1 : У2 = 0 .
Из первого начального условия получаем с2 = 0, а для оставшихся выписываем

соответственно три уравнения:
3 3 3с  81̂ —к1 = а, 81п1,33^—/ + ^  с081,33^—/_ 0,57^ 81па,1 4 3 4 4 4

3 3 3 3—с, с 0 ^ к1 = с, с081,33̂ / _ с4 81п1,33^/ ,4 1 4 3 4 4 4
с, 81п1,33к/ + с4 с081,33к/ _ 0,57^ 81п а = 0.

Решим данную систему уравнений методом Г  аусса.
Подставим числа:

Р  Р  750
к 3 1,7Е 2/2 Е,/ , 1010 - 2,5 -10 _8 5, к = 4 5  = 2,24 м-1;

I = 0,6 м; к1 = 1,344 .
Перепишем систему в виде:
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0,85с1 -  0,98Сз  -  0,22с4 = -Ъ  

0,4с1 — 0,22Сз  + 0,98с^  = О .
0,98с3  -  0,22с4  = Ъ

Решив ее, находим с1 = 0,058  ̂81п а  ; с3 = 0,112^ 81п а ; с4 = О,6О6ё 81п а . 
Подставляя исходные данные окончательно получим:

У =

з
0,058^81па 81п2,242 при  О < 2 I

з
(5)

ё  81па(О,6Об81п 2,982 + 0,112со8 2,982 -  0,57) п р и — I < 2  < I

Формула (5) позволяет найти опасное сечение, где М  = Мтах, и оценить работо
способность системы в зависимости от ё  и а.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Бегун П .И . Шукейло Ю .А . Биомеханика: Учебник для вузов.-СПб.:Политехника, 
2ООО.-463с.

2. Вольмир А.С . Устойчивость деформированных систем.-М: Наука, 1967.-984с.
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С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  У Л Ь Т Р А З В У К О В Ы Х  В О Л Н О В О Д О В  
Д Л Я  М И Н И М А Л Ь Н О - И Н В А З И В Н О Й  Х И Р У Р Г И И

С т е п а н е н к о  Д . А . ,  М и н ч е н я  В . Т . ,  Ч и г а р е в  А . В .

Р1ех1Ые ы11га50п1с м>ауеди1йе5 аге м>1ёе1у и^её 1п т1п1ша11у гпуа^чув хигдегу. Тке1г ёе^гдп 1 ’̂ 5орк15- 
Нса1её ргосеёиге Ьесаихе 1кеу ехкгЬН сотр1ех угЬгаНоп ркепотепа кке рагате1г1с гехопапсе апё 1п1ег- 
тоёа11п1егасНопх апё а! ргехеп! 1кеге аге по хсгепН/гс апё епд1пеег1пд 1кеог1ех сараЬ1е 1о /асИНа1е 1к1х 
ргосеёиге. Тк1х м!огк ргеаепкх депеггс та1кетаНса1 апё сотри1ег тоёе1х м>к1ск тау Ье ихе/и1 /ог ёех1дп о/ 
1̂ех1Ь1е м>ауеди1ёех. Тгтохкепко’х тоёе1 апё ШеЬх1ег ’х едиаНоп аге ихеё 1о х1иёу гехопап! сопёШопх /ог 

/1ехига1 апё 1опдНиё1па1 угЬгаНопх апё 1о оЬ1а1п 1ке1г дгарк1са1 гергехеп1аНоп 1п 1ке /огт о/ гехопап! 
сигуех апё хиг/асех ёерепёгпд оп 1ке питЬег о/уаг1её рагате1еп\ Соггес1пехх о/ 1ке ргорохеё тоёе1х 
уег1/ 1 её Ьу теапх о//тНе е1етеп1х те1коё.

Д анная статья посвящ ена проблеме м оделирования гибких волноводов для пе
редачи ультразвуковы х колебаний и является продолж ением  исследований авторов в 
этой области [1-4]. О сновной областью  применения гибких ультразвуковы х волно
водов является минимально-инвазивная хирургия, где они применяю тся для разру
ш ения патологических тканей, например, опухолей и тромбов. Благодаря возм ож но
сти упругого деформ ирования такие волноводы  могут доставляться к патологиче
ской ткани через естественны е каналы и полости в теле пациента, например, крове
носны е сосуды, уретру или клиновидную  пазуху носа, что требует минимального 
хирургического вмеш ательства.

Так как эф ф ективность процесса разруш ения патологических тканей определя
ется величиной амплитуды  продольны х колебаний рабочего окончания волновода, 
то следует стремиться к достиж ению  максим ального значения этой амплитуды при 
заданной удельной акустической мощ ности электроакустического преобразователя, 
которы й используется в качестве возбудителя колебаний и преобразует электриче
скую энергию  в энергию  механических колебаний. К олебания от преобразователя 
передаю тся к волноводу через концентратор в виде стержня переменного сечения, 
которы й усиливает их по амплитуде. Так как концентратор имеет в отличие от вол
новода значительную  изгибную  жесткость, то его колебания могут считаться чисто 
продольными. О днако в волноводе вследствие малой изгибной ж есткости м огут воз
никать динамическая потеря устойчивости и явление параметрического резонанса, 
которые проявляю тся в возникновении поперечны х (изгибных) колебаний волново
да. П ри этом  часть энергии продольны х колебаний расходуется на возбуж дение из- 
гибны х колебаний, что приводит к снижению  амплитуды продольны х колебаний и 
эф ф ективности ф ункционирования колебательной системы. Д ля теоретического 
обоснования способов повы ш ения устойчивости волновода необходимо, прежде все
го, исследовать влияние параметров волновода, в частности, его геометрических 
размеров, на условия резонанса продольны х и изгибны х колебаний, так как для вол
новода с заданны м и параметрами устойчивость будет зависеть от собственны х форм 
и соотнош ения собственны х частот этих колебаний.

С точки зрения механики задача исследования условий резонанса ультразвуко
вых волноводов сводится к задаче о собственны х колебаниях стерж ней переменного 
сечения, которая в свою  очередь мож ет быть реш ена в случае продольны х колебаний 
путем анализа уравнения В ебстера [5], используемого при расчете ультразвуковы х 
концентраторов, а в случае изгибны х колебаний -  на основе теории Эйлера- 
Бернулли или теории Тимош енко [6]. И сследуем ы й волновод (Рис. 1) состоит из 
ступеней 1-3 постоянного поперечного сечения, связанны х между собой переходны 
ми участкам и 4-5 переменного поперечного сечения.
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Волновод может иметь 2-3 ступени в зависимости от требуемого коэффициента 
усиления колебаний по амплитуде. Изменение диаметра поперечного сечения пере
ходных участков описывается полиномиальными функциями ^ (х), коэффициенты 
которых определяются по заданным значениям диаметра в равномерно распреде
ленных точках х̂ (Табл. 1), а также исходя из условий гладкого сопряжения пере
ходных участков со смежными ступенями.

Решение задачи о собственных колебаниях двухступенчатого волновода было 
подробно рассмотрено в предшествующих исследованиях авторов [1-4], в связи с 
чем в данной статье мы приведем лишь основные результаты этих исследований:

1. Разработан комбинированный численно-аналитический метод исследования 
условий резонанса волновода, основанный на использовании аналитических реше
ний уравнения колебаний для ступеней волновода и численном решении уравнения 
колебаний для переходного участка, которое позволяет определить передаточную 
матрицу (матрицу связи) [7], связывающую значения решения на конце первой сту
пени со значениями решения в начале второй ступени.

2. Построены резонансные кривые, представляющие собой совокупность точек 
на плоскости (Ь ,̂ Ь2) , соответствующих значениям длин Д и ступеней волновода, 
при которых наблюдается резонанс при заданной частоте колебаний /. Эти кривые, 
пример которых для частоты /  = 25 кГц  приведен на Рис. 2, позволяют решать зада
чу синтеза волновода с заданной резонансной частотой. Резонансные кривые могут 
быть построены как линии уровня (контурные графики) функции 8§п(йе!А (Г1,Ь2)), 
вдоль которых обращается в нуль резонансная функция йе!А (Ц,Г2) , зависящая от 
геометрических параметров волновода, механических свойств его материала, гра
ничных условий на концах волновода и частоты колебаний.

— Изгибные колебания (теория Эйлера-Бернулли) ~ “ Продольные колебания-------- Изгибные колебания (теория Тимошенко)

Рис. 2. Резонансные кривые продольных (Ь) и изгибных (Г) колебаний 
для двухступенчатого волновода

277



3. Установлено, что при исследовании изгибных колебаний теория Тимошенко 
дает более точные результаты по сравнению с теорией Эйлера-Бернулли, причем по
следняя может давать существенную погрешность при определении резонансных 
значений геометрических параметров.

4. Разработана методика полуавтоматического моделирования собственных ко
лебаний гибких волноводов с использованием программы ЛК8У8 и языка програм
мирования ЛРВЬ (ЛК8У8 Рагаше1г1с Ве81§п Ьап§иа§е) [4]. Результаты моделирова
ния подтверждают правильность разработанного численно-аналитического метода 
исследования условий резонанса.

Значения диаметра для переходных участков волновода
Таблица 1.

Координата x, мм 0 1 2 3 4 5 6
Диаметр б для перехода 4, 

мм
2 1,89 1,62 1,33 1,13 1 0,9

Диаметр б для перехода 5, 
мм

0,9 0,83 0,73 0,64 0,57 0,51 0,5

В случае трехступенчатого волновода приходится рассматривать не резонанс
ные кривые, а резонансные поверхности в пространстве ( ,  Ь2, Ь3) . Каждая из ре
зонансных поверхностей может быть охарактеризована порядком , то есть номе
ром, возрастающим по мере ее удаления от начала координат. Параметры 
(Ьу, ^3) неотрицательны, так как имеют смысл длин ступеней, поэтому рассмат
риваются лишь поверхности, заключенные в первом октанте. Поверхность, наиболее 
близкая к началу координат, имеет первый порядок. Каждая из поверхностей соот
ветствует определенной моде колебаний, характеристикой которой является порядок 
моды пт , имеющий физический смысл числа узловых точек эпюры колебательных 
смещений для данной моды. Как будет показано далее, для изгибных колебаний по
рядок резонансной поверхности связан с порядком соответствующей ей моды коле
баний зависимостью пт = п^ + 1 , то есть поверхности первого порядка соответствует
мода второго порядка и т.д. Для продольных колебаний п т = п ^. Так как резонанс
ные поверхности упорядочены в соответствии с их расстоянием г  относительно 
начала координат, то целесообразно описывать их с помощью сферических коорди
нат (г, ф, 0) . Для определения зависимостей г (ф, 0), соответствующих резонансным 
поверхностям, рассматриваются значения резонансных функций бе! А(г, ф, 0) вдоль 
множества дискретных направлений (ф̂ , 0  ̂ ) , заполняющих первый октант про
странства (г , ф, 0) . Значения резонансной функции для каждого из направлений рас
считываются для ряда дискретных значений радиальной координаты гк. Значение 
радиальной координаты г (п, ф̂ , 0 ̂ ), при котором резонансная функция изменяет свой
знак п-ый раз, будет соответствовать резонансной поверхности п-го порядка. В каче
стве примера на Рис. 3 приведены контурные графики резонансной поверхности 14
го порядка для изгибных колебаний (тонкие сплошные линии) и резонансной по
верхности 1-го порядка для продольных колебаний (тонкие штриховые линии), по
строенные для частоты /  = 25 кГц .
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а) “ ™ б)
Рис. 3. Контурные графики резонансных поверхностей

И з о л и н и и  н а  Р и с .  3 а  с о о т в е т с т в у ю т  р а в н ы м  з н а ч е н и я м  р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  

г , а  и з о л и н и и  н а  Р и с .  3 б  -  р а в н ы м  з н а ч е н и я м  д л и н ы  в о л н о в о д а  Ь . Р е з о н а н с н ы е  п о 

в е р х н о с т и  д л я  п р о д о л ь н ы х  и  и з г и б н ы х  к о л е б а н и й  п е р е с е к а ю т с я  п о  п р о с т р а н с т в е н 

н о й  к р и в о й  ( р е з о н а н с н о й  к р и в о й ) ,  п р о е к ц и я  к о т о р о й  и з о б р а ж е н а  н а  Р и с .  3 у т о л щ е н 

н о й  с п л о ш н о й  л и н и е й .  Т о ч к и ,  п р и н а д л е ж а щ и е  э т о й  к р и в о й ,  с о о т в е т с т в у ю т  з н а ч е н и 

я м  г е о м е т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  в о л н о в о д а ,  о б е с п е ч и в а ю щ и м  с о в м е с т н ы й  р е з о н а н с  

п р о д о л ь н ы х  и  и з г и б н ы х  к о л е б а н и й .  Д л я  л ю б о й  т о ч к и  р е з о н а н с н о й  п о в е р х н о с т и  з н а 

ч е н и я  г е о м е т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  в о л н о в о д а  м о г у т  б ы т ь  н а й д е н ы  п о  и з в е с т н ы м  

ф о р м у л а м  п е р е х о д а  о т  с ф е р и ч е с к и х  к о о р д и н а т  к  д е к а р т о в ы м :

=  г  81П ф  0 0 8  0 ,  Ь2 =  г  81П ф  81П 0  , Ь3 =  Г 0 0 8  ф  .

Т р е х м е р н о е  п р е д с т а в л е н и е  р е з о н а н с н о й  п о в е р х н о с т и  1 - г о  п о р я д к а  д л я  п р о 

д о л ь н ы х  к о л е б а н и й  в  п р о с т р а н с т в е  (Ь ,̂ Ь2 , Ь3 ) п р и в е д е н о  н а  Р и с .  4 .

Рис. 4. Трехмерное представление резонансной поверхности 1-го порядка 
для продольных колебаний
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Изолинии резонансной поверхности, соответствующие равным значениям длин 
ступеней Ьу и , по своей форме сходны с резонансными кривыми продольных ко
лебаний, приведенными на Рис. 2.

Для расчета длин ступеней Ь2, Ь3) , обеспечивающих совместный резонанс
продольной моды колебаний т-го  порядка и изгибной моды колебаний, соответ
ствующей резонансной поверхности п-го  порядка, необходимо задаться значением 
радиальной координаты г  и определить угловые координаты (ф̂ ., 0 ̂ ) , соответству
ющие этому значению на резонансной кривой. Значение г  может задаваться произ
вольным образом, что соответствует бесконечному множеству резонансных конфи
гураций волновода в отличие от случая двухступенчатых волноводов, для которого 
совместный резонанс продольных и изгибных колебаний реализуется лишь для ко
нечного числа конфигураций. Определение угловых координат (ф̂ ., 0 )̂ производит
ся путем построения матрицы = (г1 (т, ф ,̂ 0 ̂ ) -  г)2 + (г^ (п, ф ,̂ 0 ̂ ) -  г)2, где ин
дексы I и /  соответствуют продольным и изгибным колебаниям. Индексы I и ], соот
ветствующие минимальному элементу матрицы М , определяют значения искомых 
угловых координат. Верификация результатов моделирования выполнялась с помо
щью метода конечных элементов (МКЭ) для волновода с длинами ступеней 

= 0,0846 м , Ь2 = 0,0134 м  и Ь3 = 0,0293 м . Точка резонансной кривой, соответ
ствующая этим значениям длин, отмечена на Рис. 3 маркером в виде квадрата. Рас
сматриваемый волновод имеет наибольшую длину среди волноводов, для которых 
наблюдается совместный резонанс продольной моды колебаний 1-го порядка и од
ной из изгибных мод колебаний (в рассматриваемом случае 15-го порядка). Для рас
сматриваемого волновода выполнялся модальный анализ с помощью программы 
ЛК8У8 и полученные в результате анализа собственные частоты колебаний сравни
вались с заданной частотой /  = 25 к Г ц , которая была принята при расчете геомет
рических параметров. Относительная погрешность составила 0,33 % для продольных 
колебаний и 0,31 % -  для изгибных, что подтверждает правильность полученных ре
зультатов. Моделирование с помощью М КЭ также позволило установить связь меж
ду порядком резонансной поверхности для изгибных колебаний и порядком соответ
ствующей этой поверхности моды колебаний. Для этого был рассмотрен волновод, 
состоящий только из переходных участков, что соответствует началу координат в 
пространстве (Ь1, Ь2, Ь3) . Собственные частоты изгибных мод колебаний 1-го и 2-го
порядков составили для этого волновода 12963 и 40764 Гц. Так как любая другая 
конфигурация волновода получается из рассматриваемой путем удлинения, то соот
ветствующие ей собственные частоты изгибных мод 1-го и 2-го порядков будут 
снижаться по сравнению с рассмотренной начальной конфигурацией. Это означает, 
что резонанс на заданной частоте /  = 25 кГц  может наблюдаться лишь для изгиб
ных мод колебаний с порядком не ниже 2-го, то есть резонансной поверхности 1-го 
порядка будет соответствовать мода 2-го порядка, а в общем случае будет выпол
няться соотношение пт = п^ + 1.

Полученные результаты могут быть использованы при проектировании и рас
чете гибких волноводов для минимально-инвазивной хирургии, а также для анализа 
их динамической устойчивости и возможных способов ее повышения, который бу
дет являться предметом дальнейших исследований.
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М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  О Т К Л О Н Е Н И Я  Л Е П Е С Т К А  К Л А П А Н А  С Е Р Д Ц А  В
А N 8 У 8 .

П р о н к е в и ч  С . А . ,  К о в а л ь  Ю . Г .

Л ечение сосудисто-сердечны х заболеваний является актуальной проблемой и 
исследование процессов кровотока в сердце и поведение его компонентов, в частно
сти клапанов, требует комплексного изучения. Составление аналитических моделей 
поведения биологических тканей, которые из-за слож ности геометрии требую т чис
ленного реш ения в СА Е системах.

О п и с а н и е  р а б о ты  к л а п а н о в  сердца.
Работа клапанов сердца описы вается функцией времени ^  1 Д 0 Д 1 Д 5

которую  можно рассм отреть как переменное сопротивление клапана. П отоки крови 
между камерой сердца и сосудистой системой регулирую тся клапанам и сердца. К ла
пан считается проводящ им каналом  с переменной проводимостью , нелинейно зави 
сящ ий от значений функций кровообращ ения в его непосредственной окружности. В 
математическом  описании протекания крови через клапан пренебрегаем инерцион
ностью  потока крови, так как она играет второстепенную  роль (по сравнению  с со
противлением) в функционировании клапана.

В о многих работах клапан м оделируется просты м релейны м элементом , от
кры ваю щ имся или закры ваю щ имся в зависим ости от перепада входного давления. 
О днако в реальном  сердце наблю дается регургитация -  течение крови через клапан в 
обратном направлении, непосредственно перед закры тием  клапана. П ри м оделиро
вании клапана с описанием регургитации открытие клапана происходит в момент, 
когда возникает сколь угодно малый перепад давлений в направлении открытия. О т
кры вш ийся клапан остается полностью  открытым до  появления обратного потока 
крови через него, после чего его проводимость начинает уменьш аться и, когда в об
ратном  направлении протек заданны й объем, клапан окончательно скачком закры ва
ется.

Д ля упрощ ения вы числений входные (атрио-вентрикулярны е) клапаны  м оде
лирую тся простым релейны м элементом. Д ля выходны х (аортального и легочно
артериального) клапанов применена упрощ енная модель, которая позволяет им ити
ровать регургитацию .

П рим ем  проводимость откры того клапана постоянной, равной р^. И зменение 

проводимости Р [ ( 0  клапанов сердца мож но вы разить зависимостями

< Р Д 0 -= (1)

Здесь Р (_ 1 (0 , давление крови до и после клапана соответственно.

Будем  считать, что клапан откроется, как только в нем возникает перепад дав
ления в направлении открытия, то есть

- Р Д О  > 0 .  (2)
К лапан остается открытым, пока вы полняется условие

(3)
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Рис. 1. Гистерезисная функция

Если обратны й поток превы сит заданное значение д,*',клапан закроется.

Легко убедиться, что условие (3) равноценно условию*
Р , _ 1 М - Р , ( 0 > - ^  (4)

И з вы ш есказанного следует, что данная модель клапана обладает гистерезис
ной характеристикой зависим ости проводим ости от перепада давления на нем. Для 
сокращ енной записи ф ункционирования клапана определим гистерезисную  функ
цию (рис. 1)

(5)

Здесь ДР( — Р^-(^) . П араметр гистерезисной функции определяется

как

(6)

С помощ ью  функции д{р.Р^р а^) модель клапанов сердца мож но записать в 

следую щ ем виде

^ ^  ^ О )
Таким образом, нулевое значение коэф ф ициента Я; соответствует входным 

клапанам  сердца, наличие гистерезиса а^ф И -  вы ходны м клапанам.
С оставленная аналитически функция позволяет описать работу клапана, и мо

ж ет быть учтена при м оделировании работы  клапана в СА Е системах которые в 
настоящ ее время находят в науке и технике все больш ее распространение. В о мно
гих случаях получение аналитического реш ения не представляется возм ож ны м  вви
ду слож ности геометрии и условий закрепления или нагруж ения модели. Численны й 
ж е анализ позволяет получить и исследовать реш ение таких задач. П оэтому в совре
менной биомеханике ш ироко использую тся методы  конечного элемента, позволяю 
щ ие м оделировать лю бые задачи. В частности, одним из программны х комплексов, 
использую щ их М КЭ, является А К 8У 8, обладаю щ ий полным набором функций для 
реш ения поставленны х задач.
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П роблем ы  определения НДС, ско
ростей и траекторий движ ения тока 
крови являю тся одними из основны х в 
современной медицине. Результаты  ис
следования позволят диагностировать 
атеросклеротические изменения сосу
дистой стенки на ранней стадии заболе
вания, выбрать оптимальны й вариант 
реконструкции сосудистого русла, про
гнозировать результаты  реконструк
тивны х операций, таких, как эндартер
эктом ия и ангиопластика, а такж е вы 
являть условия образования аневризм  
крупных кровеносны х сосудов.

П о с т а н о в к а  зад ачи . М одель лепестка клапана и ж идкости оказы ваю щ ей воз
действие представлена на рисунке 2. Д ля моделирования ж идкости вы бран элем ент 
РЫ 1Ш 141 для моделирования клапана РЬА]Ч[Е182. Для м оделирования ж идкости как 
крови были введены значения плотности 1050кг/н^ и вязкости, 4.8Е-4 кгс/м. С ко

рость потока ж идкости 0.35 м/с давление на выходе из канала равно 0 Па. Л епесток 
клапана закреплен по грани прилегаю щ ей к стенке канала.

В результате расчета получены  следую щ ие значения основны х показателей по
тока жидкости:

Рис 2а Распределение давления.
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НОВА! ЗОШТЮЫ

ЗТЕР=35 
ЗОВ =1
УЗЦМ (АУ6)
НЗУЗ=0
ЗМХ =1. 341

ОСТ 23 2009 
2 2 : 3 1 : 1 2

Г1и1с1 А п а 1 у 5 1 3

О . 2 9 7 9 3  . 5 9 5 8 6  . 8 9 3 7 9  1 . 1 9 2
. 1 4 8 9 6 5  . 4 4 6 8 9 5  . 7 4 4 8 2 5  1 . 0 4 3  1 . 3 4 1

Рис 2б Распределение скорости потока

NО^А^ ЗО^^ТIОN

зив =1
Т1МЕ=25
и з ц м  (А У б)

СМХ =.057125 
ЗМХ =.057125

ОСТ 23 2009

—_мк

о . 0 1 2 6 9 5  . 0 2 5 3 8 9  . 0 3 8 0 8 4  . 0 5 0 7 7 8
. 0 0 6 3 4 7  . 0 1 9 0 4 2  . 0 3 1 7 3 6  . 0 4 4 4 3 1  . 0 5 7 1 2 5

I зИ гисИ иьга!  а п а 1 у з 1 5

Рис 3 Перемещение лепестка клапана.
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В ы в о д :
В дальнейш ем  предполагается реш ение более слож ны х задач с целью  построе

ния численно-аналитической модели динам ики кровотока отдельных участков сон
ной артерии в норме, с патологическими изменениям и и после реконструктивны х 
операций. Результаты  исследований найдут ш ирокое теоретическое и практическое 
применение в таких областях медицины, как ангиология, кардиология, сердечносо
судистая хирургия, смогут сущ ественно облегчить задачи по выбору оптимальных 
способов реконструкции сосудистого русла в каж дом конкретном случае тяж елого 
течения заболевания, а в случае легкого течения -  своевременно определить начало 
болезни, что позволит предупредить её дальнейш ее прогрессирование.

Л И Т Е Р А Т У Р А

2
3

М О Д ЕЛ Ь С ЕРД ЕЧН О -С О С У Д И С ТО Й  СИ С ТЕМ ^!, О РИ ЕН ТИ РО В А Н Н А Я  Н А  
СО В РЕМ ЕН Н У Ю  И Н ТЕН С И В Н У Ю  ТЕРА П И Ю  С.В. Ф ролов, С.Н. М аковеев, 
Д.Ш . Газизова, В.А. Лищук.
Л ищ ук В.А. М атем атическая теория кровообращ ения. М едицина, 1991 -  256с. 
Ч игарев А.В. К равчук А.С. С малю к А.Ф. А N 8У 8 для инженеров. М осква «м аш и
ностроение» 2004.
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Б е л о р у с с к и й  н а ц и о н а л ь н ы й  т е х н и ч е с к и й  у н и в е р с и т е т ,  М и н с к

Р А С Ч Е Т  В Е Л И Ч И Н Ы  З О Н Ы  И  З А П А С А  
У С Т О Й Ч И В О Г О  С К О Л Ь Ж Е Н И Я  П О Л З У Н А  

П Р Е С С А  В  Н А П Р А В Л Я Ю Щ И Х

Г у р в и ч  Ю . А . ,  Б о й к о  Б . С . ,  М а к а р е в и ч  А . П .

1п 1к15 агИс1е 1ке йачдп ргасеёиге а/^гге а/а юпе апй а 51аск а/5{еайу акй1п§ рипск а/ргв55 1п 
1ке ёггесНпд м>к1ск 1 ’̂ Ьааей оп ргесопйШот’ о/ са1си1аИат’ о/ 1ке рагаше1ег5 о/ 1ке е1ешеп1агу те- 
скап1с-та1кешаИса1 тойе1 "р1ид-А’ка/1".

Вопрос о скольжении одного тела по другому является исключительно важ
ным для техники. Действительно, если заклинит ползун пресса в его направляю
щих, ползун кулачкового или кривошипно-ползунного механизма, пуансон в мат
рице, втулку на валу, поршень в цилиндре, подвижную шестерню на валу и т.д., то 
выйдут из строя целые механизмы, что неминуемо приведёт к катастрофе. Поэто
му задача определения значений параметров пар скольжения («ползун
направляющие», «поршень-цилиндр», «втулка-вал» и т.д.), а также величины зоны 
и запаса скольжения, в которых обеспечивается гарантированное скольжение од
ного тела по другому, является актуальной.

Однако в литературе (в том числе в [1-8]) отсутствуют методики расчёта ве
личины зоны и запаса гарантированного скольжения в парах скольжения на стадии 
их проектирования, что заставляет конструкторов параметры пар скольжения на 
практике определять путём многочисленных и трудоёмких экспериментальных 
исследований.

В данной работе сделана попытка разработать методику расчёта значений 
параметров, величины зоны и запаса гарантированного скольжения различных пар 
скольжения, в частности, пары скольжения: «ползун-направляющие». Эта методи
ка подходит как для «медленных» прессов, ползун которых движется с маленькой 
величиной ускорения -  статика, так и для «быстрых» прессов (штамповочные и 
чеканные прессы, ползун которых движется с большим ускорением -  динамика). 
При этом в качестве основы для расчётов параметров различных пар скольжения 
использована простейшая механико-математическая модель скольжения втулки по 
валу.

П о с т а н о в к а  зад ачи .
Рассмотрим равновесие невесомой втулки шириной Ь , жестко скрепленной с 

невесомым рычагом,  к которому на расстоянии Ь о приложена сила Р  (рис.1). Кон
струкция позволяет перемещать силу Р  вдоль рычага. Коэффициент трения между 
втулкой и валом Г. Требуется найти зависимость между параметрами пары сколь
жения «втулка-вал»: Ь о,  Ь , Г, Р .

Составим три линейно независимых уравнения равновесия для плоской про
извольной системы сил, приложенной к паре скольжения -  «втулка-вал»:

X  X  =  0 ;  — N А +  Х в =  0 ;

X  у  =  0 ;  Р л +  Р в -  Р  =  0

X  т л =  0 ;  Р в ' ^  +  Х в •Ъ  -  Р ( ^ о+ ё / 2 )  =  0 .

Решая уравнения равновесия (1), получим: Ь 0  =  — .
2 /

(1)

(2)
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Знак равенства в (2) соответствует состоянию предельного равновесия втулки 
на валу или -  границе устойчивости-неустойчивости равновесия втулки на валу 
(или скольжения втулки по валу). Малейшее изменение значения любого из пара
метров (2) может привести к заклиниванию втулки на валу или, наоборот, к 
скольжению ее по валу.

Если увеличить параметр Ь -  
расстояние от оси втулки до новой 
точки приложения силы Р к рычагу 
так, что Ь > Ьо , то момент силы Р 
относительно точки А  также уве
личится. Это приведёт к заклини
ванию втулки. Следовательно, 
условием гарантированного закли
нивания втулки на валу является 
неравенство:

ь > А .
V

При уменьшении параметра Ь 
новая точка приложения силы Р 
будет смещаться от границы устой
чивости -  неустойчивости сначала 
к точке ^ ,  а затем к точкам О  и Е  
(см. рис.1). При этом лёгкость 
скольжения втулки увеличится и 
достигнет своего максимума в точ
ках О  и Е . Следовательно, услови
ем гарантированного скольжения 
втулки по валу является неравен-

Рис. 1 Пара скольжения -  «втулка -  вал»: 1 -  вал; 
2 -  невесомая втулка, которая жестко скреплена 

с невесомым рычагом

ство: Ь  . 
2 /

(3)

Неравенство (3) и есть то необходимое условие скольжения втулки по валу. 
Однако это условие не является достаточным. Для определения условия доста
точности проведём исследование неравенства, изменяя значения параметров. По
очерёдно давая приращение величине каждого из параметров, проследим измене
ние величины левой и правой частей неравенства (3), а также и изменение вели
чины запаса устойчивого скольжения.

Исследование условий достаточности выполним двумя способами (рис. 2).
1) При первом способе сила Р в случаях А , Б, В, Г  прикладывается в одном и 

том же месте рычага Е  = соп81, изменяются только параметры системы Ь, Г.
2) При втором способе (случаи Д, Е) параметры системы Ь, Г -  постоянны, 

изменяется только расстояние Е .
Величина запаса гарантированного скольжения Ж  имеет вид:

Ж  = •100%. 
I .

(4)

Рассмотрим первый способ исследования достаточных условий. 
А) Втулке шириной Ь дадим приращение +АЬ , получим:

Е1 < (Ь+АЬ)/2Г => ^  1 < (Ь/2Г)+(АЬ/2Г).

288



Зона скольж ения увеличивается на АЬ/2Г , за  счёт смещ ения границы  сколь
ж ения вправо, которой соответствует Ьх =(Ь/2^)+(АЬ/2Г). Запас скольж ения увели
чивается.

Б) В тулке ш ириной Ь дадим  приращ ение -АЬ, получим:
Ь2 < (Ь-АЬ)/2Г => ^  2 < (Ь/2Г)-(АЬ/2Г).

Зона скольж ения уменьш ается на АЬ/2Г, за  счёт смещ ения границы скольж е
ния влево, которой соответствует Ь 2 = (Ь/2^^-(АЬ/2^^. Запас скольж ения ум еньш а
ется.

В) К оэф ф ициенту трения Г дадим  приращ ение +АГ.
П ри этом  начальное положение, соответствует границе устойчивости- 

неустойчивости скольж ения Ь/2Г, а конечное полож ение -  новой границе сколь
жения Ь/2(Г+АГ).

Так как все параметры  по
лож ительные, то разность между 
конечны м и начальны м полож е
нием  -  отрицательная:

Ъ Ь _

А

Б

В

Г

Д

Е

2 ( /  +  А /) 2 /  2 /  ( /  +  А /)
П оэтому зона скольж ения 

уменьш ится на ЬАГ/2Г(Г+АГ). С о
ответственно уменьш ится и за 
пас гарантированного скольж е
ния.

Г) Рассм отрим  разность ко
нечного и начального полож ений 
при приращ ении -АГ.

Ъ _ _  ЪА/

2 ( /  _А/ ) 2 /  “  2 / ( /  _А/ ). 
Так как все параметры по

лож ительные, то разность между 
конечны м и начальны м полож е
ниями -  положительная, т.е. зона 
скольж ения увеличится на
ЬАГ/2Г(Г-АГ). С оответственно 
увеличится и запас гарантиро
ванного скольжения.

Рассм отрим  второй способ 
исследования достаточны х усло
вий.

Д) Расстоянию  Ь  от оси втулки до новой точки прилож ения силы Р  (которая 
на рис.1 изображ ена ш триховой линией) дадим приращ ение -А ^, получим 

Ь  - А ^  < Ь/2Г.
В этом  случае разность Ьо -  Ь  увеличится. Следовательно, увеличится и ве

личина запаса скольжения.
П ри Ь <  Ь/2Г+А^ (сила Р  не сдвигается со своего преж него места) граница 

скольж ения сдвинется вправо, что говорит об увеличении величины  зоны  и запаса 
гарантированного скольжения.

Е ) Расстоянию  от оси втулки до точки прилож ения силы Р  дадим  приращ е
ние +А ^, получим ^  + А ^  < Ь/2Г (по аналогии с пунктом  Д)).

Рис. 2 Качественный анализ размеров зон 
устойчивости: при первом способе -  случаи 
А, Б, В, Г; при втором способе -  случаи Д, Е
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Т а б л и ц а  1
При этом разность Ьо -  Ь 

уменьшится, поэтому уменьшится 
и величина запаса скольжения.

При Ь< Ь/2Г-А^ граница 
скольжения сдвинется влево. По
этому уменьшится размер зоны и 
величина запаса гарантированно
го скольжения.

Примеры расчёта величины 
зоны и запаса гарантированного 
скольжения в функции значений 
параметров системы «втулка-вал» 
Г, Ь, Ь приведены в 

таблице 1.
Изначально примем, что Г =

0.2, Ь = 10 см, Ь = 10 см.
Если Ь > Ьо , то величина 

запаса скольжения станет отрицательной, что соответствует заклиниванию втулки 
на валу.

Для определения условий равнопеременного скольжения втулки массой т  
по валу в динамике используем принцип Даламбера.

В результате получим: для ускоренного движения:
Ъ Г .....Л

Варьируе
мые пара

метры

Исходные дан
ные

Результаты
расчёта

Ь.
см

Г ь,
см

Ь0,
см

Ж,
%

Ь, Г, ь 10 0.2 10 25 60
Ь+АЬ, Г, Ь 15 0.2 10 37.5 73.3
Ь-АЬ, Г, Ь 5 0.2 10 12.5 20
Ь, Г+АГ, ^ 10 0.3 10 16.7 40.1
Ь, Г-АГ, ^ 10 0.1 10 50 80

Ь, Г, ^+А^ 10 0.2 12 25 52
Ь, Г, ^-А^ 10 0.2 8 25 68

для замедленного
Ь01------

2 /

т -  ЪЬ02-------
2 /

1- та
~Р

та   ̂
1 + -----

V Р
где Ьо1, Ьо2 соответствуют по смыслу величине Ьо.

Условия скольжения втулки по валу в случае ускоренного и замедленного 
движений имеют вид:

Ъ Г
Ьи < —  

2 /
1 та

Р
Ъ (  та  ^1 + -

Р

(5)

(6)Ь22 < ----
2 /

где значения параметров Ьп и Ь22 соответствуют по смыслу величине Ь.
Анализ формул (5) и (6) выполним для следующих случаев:

• а  = о, тогда Ьп = Ь22 = Ь, причём Ь< Ь/2Г.
• а ф 0, но Р >> та  .

При ускоренном движении втулки по валу граница скольжения сместится 
влево, зона и запас гарантированного скольжения уменьшатся. В случае замед
ленного движения втулки по валу все наоборот -  граница скольжения сместится 
вправо, зона и запас гарантированного скольжения увеличатся.

Проектирование втулки и вала в динамике необходимо осуществлять по 
формуле (5), т.е. по наиболее опасному варианту, когда зона и запас гарантиро
ванного скольжения уменьшаются.

Теперь рассмотрим решение задачи о скольжении ползуна пресса в направ
ляющих.
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П о с т а н о в к а  зад ачи .
К ползуну пресса в форме параллелепипеда весом Р  и шириной Ь через не

весомую консоль на расстоянии С о и Ь о приложена сила О , которую можно пе
ремещать по консоли. Коэффициент трения между ползуном и направляющими Г 
(все остальные размеры показаны на рис.3). Требуется найти зависимость между 
параметрами пары скольжения «ползун-направляющие»: Ь , й , Г, Ь , Р , О , С о, Ь о.

Составим шесть линейно независимых уравнения равновесия для простран
ственной произвольной системы сил, приложенной к паре скольжения -  «ползун
направляющие»:

I  ̂  
I  
I  г

I

= 0: 
:0;
= 0:

тх  = 0

X N + ХМ = 0 ;

-  Ум = 0 ; 

р  -  д + Рм +

■ -2 -  Рм,

X = X •

У. ■ У •

0 ;

2 + е -с „

Р + Р р + О ;

-  У.
и и
2 2 0;

-  Хм ■ и2 -  Хм, ■ и2+ ^  ■ А .+ Рм ■ ̂ 2 -  Рм

Х м ' 2 + Х м ' 2 -  Ум- ' 2  -  Ум ■ 2 = 0-
где Рм, РN -  соответственно, силы трения в точках М  и N.

I  тг = 0 ; 

I  тг = 0 ;

М

(7)

■2 =0 ;

м
о

1̂/2

о

РN

N

Рис. 3 -  Вид спереди, сверху и слева 
ползуна пресса в направляющих па

ры скольжения «ползун
направляющие»: 1 -ползун; 2 -  

направляющие; Ъ, ё, И -  размеры 
ползуна; Р -  вес ползуна; ^  -  

нагрузка, приложенная к ползуну, 
которую можно перемещать по 

консоли в новые положения с теку
щими координатами С, Ь
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Решая уравнения равновесия (7), получим

С о =
1 +

Р

а
[ л + 0,5 (/м  -  )•( ̂  ^ )]

(/м  + /м  ) ' 1+
й

Цо =
1+

Р

а

(8)

[л + 0,5 (/м  -  /м  У(Ъ + й )]

(,/м + / м )' 1+
й

где ГN и Гм коэффициенты трения в точках N  и М ; Со, Ьо -  параметры, соответ
ствующие предельному состоянию равновесия или границе устойчивости- 
неустойчивости ползуна (по аналогии со скольжением втулки по валу).

В случае ГN = Гм = Г формулы (8) принимают вид:

С  =■
1 + Р

а
л

2/ 1 + й
Ъ

Ь.

1 +
Р

а
л

2 /- 1 +
й

(9)

Малейшее изменение значения любого из параметров (9) может привести к 
заклиниванию или к скольжению ползуна.

Условия заклинивания ползуна пресса в направляющих имеют вид:

С  >
1 + Р

а
л

2 /  • 1 + й  V  
Ъ

ь  >
1 + Р

а
л

2 /  •
Л •

1 +
й

(10)

Условия скольжения ползуна пресса в направляющих имеют вид:

С  <
1 + Р

а
л

2 /  • 1 + й
Ъ

Ь  <
1 + Р

а
л

2 / -
Л •

1 +
й

(11)

Проанализируем влияние значений каждого из параметров Ь, й, Ь, Г, Р, О , С, 
Ь на величину зоны и запаса скольжения ползуна в направляющих.

1) Определим вид зависимости между параметрами Ь, й и Со, Ьо.
Из (9) следует, что: С0 = Ъ  • 1 0. (12)

й
2) Исследуем зависимость Ь от Ь, й, Г, Р, О , Со, Ьо. Для этого разделим каж

дое из неравенств (11) на их левые части, получим:

1 <
1 + Р

а
л

2 / С  + С й
1 <

1 + Р

а
л

V

 ̂ Ъ^' 
Ь. + Ь.2/

Г
V й

(13)

С учетом (12), формулы (13) примут вид: 1 <
1+

Р

а
л

2 /  (С0 + 0̂ )■
(14)
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Из (14) следует: И >
2 / ( Со + 1о)

1 + р

а

(15)

3) Исследуем зависимость коэффициента трения Г от параметров Ь, Р, О , Со,
Ьо.

Выразим Г из (15): /  <
1 +

р

а
И

2 (С . + Ц,). (16)
Неравенство (16) является достаточным условием гарантированного сколь

жения ползуна и определяет качество обработки поверхностей пары скольжения 
«ползун-направляющие».

Для расчёта величины зоны (используются формулы (9)) и запаса гаранти
рованного скольжения ползуна пресса в направляющих в функции значений па
раметров Ь , й , Ь , Г, Р , О , С , Ь  необходимо использовать следующие формулы :

^ 0  =

С  • 2 /
1 -

1 +
р

И • 1 +
р

а

•100% , (17)

=

I  • 2 /
1 -

1 +
р

И • 1 +
р

а

•100% . (18)

Примеры расчёта величины зоны и запаса гарантированного скольжения си
стемы «ползун-направляющие» в функции параметров Ь, й, Ь, Г, Р, О , С, Ь приве
дены в таблице 2.

Изначально примем, что Ь = 20 см, й = 30 см, Г = 0.2, Ь = 40 см, Р/0 = 0.1,
С = 30 см, Ь = 35 см.

Для определения условий равнопеременного скольжения ползуна пресса 
массой т  в направляющих в динамике используем принцип Даламбера.

В результате получим формулы для замедленного (знак «+») и для ускорен
ного (знак « -» )  движений ползуна пресса в направляющих:

С <

1 + р  ± • И
а  а

2 Р
Г

1 + р
Ь <

1 + р  ± • И
а  а

2 / •
Г

1 + I
р

(19)

Для ускоренного движения ползуна граница скольжения сместится влево, 
зона и запас гарантированного скольжения уменьшатся. Для замедленного дви
жения ползуна всё наоборот -  граница скольжения сместится вправо, зона и запас 
гарантированного скольжения увеличатся.

Проектирование ползуна пресса в динамике необходимо осуществлять по 
формулам (19) с учётом знака « - » , т.е. по наиболее опасному варианту.
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Т а б л и ц а  2

Варьируе
мые пара

метры

Исходные данные Результаты расчёта

ь,
см

й,
см г ь,

см р/0 С,
см

Ь,
см

С0 ,
см

Г с ,
%

^0,
см

Шь,
%

ь,б,г,ь,?/о, 
С, ь 20 30 0.2 40 0.1 30 35 44 31.8 66 47

Ь+АЬ 25 30 0.2 40 0.1 30 35 50 40 60 41.7

Ь-АЬ 15 30 0.2 40 0.1 30 35 36.7 18.2 73.4 52.3

б+Аб 20 35 0.2 40 0.1 30 35 40 25 70 50

б-Аб 20 25 0.2 40 0.1 30 35 48.9 38.6 61.1 42.7

Г+АГ 20 30 0.3 40 0.1 30 35 29.3 -2.3 44 20.5

Г-АГ 20 30 0.1 40 0.1 30 35 88 65.9 132 73.5

Ь+АЬ 20 30 0.2 45 0.1 30 35 49.5 39.4 74.3 52.9

Ь-АЬ 20 30 0.2 35 0.1 30 35 38.5 22.1 57.8 39.4

Р/^+А(Р/^) 20 30 0.2 40 0.15 30 35 46 34.8 69 49.3

Р/^-А(Р/^) 20 30 0.2 40 0.05 30 35 42 28.6 63 44.4

С+АС 20 30 0.2 40 0.1 35 35 44 20.5 66 47

С -А С 20 30 0.2 40 0.1 25 35 44 43.2 66 47

^+А^ 20 30 0.2 40 0.1 30 40 44 31.8 66 39.4

^ -А ^ 20 30 0.2 40 0.1 30 30 44 31.8 66 54.5
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РУПП «Белорусский автомобильный завод»,
Республиканский институт инновационных технологий БНТУ

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  Д И Н А М И Ч Е С К О Г О  П О В Е Д Е Н И Я  К А Р Ь Е Р Н Ы Х  
С А М О С В А Л О В  О С О Б О  Б О Л Ь Ш О Й  Г Р У З О П О Д Ъ Е М Н О С Т И  В  С Р Е Д Е

А N 8 У 8

И с п е н ь к о в  С . А . ,  Р а к и ц к и й  А . А .

В настоящ ее время Белорусский автомобильны й завод производит ш ирокую  
гамму самосвалов грузоподъемностью  от 30 до 320 тонн. О дной из наиболее 
востребованны х моделей маш ин является карьерный самосвал особо больш ой 
грузоподъемности БелАЗ-75131 грузоподъемностью  130 тонн.

О пы т эксплуатации первых опы тны х образцов данны х самосвалов показал 
низкую  надеж ность их рам. П ри пробеге в несколько десятков ты сяч километров 
появлялись усталостны е трещ ины  и разруш ения на лонж еронах рам  в местах 
соединения с задней поперечиной. П роведен значительны й объем исследований в 
различны х карьерах с применением  тензометрии. В результате конструкция задней 
части рамы была кардинально изменена: задняя поперечина из трубы  круглого 
сечения была зам енена на увеличенную  поперечину коробчатого сечения с плавным 
переходом в лонж ероны  (рисунок 1).

Рис. 1. Твердотельная модель рамы карьерного самосвала БелАЗ-75131.

П о мере увеличения пробегов маш ин в эксплуатации начали выявляться 
усталостны е разруш ения сварны х соединений в других опасны х зонах. О дной из 
таких зон является соединение второй ниж ней поперечины  с лонж еронами, где 
наблю дались разруш ения на пробегах после 100-150 ты сяч километров (рисунок 2). 
У величения сечения поперечины  в месте крепления к лонж еронам  и использования 
прокатного листа больш ей толщ ины  увеличили прочность данной зоны, но не 
позволили полностью  реш ить проблему, разруш ения стали проявляться после 200 
ты сяч километров пробега. П ричины  данны х разруш ений не были найдены, 
статические расчеты  методом конечны х элем ентов экстрем альны х режимов 
эксплуатации не выявили значительной концентрации напряж ений в соединении.
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Рис. 2. Следы ремонта разрушенного соединения второй нижней поперечины с лонжероном на раме
самосвала БелАЗ-75131.

Результаты  более детального анализа напряж енно-деф ормированного 
состояния опасных зон второй ниж ней поперечины  рамы с помощ ью  тензом етрии в 
дорож ны х условиях показали, что спектр напряж ений в данной зоне отличается от 
спектра усилий в подвеске. П ри увеличении скорости движ ения по неровностям  и 
вы соты  неровностей в спектре напряж ений, действую щ их поперек сварного шва, 
преобладаю т колебания с частотой 3.5-4 Гц (рисунок 3).

Рис. 3. Спектральная плотность мощности напряжений в опасной зоне и усилий в подвеске
самосвала БелАЗ-75131.

Бы ли обнаруж ены  признаки наличия резонанса: высокие амплитудные 
значения напряж ений и длительность их затухания при действии незначительных 
сил. О чевидно, что колебания напряж ений в опасны х точках поперечины  рамы носят 
не только вы нуж денны й характер, что приводит к ускоренному накоплению  
усталостны х повреж дений в зоне соединения второй поперечины  с лонжероном. П о 
результатам  исследования Н ДС предполагаемая форма деф орм ации рамы в области 
второй нижней поперечины  долж на иметь вид параллелограммирования в 
горизонтальной плоскости.

Д ля правильной интерпретации результатов испытаний и определения форм 
колебаний автомобиля, ответственны х за  напряж енно-деф ормированное состояние 
исследуемой зоны, понадобилось проведение дополнительны х экспериментальны х 
исследований и динамического моделирования самосвала БелА З-75131.
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Н а предварительной фазе анализа исследований в качестве первоначальной 
оценки динамического поведения конструкции рам ы  и самосвала в целом  применен 
модальны й анализ, реализованны й в пакете А N 8У 8. Д анны й пакет имеет 
библиотеку из более 100 типов конечных элем ентов и позволяет помимо 
статических задач механики деформируемого твердого тела проводить вычисления 
собственны х частот слож ны х механических систем, м оделировать динамическое 
поведение при гармоническом  и случайном воздействии, а такж е исследовать 
линейны е и нелинейные переходны е процессы  [1].

Д ля проведения м одального анализа в графическом редакторе Л К 8 У 8  была 
создана оболочечная конечно-элементная модели рамы по координатам  серединных 
поверхностей деталей рамы. Д ля построения модели рам ы  в виде оболочки с 
ум еренной толщ иной были использованы  элем енты  8Ье114Э.

М одальны й анализ модели незакрепленной рамы  вы явил самую нижню ю  
собственную  частоту ее колебаний около 20 Гц (рисунок 4). Ф орм а колебаний на 
самой ниж ней частоте соответствует кручению  рамы.

Рис. 4. Первая форма собственных колебаний рамы в незакрепленном состоянии.

Н а базе оболочечной модели рамы была построена модель самосвала путем 
крепления на ней платформы, груза, силовой установки (дизель-генератор на 
подрамнике), радиатора и других наиболее значимы х по массе узлов. В се навесные 
агрегаты  были смоделированы  в виде точечны х масс с заданны м и главными 
моментами инерции. Д ля связи дополнительны х элементов конструкции с 
оболочкой использованы  ж есткие балки, пружины, им итирую щ ие резиновы е 
амортизаторы, ш арниры и уравнения связей. К ром е того были добавлены  некоторые 
конструктивны е элем енты  оперения в виде конечно-элементны х оболочек.

П одвеска силовой установки, платф ормы  и радиатора на раме смоделирована 
как абсолю тно твердое тело, подвеш енное на упругих элем ентах (пружинах), 
располож енны х в направлении главных осей упругости резинового элемента. Для 
этого предварительно были собраны данны е взвеш ивания основны х узлов самосвала 
БелА З-75131, эксперим ентально определены  характеристики ж есткости 
амортизаторов силовой установки и платформы  самосвала, радиатора. Для 
вы числения массово-инерционны х характеристик основны х узлов: силовой
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установки, платформы, груза, радиатора и т.п. построены  их полные твердотельны е 
модели в пакете программ твердотельного проектирования РгоЕп§1пеег.

М одальны й анализ рамы с навесным оборудованием  выявил более низкие 
собственны е частоты  колебаний, такж е связанны е с кручением  рам ы  на частоте 
4.65Гц (рисунок 5).

Рис. 5. Первая форма собственных колебаний рамы с установленным оборудованием и с грузом в
незакрепленном состоянии.

Д ля детального анализа динамического поведения автомобиля в целом 
полученная модель была дополнена элем ентами подвески передней оси и заднего 
м оста с ш инами. Д анны е узлы  имею т значительны е массы и моменты  инерции в 
сравнении с рамой (12 тонн): масса передней оси в сборе с колесами составляет 
около 14 тонн, а задней оси в сборе с колесами около 33 тонн. Радиальная ж есткость 
колес незначительно отличается от ж есткости цилиндров подвески, а для задней 
подвески в груженом состоянии суммарная радиальная ж есткость сдвоенных колес 
приблизительно в два раза меньш е ж есткости цилиндра задней подвески. 
Х арактеристики ш ин были взяты  из результатов статических испытаний, 
полученны х на предприятии «Белш ина» г. Бобруйск. Так как нелинейность 
ж есткости ш ин и цилиндров подвески не учиты вается в модальном  анализе, 
задаваем ы е параметры  ж есткости ш ин и подвески были взяты  из величины  тангенса 
угла наклона характеристики при определенной нагрузке, соответствую щ ей 
распределению  веса самосвала с полной загрузкой.

В результате были получены моды колебаний с собственны ми критическими 
частотами. П роведено сравнение расчетны х модальны х частот с результатами 
дорож ны х испы таний (таблица 1).
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Таблица 1.
Соответствие расчётных частот собственных колебаний карьерного самосвала 

грузоподъемностью 130 тонне полной загрузкой в диапазоне о т  0.5 до 5Гц
Расчетны е частоты  

собственны х 
колебаний

Э ксперим ентальны е 
частоты  колебаний

О сновны е признаки формы 
колебаний

М одальная
форма

Частота,
Гц

Частота, Г  ц

1 0,54 0,39-0,58 П оперечно-угловы е колебания 
автомобиля на подвеске и ш инах

2 0,72 0,68-0,88 В ертикально-угловы е колебания 
автомобиля вокруг оси, 

проходящ ей через центральный 
ш арнир задней подвески

3 1,03 1,07-1,27 В ертикальны е колебания 
автомобиля на передней подвеске

4 1,41 1,27-1,46 В ертикальны е колебания 
автомобиля на задней подвеске

5 1,54 1,27-1,56 П оперечно-угловы е колебания 
автомобиля вокруг продольной 

оси подрессоренной массы
1,95-2,64 В ертикально-угловы е колебания 

вокруг оси, проходящ ей через 
задний мост

6 3,92 3,51-3,9 П оперечно-угловы е колебания 
передней оси и заднего моста с 

кручением  рамы
7 4,35

К ак видно из таблицы , форму колебаний в частотном  диапазоне 1,95-2,64 
расчет не выявил. В ероятно, в данной модели отсутствует колебательная система с 
собственной частотой в данном диапазоне, предполож ительно, это система рулевого 
управления. Таким образом, были получены  расчетны е формы собственны х 
колебаний автомобиля 3,92 и 4,35Гц, связанны е с поперечно-угловы м и колебаниями 
передней оси с передней частью  рамы и заднего моста с разны м и соотнош ениями 
ам плитуды  перемещ ений. Н а данны х модах колебаний, как показы вает расчет, 
происходит кручение рамы, сопровож даю щ ееся поперечны м изгибом лонж еронов и 
сдвигом  в зоне соединения ниж ней второй поперечины  (рисунок 6).

А нализ результатов исследования выявил значительное влияние на динамику 
самосвала при движ ении по неровной дороге параметров ж есткости ш ин и массово
инерционны х характеристик передней оси, заднего моста и колес.

П ространственная конструкция рамы  и пространственное располож ение узлов 
крепления подвески обуславливаю т сложную  форму ее деформации: в основном 
кручении с поперечны м изгибом. Следовательно, прочность сварных соединений 
поперечин с лонж еронами, такж е зависит и от ж есткости лонж еронов на кручение и 
поперечны й изгиб.
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Рис. 6. Форма собственных колебаний самосвала грузоподъемностью 130 тонн 
с полной загрузкой (вид снизу).

О чевидно, сущ ествует возмож ность повы ш ения долговечности рамы самосвала 
путем подбора параметров сечения лонж еронов, ш ирины  полки и толщ ины  боковых 
листов.

К ром е того увеличение прочности опасных зон соединения второй нижней 
поперечины  с лонж ероном  возмож но добиться более плавными переходами с 
больш им радиусом, например, с помощ ью  литы х вставок, что позволит располож ить 
сварны е ш вы  в менее нагруж енны х зонах.
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1. Басов К. А. А К 8У 8: справочник пользователя. -  М.: ДМ К П ресс, 2005. -  640с.

300



Вв1аги81ап 8̂ а̂ е ипгувг^Иу а / 1п/агтаИс8 апё Каё^ое^ес^^оп^с8, Мгп^к 

С О М Р Г Т Е К  8 I М ^ ^ А Т I О N  С Е  б - О О Е  Р Л К Л Ь Ь Е Ь  М Е С Н А N I 8 М  

В а 1п 1а к  I .  V . ,  А г е Ы  М .  А . ,  А 1е к Ь п о у 1с Ь  С .  N .

Тке 51Х ёедгее о//гееёат 5рака1 тоуетеп! яу^^ет ка^ Ьееп ехатгпеё. Л1догИктА’ апё 51ти1аИап 
ргадгат^/ог ё1гес1 апё 1пуег5е кгпетаИс ргоЫетя 5о1у1пд о/5рака1 тескапгят аге ргеяеп1её. Ая а гехи11 
о/ сотри1ег я1ти1аИоп 1ке тоуетеп! яуя!ет ’я ас1иа1ог яраИа1 тоНоп сараЫкНея аге оЬ1а1пеё апё 
1пуеяИ§а1её.

I N Т К О ^ ^ С Т I О N
Тке шоёегп рказе оГ 8с1епсе апё 1ескпо1о§у еуо1и11оп 1п 1ке Г1с1ё  оГ аи1оша11с апё 

гоЬо11с 8у81еш8 18 скагас1ег12её ку  1ке изе оГ ши111-ёе§гее-оГ-Ггееёош ш оуеш еп! зуз^ешз, 
геак21п§ а!шо81; апу 8ра11а1 шоуешеп^з оГ ап ехеси1;1уе ог таск1п1п§ 1оо1. Аёё111опа1 
геди1гешеп18 Гог 81ти11апеои8 1тр1етеп1;а1;1оп оГ а11 1гап81а11опа1 апё ап§и!аг то11оп8 аге 
1п 1псгеа81п§ Ггедиепсу ё е т а п ё е ё  Гог п е ^  ёеуе!ореё т о у е т е п !  ро8111оп ёеу1се8. Тке 
ти11;1-ёе§гее-оГ-Ггееёот 8у8!ет8 соп81гис!её оп 1ке Ьа818 оГ 6-В О Р рага11е1 т е с к а п 18т 8 
аге а т о п д  !ке т о 8 !  рег8рес11уе 8о1и11оп8 Гог 8иск т о 11оп8 1тр1етеп1;а1;1оп. И о^еуег, 1ке 
!а8к оГ гар1ё к1пета11с апё ёуп ат1с апа1у818 оГ 8иск рага11е1 т е с к а п 18т 8 18 опе оГ !ке 
та1п  ё1Гр1си111е8 1п !ке 8ркеге оГ гоЬо11с8. ТкегеГоге !ке рарег ехат1пе8 !ке 81ти1а11оп апё 
апа1у818 оГ !ке 6-В О Р рага11е1 т е с к а п 18т  1п М А Т Ь А Б /81ти кп к  ёеуе!ортеп1; 
епу1го п теп 1 !о рге8еп! а ргоёис11уе апё ир-1о-ёа1е ^ а у  оГ 81т11аг гоЬо11с тап1ри!а1ог8 
еп§1пеег1п§.

К I N Е М А Т I С  8 Т К Е С Т Е К Е  О Е  Т Н Е  М Е С Н А N I 8 М
К1пета11с 81гис1иге оГ 6-ВО Р (ёе§гее-оГ-Ггееёот) 8ра11а1 рага11е1 т е с к а п 18т  18 

8ко^п  оп Р1§. 1. И 18 с о тр о 8 её  оГ 6 1пёерепёеп1; 1е§8 соппес11п§ 1ке тоЫ 1е р!а1;Гогт Р13 
^11;к !ке Ьа8е. Е аск оГ !ке8е 1е§8 18 а 8ег1а1 к1пета11с ска1п 1ка1; 18 соп1го11её Ьу опе т о !о г  
^к1ск  ас1иа1е8 опе оГ !ке ]о1п18.

Тке рага11е1 тескап18т ,  рге8еп!её оп Р1§. 1, 18 1п1епёеё !о !ке геак21п§ оГ 8ра11а1 
3В тоуетеп18 оГ тоЫ1е р!а1Гогт [1]. Тке ро1п18 С1, С2, С3 тоЫ1е р!а1Гогт Р13 18 

ё1гес11у соппес1её !о ё1гес1 ёг1уе8 А1, В1, А2, В2, А3, В3  Ьу 8капк8 17 , /8, ^ ,  112 (7, 8, 
9,10,11,12) ^11к 8ркег1са1 к1пета11с ]о1п18. Тке 6-ВОР 8ра11а1 рага11е1 тескап18т  саггу
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си1 1Ьгее соогё1па1е ах1а1 ё18р1асешеп18 ( х , у , 2 ) апё 1Ьгее ап§ц1аг го1а11оп8 -  уа^, 
<9 -  р̂ с̂Ь, <р -  гоП) оГ 1Ье тоЬ^1е р1а1Гогт.

ТЬе пишЬег оГ ВОР ^а8 са1си1а1её Ьу 8отоу-Ма1у8Реу’ 8 Гогши1а [2]:
Ж = 6п -  X  к ■ р к -  V = 6,

к=1
^Ьеге п = 13; р 5 = 6; р 4 = 0; р 3 = 12; р 1 = р 2 = 0; V = 6.

ТЬи8, 1Ье тесЬап18т  Ьа8 6 ёе§гее8 оГ Ггееёот.

В Х К Е С Т  А N ^  I N V Е К 8 Е  К I N Е М А Т I С  Р К О Б Е Е М
ТЬе ё1гес1 апё 1пуег8е ргоЬ1ет8 8о1и11оп 1трИе8 1Ье 1тр1етеп1;а1;1оп оГ а1§ог11Ьт8 1п 

81ти1а11оп 8оГ1;̂ аге. ТЬе8е а1§ог11Ьт8 8о1уе Ьо1Ь ё1гес1 апё 1пуег8е ргоЬ1ет8 Гог 
тесЬап18т  1пуе811§а1её.

8о1и1;1оп ё1гес1 апё 1пуег8е ргоЬ1ет к1пета11с8 Гог ехеси11уе тесЬап18т  рге8еп! 
1трог1ап1 81а§е8 оГ 8у81ет то11оп ёе81§п а8 а ^Ьо1е Р1§.2.

2. Оеоше1г1с герга’вп1аИоп а/ 1ке шескапг^ш

В Х К Е С Т  К X N Е М А Т X С  Р К О Б Е Е М
В1гес1 к1пета11с8 ргоЬ1ет [2] 18 1о ёе1егт1пе 1Ье т е с Ь а п 18т  Гог а §1уеп 81гис1иге 

апё §еоте1гу оГ 1Ье тоу1п§  раг18, 1Ье 1а^8 оГ т о у е т е п !  оГ ехеси11уе-1еуе! ге1а11уе 1о 1Ье 
р1хеё соогё1па1е 8у8!ет ассогё1п§ !о 1Ье к п о ^ п  1а^8 оГ т о у е т е п !  оГ 1Ье 1при1 ог 
1трог1ап1 Ипк8.

Хпри! рагате!ег8 (а8 8Ьо^п оп Р1§. 2) аге 1Ье х апё у  соогё1па1е8 оГ ро1п1’8 ра1г8 
А1, В 1, А2, В 2 апё А3, В3, ^Ы сЬ  согге8ропё !о ёг1уе8; соогё1па1е 2 оГ 1Ье8е ро1п18 аге 

8ирро8её !о едиа! !о 2его. ^ е  ассер1её соогё1па1е8 оГ ро1п18 С 1, С 2, С 3 а8 ои1ри1 

рагате!ег8 Р1§. 3.
Рог 1Ье ро1п1 ^ е ’11 Ьауе:

хС = х ^ _ - (М^С^) со8ф , с о 8 а , ;

Ус, = Ун, -  (М1С 1)со8 ф , 81п а , ;

2с,. = (МгСг )81п ф , .

^Ь еге  I = 1, 2, 3 ; -  ро1п1 Ье1^ееп А1 апй В1 ; ф .̂ -  а , -  ап§1е8; (а8 8Ро^п оп Р1§. 3)

апё 1Ье ё181апсе Н С̂  ̂ 18 са1си1а1её Ьу Гогти1а
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N,0, = . П-\[1 х4 ) (Ув̂  у4 ) •

5

Лз ассер1её, 1Ье ёхз̂ апсез С1С2, С2С3 апё С3С1 аге едиа1, 1Ьеп сап г̂11е
С1С2 = С2С3 = С3С1 = а = сспз! •

Ипа11у, ^е’11 ^г11е едиа11сп зуз̂ еш, ^ЫсЬ соп1;а1п §еоте1г1с сопё11;1оп Гог 
соогё1па1е8 оГ ро1п18 С;, С2, С3:

(ХС2 — ХС[ ) + (уС2 -  уС1 ) + ( С̂2 — ̂ С[ ) 

(ХС3 -  ХС2) + (уС3 -  уС2) + ( С̂3 -  ̂ С2) 

(ХС3 -  ХС1) -  (уС3 -  уС! ) + ( С̂3 -  ̂ С1 )

: а
■■ а

а

8о1у1п§ 1Ье8е ехргеззхопз 1о§е1Ьег, ^е сап §е1 пееёеё соогё1па1е8 оГ р1а1Гогт ро1п18 
С; , С2, С3 ̂ ПпГог1ипа1е1у, 11’ 8 песеззагу 1о изе питег1са! те^Ьоёз Гог 1Ье 8о1у1п§ оГ
едиа!1оп 8у81ет ёие 1о поп-11пеаг11у оГ 1ке1г едиа!1оп8̂

Рог 81ти1а11оп оГ тесРап18т ^е ёеуе!ореё 1Ре тоёи!е 1п МЛТЬЛВ епу1гоптеп!, 
^ЫсР 8о1уе8 1Ье ё!гес1; ргоЫет^

I N V Е К 8 Е  Р К О Б Е Е М
Хпуег8е к!пета11с8 ргоЫет [2] оГ хРе тесРап!8т (Р1§̂  1) сап Ье Гогти1аХеё а8 

Го11о̂ 8̂  IX 18 песе88агу Гог хРе ро81х1оп апё ог1епХаХ1оп оГ хРе тоуаЫе е1етепх оГ 
тесРап!8т, ^Р1сР 18 ёеРш её 1п тоуаЫе соогё!пахе 8у8хет охуг, 8рес1р1её Ьу а ё!8сгехе ог 
рагатехг1са! Гипсх1оп 1п ге1ах1оп хо а 8хах1опагу соогё!пахе 8у8хет 0X 12, хо Гш ё хРе 
ро81х!оп оГ 8едтепх8 1, 2, •••, 6 (8ее Р1§̂  1), ёеГш её 1п хРе соогё!пахе 8у8хет 0ХХ2 
соогё!пахе8 оГ ро!пх8 апё В . , ге8ресх1уе1у, (/ = 1, 2, 3)̂

1п хРе 81ти1ах1оп 8оГх̂ аге ро81х!оп апё ог1епхах!оп оГ хРе тоуаЫе соогё!пахе 8у8хет 
охуг 1п ге1ах1оп хо хРе р1хеё соогё!пахе 8у8хет 0X72  аге сРагасхег12её Ьу, ге8ресх1уе1у, хРе 
Сагхе81ап соогё!пахе8 оГ р1ахГогт сепхег 0 (х 0,у 0, 2 0) апё Еи1ег ап§1е8 ф, 0, ^ • ТРе 
ро81х!оп апё ог1епхах!оп тахг1х 18 §1уеп Ьу

м  Ф,0,̂ = м  ф-м  0-м  ̂ =
со8 ф со8 0 -  81п ф со8 ̂  + со8 ф 81п 0 81п ф‘ 
81п ф со8 0 со8 ф со8 ̂  + 81п ф 81п 0 81п ф‘

-  81п 0 со8 0 81п ф‘
1п хРе ип!Гогт соогё!пахе8 тахг1х М ф,9,̂

81п ф81п ̂  + со8 ф 81п 0 со8 ф‘
-  со8 ф81п ̂ +  81п ф 81п 0 со8 ф‘ 

со8 0 со8 ф‘
8Ра11 хгап8Гогтеё хо хРе ГоигхР-огёег

тахпх:
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М  — М  0 •м  -  М  • м о Iм  ф,е,̂ ]3x3

Хо
•Ус

0 0 0 1

^Ы сЬ  аге изеё Гог са1си1а11п§ оГ а р1а1Гогш ро1п1 соогё1па1е8. 01уеп ша1г1х Ги11у ёезсгхЬез 
ог1еп1а11оп апё ро 8111оп оГ ш оуаЫ е р1а!Гогш оГ рага11е1 ш есЬап18ш.

Сопуег11п§ ро1п! соогё1па!е8 С1, С2, С3 1п 81а11опагу соогё1па!е 8у8!еш ОХУ1 сап Ье 

геаИгеё Ьу Гогти1а

К ) —

То Гшё 1Ье ро1п!8 Д. апё Б. арргорг1а!е 1о 1Ье 1оса11оп оГ 1Ье ро1п! С1:

■ X ) ■ ■ хс, ■
у ) — М  • Ус,
2 ) 2с,

1 1

^  (С1) )2 + (у -  У <С,> I2 — ,  2 _(,  (Ч) I2
X 2 +,

У — ±4к^

X 2 + У 2 — К  2.
’2 -х^

К  2 + <X (с1)) + (у <с1) )2 + (,  <с1) )2 - 12 -  2 • X • X (с1) — ±2У (с1) -4К 2 -  X 2 .
^Ьеп ^е  ёепо!е

К 2 + <х(с1)) + (у с̂1))2 + (^ с̂1)I2 - 12 — А ,
1Ье ргеу1ои8 ехрге881оп 1аке8 а Гогт

А  -  2 • X • х С̂1) —±2у С̂1) V К 2̂ - х2 .
К о^ ^ е  га18е Ьо1к раг!8 оГ 1Ы8 ехрге881оп 1п!о а 8есопё ро^ег:

ах  ̂-  2Ъх + с — 0,
^Ьеге а  — 4((х С̂1))  + (у С̂1)) ) , Ъ — 2Ах С̂1), с — А^ -  4(у С̂1)) К 2.

Тгот 1а81 диаёга11с едиа11оп ^ е  сап Гшё соогё1па!е8 оГ ро1п!8
А1, В1, А2, В2, Аз, В 3 .

ТЬи8 ге8и1!8 8о1и11оп 1ке 1пуег8е к1пета11с ргоЬ1ет, 1Ьа! 1трИе8 1ке ёе1егт1па11оп 
оГ 1ке 1при! уаг1аЬ1е8 <то!ог8 8каГ18 го1а11оп ап§1е8) ои! оГ 1ке ои1ри! уаг1аЬ1е8 <р1а!Гогт 
ро8111оп X, у , 2  апё ог1еп1а11оп ^ , е , ф) [2]. ^ е  ёеуе!ореё 1ке тоёи!е 1п МЛТЬАБ 
епу1гоптеп!, ^ЫсЬ 8о1уе8 1ке 1пуег8е ргоЬ1ет.

Н А К Р ^ А К Е - Т М - Т Н Е - Г О О Р  С О N Т К О ^  М О В Е Ь  8 I М ^ ^ А Т I О N  I N  
М А Т ^ А В / 8 I М ^ ^ I N К

ТЬе б-ВОТ 8ра11а1 рага11е1 тесЬап18т  соп1го! 8у8!ет сотри!ег 81ти1а11оп 18 

1тр1етеп!её а8 !Ье Ьагё^аге-1п-1Ье-1оор соп1го! тоёе! 81ти1а11оп 1п МАТЬАБ/81тиИпк 
тоёеИпд епу1гоптеп!. МАТЬАБ/81тиИпк 1п соп]ипс11оп Кеа1-Т1те ^огк8кор сап 
аи1ота11са11у §епега!е, раскаде, апё сотрПе 8оигсе соёе Ггот 81тиИпк тоёе!8 !о сгеа!е 
геа1-11те 8оГ!^аге аррИса11оп8 1Ьа! сап 1ттеё1а1е1у Ье ехеси!её оп а уаг1е!у оГ 8у8!ет8 
апё Ьагё^аге р1а!Гогт8 !Ьи8 епаЬИпд !Ье б-ВОТ 8ра11а1 рага11е1 тесЬап18т  соп1го! 
8у8!ет Ьагё^аге-1п-1Ье-1оор 81ти1а11оп а8 ^е11. [3] ТЬе б-ВОТ 8ра11а1 рага11е1 тесЬап18т  
соп1го! 8у8!ет Ьагё^аге-1п-1Ье-1оор 81ти1а11оп 81гис!иге 18 рге8еп!её оп Т1д. 4. А8 !Ье 
ге8и1! оГ Ьагё^аге-1п-!Ье 1оор 81ти1а11оп <Т1д. 4), !Ье б-ВОТ 8ра11а1 рага11е1 тесЬап18т
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соп1го1 8у81еш Ьагё^аге-1п-1Ье-1оор 81ши1а11оп шоёе1 Ьа8 Ьееп ёеуе1ореё 1п 
М ЛТЬЛВ/81ш иИпк Гог 81ши1а11оп оп Т1 ТМ 8320С 2000 В 8 Р  ёеЬи§ кагё^аге  р1а1Гогш 
(1аг§е1 Ьоагё).

р 1д. 4. 81гис1игг а/шескапг^ш шоёе1

ТЬе ёеуе!ореё Ьагё^аге-1п-1Ье-!оор 81ши1а11оп ш оёе! епаЬ1е8 1ке ехеси11оп оГ 1ке 
М ЛТЬЛВ/81ш иИпк соп1го1 8у81еш ш оёе! ё1гес1;1у оп рЬу81са1 Ь агё^аге ёеЬид р!а1Гогш, 
§1у1п§ 1Ьа1 ^ а у  1ке ро881ЬШ1у оГ гар1ё соп1го1 рго1о1ур1п§ Гог 1ке 6-В О Р рага11е1 
шесЬап18ш соп1го1 8у81еш.

Нагё^аге-1п-1Ье-1оор 81ши1а11оп арргоасЬ регш118 1е811п§ Ь агё^аге сошропеп18 апё 
ёеЬи§§1п§ оГ соп1гоПег 8оГ[^аге Ьу т е а п 8  оГ соппес11п§ Ь агё^аге 1о 1Ье р год гат  тоёе18 
^ Ы сЬ ^ е г е  ёеуе!ореё апё 81ти!а1её ^11;Ып то ёеИ п д  епу1гоптеп1.

К Е Р Е К Е N С Е 8

1. Ь11у1паи У., 1аг8к1 V. апё ЛгеЫ М . ТЬе 81ти1а11оп оГ Рага11е1 М есЬап18т 8 1п 
М Л Т Ь Л В /81тиИ пк Веуе!ортеп1; Епу1гоптеп1 // Ргосееё1п§ оГ 53гё 1п1егпа11опа!8 
^ 188еп8сЬаГ1;ИсЬе8 Ко11оди1ит ТесЬп18сЬе Пп1уег811а1 11тепаи, 0 8 -12  8ер1етЬег 
2008. -  Р. 73.

2. К агроу1сЬ 8., 1аг8к1 V. апё Ва1п1ак I. “М о11оп 8у81ет8 оп 1Ье Ьа8е оГ ё1гес1 ёггуе” // 
М1п8к В8П1К -  2008 -  238 Р. [1п К и 881ап]

Ь11у1паи У., 1аг8к1 V., Ва1п1ак I. апё ЛгеЫ М. “Нагё^аге-8оГ1;^аге то ёеИ п д  оГ а 
соп1го1 8у81ет оГ ти1^^соо^ё^па^е 8у81ет оГ тоV^п§” // В 8 ^ IК  Керог18.- 2 0 0 7 .-№  6 .-Р . 
50-55
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С Е М Е Й С Т В О  Н О В Ы Х  П Р И К Л А Д Н Ы Х  К Р И Т Е Р И Е В  К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н О Й  
У С Т О Й Ч И В О С Т И - Н Е У С Т О Й Ч И В О С Т И  Д В И Ж Е Н И Я

Г у р в и ч  Ю . А .

1п 1к15 агНс1е а А’в! а/пе^ аррНеё сгИегга а /а ’сШа1агу апй а рег1аё1с тоуетеп!^’ 1ка1 сап Ъе и^её 1п 
ё1//егеп1 /ге1ё5 о/^сгепсе апё 1ескпо1оду 1 ’̂ ёе^сггЪеё.

В курсе «Теоретическая механика» в разделе «Динамика» из дифференциаль
ного уравнения движения груза, прикрепленного к пружине, под действием двух 
сил: силы упругости и силы сопротивления среды, пропорциональной первой степе
ни скорости, выводится критерий темпа затухания колебательного процесса -  лога
рифмический декремент колебаний

В  = " А  _ "1п- = п Т

где А 1 -  амплитуда; п -  коэффициент демпфирования; Т  -  период колебания.
Этот критерий до сих пор широко используется во многих областях науки и 

техники, например: при проектировании всех транспортных средств (самолетов, вер
толетов, автомобилей и т.д.); на стадии проектирования звукоизолирующих перего
родок в промышленных и гражданских зданиях.

Известно, что одним из средств борьбы с колебаниями упругих конструкций 
служат специальные покрытия, способные к интенсивному поглощению энергии ко
лебаний. Эффективность применения на практике того или иного покрытия опреде
ляется критерием темпа затухания колебательного процесса В .

Однако Ю .К. Фавстовым [1] экспериментально было обнаружено парадоксаль
ное явление, заключающееся в том, что покрытия, материал которых характеризует
ся большим значением критерия В , зачастую хуже демпфируют колебания, чем по
крытия с меньшим значением этого критерия.

Рассмотрим виброграммы, приведенные на рис. 1. По ним можно сделать вы
вод: процесс, соответствующий кривой 1 затухает медленнее процесса, соответ
ствующего кривой 2. Хотя логарифмический декремент в первом случае больше, чем

во втором. Объясняется это тем, как сооб
щалось в печати [2], что «... логарифмиче
ский декремент колебаний характеризует 
затухание не за объективную единицу вре
мени (например, за одну секунду), а за один 
период колебаний».

Помимо такого серьезного недостат
ка, как «парадокс» у логарифмического де
кремента колебаний имеются еще недостат
ки, которые описаны в [3,4].

Поэтому для исследований различно
го рода колебательных процессов предлага
ется два семейства новых прикладных кри
териев колебательной устойчивости- 
неустойчивости движения, которые свобод
ны от всех указанных недостатков.

При этом любой критерий из каждого семейства критериев должен удовлетво
рять следующим требованиям:

■ не должен противоречить теории линейных колебаний;

Рис.1. Какие колебания 1 или 2 затухают 
быстрее?
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■ должен отличать «м едленны е» и «бы стры е» движения;
■ может оценить колебания с увеличиваю щ ейся амплитудой. 

«Р ас ш и ф р уе м » перечисленные требования.
Т а к , под «н е  противоречить теории линейны х кол ебаний» поним ается, что: 
во-первы х, критерий не должен противоречить логариф мическому декременту 

колебаний, с помощ ью  к о то р о го  определяется тем п затухания лю бы х колебаний -  
линейны х (для н и х логариф мический декремент -  постоянное число) и нелинейны х 
(логариф мический декремент постепенно меняется);

во-вторы х, его мож но аппроксимировать экспонентой, поскольку в основу ло
гариф м ического декремента колебаний полож ена экспоненциальная ф ункция;

в-тр етьи х, с его помощ ью  м ож но оценить колебания с увеличиваю щ ейся ам
плитудой (нарастаю щ ие или расходящ иеся колебания -  признак неустойчивости 
движения).

В то р о е  требование связано с терминами «медленны е» и «бы стры е» движения. 
Ч то б ы  понять, что  под ним и кроется, рассмотрим пример.

Д о п ус ти м , что  колебательная система, например управляемая ось автомобиля, 
имеет логариф мический декремент колебаний В , равный 10. О ч е ви д но , ч то В  =  10 
м ож но получить бесчисленным числом способов сочетания п и Т . П о э т о м у  «м ед 
ленны м и» будем считать те колебания, у  которы х Т  > п , а «бы стры м и» —  у  к о то 
ры х, нао бор от, п > Т .

Физически это означает следующее. П р и  ш ирине д орож ного полотна 3 м авто
мобиль, движ ущ ийся, наприм ер, со скоростью  15 м/с (54 км/ч), при наезде передни
ми колесами на неровность, вызвавшую «бы стры е» движения э ти х колес (см. кри 
вую  2 на рис. 1 ) , с полосы не сойдет. Е с л и  же движения «медленны е» (см. кривую  1 
на рис. 1 ) , автомобиль на полотне не удержится.

И с х о д я  из сказанного, в качестве первого семейства критериев (без вывода) 
предлагается величина, обратная коэф ф ициенту п демпфирования (затухания) си
стемы

К р и т е р и и  п ер во го  сем ей ства

К

т
2 К

X
2

т

л  ̂ " 1 А

Дм Д

(1)

‘*’г+1  ̂ 1+Х
где г , X  -  целые числа 1 , 2 , 3 , _ ,  .

К р и те р и й  Р 1 своим числителем оценивает время, а знаменателем -  тенденции к 
нарастанию  или затуханию  колебаний: если знаменатель больше нул я , то  имеет ме
сто колебательная устойчивость (затухание колебаний), если меньше -  колебатель
ная неустойчивость (нарастание колебаний).

П е р в о е  семейство критериев ( 1 )  необходим о прим енять, когда логариф миче
ский декремент колебаний остается постоянны м  для всего процесса затухаю щ и х или 
нарастаю щ их колебаний.

В  качестве в тор ого семейства критериев (без вывода) предлагается также вели
чи на, обратная коэф ф ициенту п демпфирования (затухания) системы.

Приведем  формулы для критериев в то р о го  семейства Р2, Рз, Р4, ^  , . Здесь 
цифрами 2 , 3, 4 и т.д.  обозначается суммарное количество амплитуд отдельно для 
числителя и отдельно для знаменателя дроби, находящ ейся под знаком натурального 
логарифма.
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Критерии второго семейства

Критерий Г  2 > 0. Р.

X
2

Т

'  Л. + ^1п

Если X = 1, 1 = 1, ] = 3, то Р

Ах+Х + А] +Х
Т
2

(2)

^ А1 + А3 ^1п
А2 + А.V 2 4 У

Если X = 3, 1 = 1, ] = 3, то Р2 = 2 ‘Т

^ А1 + А2 ^1п

Критерий Г  3 (к > | > 0. Р

А4 + А, 
' X 

2

Если X = 2, I = 1, ] = 3, к = 4, то Р3 =

1п А'+  А  ̂ + А-
А1+Х + А] +Х + Ак+X

Т

(3)

3 ^ А  + А, + А ^1п
А3 + А, + Аб

X Т
Критерий Г  4 (1 > к > I > 1). Р

А + А  ̂ + Ак + А

А1+Я+ А; +Д+ Ак+Я+ А1+Я
1п

. (4)

2Т
Если Я =  4, 1 = 2, ] = 3, к  = 4, 1 = 5, то  Р4 = —^  . .

Ат + Ат + А, + А.1п
V А6 + А7 + Ац + А) У

Второе семейство критериев (2) -  (4) может применяться в тех случаях, когда 
логарифмический декремент колебаний не является постоянной величиной для всего 
процесса затухающих или нарастающих колебаний.
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ГО У ВПО Чувашский государственный педагогический университет
им. И. Я. Яковлева

И Н Т Е Н С И В Н А Я  Т Е Х Н О Л О Г И Я  И З У Ч Е Н И Я  К У Р С А  « Т Е О Р Е Т И Ч Е С К А Я  
М Е Х А Н И К А »  С  И С П О Л Ь З О В А Н И Е М  А В Т О М А Т И З И Р О В А Н Н О Й

О Б У Ч А Ю Щ Е Е  С И С Т Е М Ы

Рад аев С . Ю . ,  Т и х о н о в  С . В . ,  Ч е к м а р е в  Г . Е .

К раеугольны м  камнем  в современны х образовательны х технологиях и всевоз
мож ны х методиках обучения специалиста с высш им проф ессиональны м  образова
нием  является, на сегодняш ний день, привитие ему навыков самостоятельной рабо
ты, творческого подхода к возникаю щ им  проблемам. Сю да же относятся умение 
мыслить неш аблонно, бы стро перестраиваться на новы е формы и методы производ
ства, если они оказываю тся лучш е и эф ф ективнее старых. Теоретическая механика, 
являясь ф ундаментальной дисциплиной физико-математического цикла, развивает и 
создает не только общ еинж енерны й фундамент, но и в целом  общ енаучную  базу бу 
дущ его специалиста. В аж ное место в курсе отводится упраж нениям  и контролю  
усвоения практических навыков, т. к. реш ение примеров и задач -  один из наиболее 
эф ф ективны х способов оценки уровня знаний.

К  сожалению , сущ ествую щ ая на сегодня традиционная схем а обучения сильно 
отстает от достиж ений технического прогресса.

Рис. 1

Согласно ей лектор разрабаты вает и читает основной курс, часть вопросов вы 
носит на самостоятельное обучение и принимает отчет о сам остоятельной работе на 
коллоквиуме. А ссистент проводит практические занятия, на которых разбираю тся 
стандартны е и не очень задачи, проводятся письм енны е контрольны е работы, выдает 
и принимает вы полненны е типовы е расчеты. Таким образом, лекция представляет 
собой м онолог проф ессора или доцента, а на практическом  занятии активно работа
ю т у доски 3-7 студентов, оставленны е являю тся пассивны ми участникам и учебного 
процесса. Д екан не мож ет влиять на качество обучения, т. к. он не владеет инф орм а
цией о текущ ей успеваемости студента. В лучш ем  случае у него есть сведения о 
пропусках. Свое реш ение о продолж ение студентом  обучения он вы носит по итогам 
экзам енационной сессии. О писанная выш е ситуация иллю стрируется рисунком  1.
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Н ами разработана автом атизированная обучаю щ ая система [1] (АОС), которая 
отличается от традиционной формы обучения наличием  м одульны х лабораторны х 
работ и после некоторой доработки мож ет с успехом  быть применена для работы  над 
курсом теоретической механики. В этом  случае взаимодействие основны х субъектов 
учебного процесса описы вается схемой, представленной на рис.2.

Рис. 2

К аж дая дидактическая единица ГО С ВП О  (раздел программы) разбивается на 
несколько модулей (рис. 3), а каж ды й модуль в свою очередь состоит несколько ла
бораторны х работ (рис. 4), каждая из которы х вклю чает краткие теоретические све
дения по тем е и выборку задач (в количестве не менее 50-80). В А ОС тренировочная 
состоит из 10 заданий текущ ей тем ы  и дополнительно вклю чает в себя по одному 
заданию  из преды дущ их лабораторны х работ преды дущ его модуля.

Рис. 3

Рис. 4
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Студент приходит на занятие и, пользуясь своим учебным шифром, создает себе 
индивидуальную тренировочную базу задач. Оценка выполнения задания из лабора
торной работы производится по формуле:

С  = + 0 , \ ^ 0,

где к-̂  -  коэффициент качества выполнения лабораторной работы, к 2 -  коэффици
ент уровня сложности задания, к 3 -  коэффициент своевременности выполнения ла
бораторной работы, (!0 -  коэффициент уровня остаточных знаний, если задание из 
предыдущих работ, Ъ0 -  начальная стоимость занятия, она определяется ассистен
том в зависимости от сложности и важности изучаемого материала.

В А О С  приняты следующие значения вышеназванных коэффициентов:
к

к1 = к2 '

1,2 задачи 3 уровня сложности, 
1 задачи 2 уровня сложности, 
0,8 задачи 1 уровня сложности,

кз =
(!0 = п  - 1 .

решены все задачи,
0,8 решено не менее 80% задач,
0,6 решено от 70% до 80%задач,
0,5 решено менее 70% задач,

1,2 досрочно,
1 в срок,
0,9 1 неделя опоздания,
0,8 2 недели опоздания,
0,7 3 недели опоздания,
0,6 4 недели опоздания,

где п  -  номер лабораторной работы.
Классификация задач по уровню сложности может быть следующей:

1 -  й уровень -  узнавание,
2 -  й уровень -  решение типовой задачи (известное сочетание типовых действий)
3 -  й уровень -  решение нетиповой задачи (новое сочетание типовых действий).
В соответствии с предложенной классификацией для создания банка заданий перво
го уровня сложности можно использовать [2], задания второго и третьего уровня 
сложности можно взять из [3]. Классический сборник задач [4] содержит все типы 
задач.
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И С П О Л Ь З О В А Н И Е  Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Й  М А Т И С Л В  В  
З А Д А Ч А Х  Д И Н А М И К И  П О  К У Р С У  Т М М

Б о к у н  Г . С . ,  В и х р е н к о  В . С . ,  Г а п а н ю к  Д .В .

Ва5в5 а/сошри1ег 1аЬога1агу М!Огк оп тайеИпд а/ёупаш1с5 а/ 1ке шаскгпе ипН 1п уаг1аи5 тайа’ аге 
и1а1гй. Айуап1адв’ а/и’е а/апа1уНса1 сотри^е^ {гап^/агтаНап’ /ог ^акиНап а/ 1ке ё1//егепНа1 вдиаНап а/ 
1ке таскгпв ипН тоувтвп! ’ирро’ей Ьу 1а’{ увпчот’ о/МАТИСАВ аге ’ко^п.

Ранее была показана эффективность применения М Л ТН С Л ^ при организации 
курсового проектирования [1]. Изложенные подходы [2] можно усовершенствовать, 
отказавшись от использования одно- и многомерных массивов при разработке соот
ветствующего программного обеспечения для учебного процесса. На примере воз
можной компьютерной лабораторной работы покажем, как применение функцио
нальных представлений в М Л ТН С Л ^ позволяет, с одной стороны, лучше и легче 
усвоить методы ТМ М , а с другой служит хорошей практикой по применению совре
менных компьютерных технологий при реализации этих методов.

Дополнительные возможности, заложенные в последних версиях М Л ТН С Л ^, 
допускают использование многоуровневых функциональных вложений и, в резуль
тате, позволяют решать задачи динамического синтеза в функциональном виде, при
близив программирование к «формульным записям» учебника по ТМ М , что значи
тельно облегчает понимание материала.

Кроме этого, операторы М Л ТНСЛ В , решающие дифференциальное уравнение 
движения машины, требуют представления всех величин в функциональном виде. 
Поэтому с самого начала целесообразно динамические характеристики механизмов, 
определенные для конечного числа положений, представить в функциональной фор
ме.

Найденный в форме одномерного массива приведенный момент инерции меха
низма I с помощью процедур интерполяции преобразуется в функцию обобщен
ной координаты. Для этого используются значения величины приведенного момента 
инерции (у) для двенадцати положений кривошипа, характеризуемых значениями 
его угла поворота (х)

X := 0п 30п 360п ЛТ
180 180 180

V У

у  := (0,25 0,32 0,27 0,18 0,40 0,53 0,34 0,20 0,27 0,32 0,15 0,04 0,25)Т . (2)
С помощью процедур

V’  := р ’р11пе(х, у ) ,
1рг (а) := 1п1 е^р(V’ , х, у, а)

получим I как функцию угла поворота кривошипа а (см. рис. 1).
й1 гДля дальнейшего понадобится производная — , которую получим, записав

(1)

(3)

(4)

й а

01рг (а):= й а  1рг (а). (5)

Аналогично, используя значения величин приведенного момента сил сопро
тивления у у  для двенадцати положений хх, приходим к зависимости М (а)
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XX := 0п 30п
180 180

360п
180

.ХУ := (50 670 1050 1720 2000 902 -600 -1200 -901 -505 -202 -6050)^,
XX := р 8р 1 1 пе{ хх, у у ),

Мрс (а) := 1п1 егр(хх, хх, уу, а ) .

(6)

(7)

(8) 

(9)

Рис. 1. Зависимость приведенного момента инерции (4) и его производной (5) от угла поворота кри
вошипа а

Интегрируя М (а ), находим работу сил полезных сопротивлений Арс(а) и 
изменение кинетической энергии А К (а) в зависимости от величины обобщенной 
координаты а

Арс (а) := I  Мрс (а)^ а ,
0

(10)

М а  := Арсс(2п)/2п, (11)
АК(а):= М а  а-А^^^.(а), (12)

здесь М а  -  момент двигателя (рассматривается случай, когда М а  = сопx )̂.
Анализируя график, отражающий изменение АК  (см. рис. 2), определяя экс

тремальные значения этой функции, находим наибольшее изменение функции АК , 
необходимое для расчета момента инерции маховика / тах0.

Рис. 2. Изменение кинетической энергии

Из графика АК  (а ) , следует
а 1 := М 1п1т 12е(АК , 2п ) = АКт;п := А К (а 1), 

а  2 := Мах1т 12е(АК  ,2п ) = АКтах := АК (а  2),
(13)
(14)
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. :=АКпагЪ т ■АКт,„. (15)
По среднему значению угловой скорости ( юср =ю(0)) и коэффициенту нерав

номерности работы находим момент инерции маховика
А К пагЪ
5ю2 (16)

(0)
Тогда

1рг (а ) := 1рг (а ) + ̂ тахО (17)
Вычисляем начальное значение кинетической энергии, а также кинетическую 

энергию К  = К  (а )  в зависимости от угла поворота а
К(0) = 0,51рг (0)ш2(0), (18)

К  (а):= К  (0) + А К  (а). (19)
Теперь рассчитываем угловую скорость ю = ю(а) и представляем ее графиче

ски (см. рис. 3)

ю (а) :=
V

2 • К  (а)
( а )

(20)

Двумя способами ведем расчет углового ускорения
с1 ю(а)е!(а) :=ю(а)-
ё  (а)

е2(а) := т ё  -  (а) -  0,5ю2(а) В !  (а)рг '
( а )

(21)

(22)

и строим графики функций е! и е2 (рис. 4).
Далее рассмотрим решение дифференциального уравнения движения машины 

с учетом механической характеристики двигателя.
Зависимость момента двигателя, приведенного к приводному звену механизма, 

определяется по формуле [3]
(пап -  паё)(пап -  пд )М д = 21 кЦ М , , (23)(п п - пд)2 + (п п - п .)X ап д ̂  X ап ае /

где и  -  передаточное отношение привода, М а̂ -  значение номинального момента 
двигателя, пап, пае и па -  синхронная, критическая и текущая частоты вращения ро
тора, соответственно.
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Для расчета параметров в приведенной формуле сначала вычислим среднюю 
эффективную мощность, потребляемую механизмом

Мер = м а  -юСО). (24)
Тогда мощность двигателя с учетом к.п.д. привода (п = 0,9) составляет 
Ы- = N  пВт.а ср *

По таблице из [3] выбираем двигатель, с требуемыми характеристиками
( Па ; ^  ̂ ; N а̂ ; па. ). Вычисляем М а

N..а. Вычисляем передаточное отношение при

вода и  = - . - .  Находим п.^ = п.~ - X . ( п а~ - п .̂ ) . Тогда формула для расчета 1 д дает
п

зависимость между моментом на валу двигателя и его угловой скоростью.
В свою очередь, обозначив зависимость угловой скорости ведущего звена от 

угла его поворота как ю1( а ), запишем
ю1(а) - и  - 30

п.. =■ 
а п

(25)
В итоге можем записать зависимость М . = М а (ю1( а )).

Для решения дифференциального уравнения и исследования переходных ре
жимов функции 1р̂ . (а ), 01^^. (а) и М  ̂ с (а) необходимо преобразовать в периодиче
ские с периодом 2п. Для этого используем процедуру

т(а):= а -  2п- 1гипс
V 2п У

Решим дифференциальное уравнение, записав вычислительн̂ тй блок 
01уеп

ю1( а) = М а  (ю1(а)) - Мрс (т(а)) -  0,50!^^  (т(а)) - ю12 (а)рг '
!рг (т(а)) ю1(а) 

ю1(0) = 50
ю1: = Обе§о1уе (а,20п).

(26)
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Рис. 5. Зависимости угловой скорости звена приведения при различных начальных условиях

В итоге получим искомую зависимость ю1 = ю1( а) на интервале в 10 периодов. 
Рассмотрим эту зависимость при различных значениях ю1(0) (см. рис. 5). Затем дан
ное уравнение используется для анализа различных режимов работы механизма при 
разнообразных условиях.
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Р А З Р А Б О Т К А  Ф У Н К Ц И Й  П О Л Ь З О В А Т Е Л Я  Д Л Я  
Р Е Ш Е Н И Я  З А Д А Ч  Т Е О Р Е Т И Ч Е С К О Й  М Е Х А Н И К И

Б о с я к о в  С . М . ,  Ц а р е в а  А . А . ,  С к л я р  О . Н .

1п (Н18 рарег рггагп1а 1ке Ьа̂ 1с и^вг /ипсНат’ йеуе1артеп1 ге5ы115, м>к1ск аге 1тр1ешеп1её 1п 1а̂ к 
хо1иНоп 1п 1кеагеНса1 апй арркей тескапгс’ м>Ик 1ке и’е о//ипсНапа! ргодгаттгпд ро’’1ЬШНе’ а//егей Ьу 
1ке сотри1ег уу’1ет Ма1кетаНса. Ехатр1е’ о/ 1тр1етеп1аНоп о/ 1ке аЬоуе тепНопей /ипсНот’ 1п 1а’к 
’о1иНоп оп кгпетаНс’ о/а ро1п11п сигуе-м>ахе ог1ко§опа1 соогй1па1е’.

При решении многих задач теоретической и прикладной механики, допускаю
щих применение функций для проведения определенных или типовых расчетов и 
вычислений, целесообразно применение систем компьютерной математики, реали
зующих функциональное программирование. В настоящей работе представлены ре
зультаты разработки собственных функций пользователя пакета Ма1кетаИса [1], 
предназначенных для решения задач кинематики и динамики точки в криволиней
ных ортогональных координатах.

Для заданной системы криволинейных координат коэффициенты Ламе опреде
ляются следующим соотношением [2]:

Н , =
^ дх +

 ̂ д Л2
дУ 
дЧг

+  ̂ дг

дЧг
,/ = 1,3. (1)

Для автоматизации подсчета коэффициентов Ламе в системе Ма1кетаИса раз
работана функция Ь а т е С о е ^ Л с 1 е п й з [ Н , { д 1 , д 2 , д 2 } , { х , у , 2 } ] , которая вы
полняет генерацию списка подстановок вида Н [ х 1 ]  ^ е х р г  для коэффициентов Ла
ме в соответствии с соотношением (1). Здесь аргументом Н является обозначение ко
эффициентов Ламе, список { р 1 , р 2 , р 2 }  содержит обозначения для криволинейных 
координат, список { х , у , 2 } -  выражения, связывающие декартовы и криволиней
ные координаты. Ниже приведено определение функции Ь а т е С о е ^ Л с 1 е п й з .

ЬатеСое^^1с1еп^з[Н_,{д1_,д2_,д3_},{х_,у_,2_}]: =
ТЬ^еай[{Н[^1],Н[^2],Н[^3]}^РоNе^Еxрапй[3^тр1^^у[{
Здг^[В[х,д1]^2+В[у,д1]^2+В[2,д1]^2],
Здг^[В[х,д2]^2+В[у,д2]^2+В[2,д2]^2],
Здг^[В[х,д3]^2+В[у,д3]^2+В[2,д3]^2]}]]]

Отметим, что в теле функции для упрощения результирующих выражений для ко
эффициентов Ламе можно использовать функцию 3 1 т р 1 1 ^ у  с условиями 
{ р 1 > 0 , р 2 > 0 ,  р 3 > 0 }  для криволинейных координат. В качестве примера прове
дем расчет коэффициентов Ламе для цилиндрической системы координат:

Сое^^1с1еп^зЬате[Н,{р,ф,2},{р Соз[ф],р З1п[ф],2}]

{Н[р]^1,Н[ф]^р,Н[2]^1}

Проекции скорости на оси криволинейных координат задаются следующим со
отношением [3]:
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V, =  н А , ,  =  1 ,3 , (2)

где Н^ -  коэффициенты Ламе.
Для расчета проекций векторов скорости на оси криволинейных координат в 

системе МаХкетаИса, соответствующих формуле (2) разработана функция 
V е 1 о с ^ й у [ V , { ^ 1 , ^ 2 , ^ 3 } , { x , у , 2 } ] , где аргумент V обозначает скорость. 
Функция определена следующим образом:

ТЬ^еай[{V[^1],V[^2],V[^3]}(3^тр1^^у[РоNе^Еxрапй[
Ги1131гар11^у[ТаЫе[(ЬатеСое^^1с1еп^з[Ь,{д1,д2,д3},
{x,у,2}][[^,2]]/.{^1^^1[^],^2^^2[^],^3^^3[^]})
В[{я1,Я2,д3}[[1]][^],^],{1,1,3}]]]]]

Для формулировки выражений, связывающих декартовые и криволинейные 
координаты, применим функцию С о о г й 1 п а й е з Т о С а г й е з 1 а п [ р й , с о с г й з у з ]  
стандартного пакета С а 1 с и 1 и з  расширения системы МаХкетаИса. Она позволяет 
выражать декартовы координаты через координаты тринадцати систем криволиней
ных ортогональных координат: цилиндрической, сферической, параболического ци
линдра, параболоидальной, эллиптического цилиндра, вытянутого эллипсоида вра
щения, сжатого сфероида, биполярной, бисферической, тороидальной, конической, 
софокусных эллипсоидов, софокусных параболоидов. Рассчитаем проекции векто
ров скорости на оси криволинейных координат и модуль скорости для сферической 
системы координат.

<<Са1си1из"Уес^огАпа1уз1з'

ЗрЬзуз = Соогй1па^езТоСаг^ез1ап[{р,ф ,ф},ЗрЬег1са1]

{р Соз[ф] 3^п[^],р 3^п[ф] 3^п[^],р Соз[^]}

Vе1ос^^у[V,{р,ф,ф},ЗрЬзуз]

V □

Определим функцию, предназначенную для вычисления проекций векторов 
ускорения на оси криволинейных координат. Предварительно зададим функцию 
К Е п е г д у [ Т , { р 1 , р 2 , р 3 } , { х , у , 2 } ] , позволяющую осуществлять генерацию 
выражения для кинетической энергии. Аргументом Т данной функции является обо
значение энергии. Кинетическая энергия определяется из соотношения [3]:

Т  = -  
2

(

н - 2
й1

+ Н  о + Н2
йд3

йХ

2

\
Согласно формуле (3) функцию К Е п е г д у  определим следующим образом:

КЕпе^ду[N_,{^1_,^2_,^3_},{x_,у_,2_}]: = (N^З^тр1^гу[ 
Ро^егЕхрапй[З1тр11^у[(1/2) Зит[В[{д1,д2,д3}[[1]][^],^]^2 
(ЬатеСое^^1с1еп^з[Ь,{д1,д2,д3},{х,у,2}][[1,2]]/. 
{я1^Я1[^],Я2^Я2[^],Я3^д3[^]})^2,{1,1,3}]]]])

(3)
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В ы числим  кинетическую  энергию  точки для сферической системы координат: 

КЕпегду[^,{р,ф ,ф},ЗрЬзуз]

м □ □̂̂: У ^  ^  У □□□: III
П роекции ускорения на оси криволинейны х координат имею т вид [3]:

1
^  ■ = —

^  дт дт л
(4)

дс1̂ дд̂
Ф ункция А с с е 1 е г а й 1 с п [ а , { д 1 , д 2 , д 3 } , { х , у , 2 } ]  для расчета проекций 

ускорения на оси криволинейны х координат определяется аналогично рассм отрен
ной выш е функции У е 1 с с 1 й у :

Ассе1ега^1сп[а_,{д1_,д2_,д3_},{х_,у_,2_}]:=ТЬгеай[{а[д1],а[д2],а[д
3]}^31гар11^у[Ро^егЕхрапй[Ги1131шр11^у[ТаЫе
[1/(^атеСое^^^с^еп^з[Ь,{^1,^2,^3},{x,у,2}][[^,2]]/.{^1^^1[^], 
Я2^д2[^],д3^д3[^]})(В[В[КЕпегду[^,{д1,д2,д3},{х,у,2}][[2]], 
В[{д1,д2,д3}[[1]][^],^]],^]-В[КЕпегду[^,{д1,д2,д3},{х,у,2}][[2]], 
{Я1,я2,д3}[[1]][^]]),{1,1,3}]]]]]

Заметим, что при нахож дении проекций ускорения с применением  этой функции 
следует предварительно загрузить функции К Е п е г д у  и Ь а т е С с е Е Е 1 с 1 е п Е з . 
Рассчитаем  проекции ускорения для определенной выш е сферической системы  ко
ординат:

Ассе1ега^1оп[^,{р,ф,ф},ЗрЬзуз]

Разработанны е функции могут использоваться для реш ения теоретических и 
прикладных задач механики деформируемого твердого тела, механики сплош ной 
среды и теории упругости в численном и символьном виде.
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Баранавгцкг дзяржауны ун1верс1тэт, г. Баранавгчы, Рэспублгка Беларусь

В Ы В У Ч Э Н Н Е  РА У Н А В А Г 1 М Е Х А Н 1Ч Н Ы Х  С 1С Т Э М  С А  С Л 1З Г А Л Ь Н Ы М 1 
ЗА М А Ц О У К А М 1 Н А  П А Д С Т А В Е  П Р Ы Н Ц Ы П А  М А Г Ч Ы М Ы Х

П Е Р А М Я Ш Ч Э Н Н Я У

Р усан  С . I.

1п агИс1е ранагЬИНу а/ргасИса1 аррНсаНап а/ 1ке депега1 едиаНап а/а 51аИс5 1а 1ке апа1у515 а/Ьа1- 
апсе о//1а1 шескап1са1 ауа1еша м>Ик ак^1п§ /аа1еп1пда апё ак^1п§ саппесИапа о/ 1ке1г раг1а 1а акамгп. Оп 
тапу ехатр1еа 1ке 1ескп1дие о/ аррИсаНоп о/ а рг1пс1р1е о/роаагЫе тоугпда 1о ёе/тШоп о/геасИопа о/ 
ех1егпа1 ге1аИопа 1а сопагёегеё. Шогк сап Ье иаеё 1п еёисаНопа! ргосеаа оп 1ке 1кеогеИса1 тескапгса.

А г у л ь н ы я  зауваг!.
У  тэарэты чны м  плане пры нцы п магчымых перам яш чэнняу -  найбольш  

распрацаваны  раздзел анал1тычнай механ1к1. Змест пры нцы па вы кладзены  амаль ва 
ус1х падручн1ках па тэарэты чнай механ1цы. Я го  пераваг1 перад урауненням1 
геаметрычнай статык^ пры анал1зе раунаваг1 с1стэм з 1дэальным1 сувязям^ адзначаны у 
артыкуле [1]. В арта падкрэсл1ць, ш то пры мяненне пры нцы па магчымых 
перамяш чэнняу у той версй, якая разв1ваецца у рабоце [1], патрабуе ад студэнтау 
вы разнага разумення структуры складаных с1стэм 1 уласц1васцей накладзены х на 1х 
сувязей. Таму раш энне задач з дапам огай названага пры нцы па механ1к1, як, мабыць, 
н1якая 1ншая вучэбная праца па тэарэты чнай механ1цы, стымулю е фарм1раванне так 
неабходны х 1нжынеру творчы х якасцей. Уцеш на, ш то гэты  працэс пачы наецца ужо 
на малодш ы х курсах 1 можа быць разв1ты 1 замацаваны  у навучальнай установе пры 
вывучэнн! наступных дысцыпл1н. Д а таго ж, засваенне пры нцы па магчымых 
перамяш чэнняу стварае падмурак для вы вучэння структуры  ры чаж ны х механ1змау 1 
робатау-ман1пулятарау у тэоры1 механ1змау 1 машын.

Н е гледзячы  на усе пераваг^ пры нцы па магчымых перамяш чэнняу, па ш ыраце 
пры мянення ён саступае урауненням  геаметры чнай статык1. Гэта тлумачы цца 
адсутнасцю  досведа яго практы чнага пры м янення да раш эння некаторы х ты пау 
задач. Тут разглядаецца адз1н з 1х -  раунавага с1стэм са сл1згальным1 в1дам1 сувязей. 
У  тэоры1 механ1змау 1 маш ын так1я злучэнн1 звенняу назы ваю ць паступальным1 
к1нематычным1 парам!. Знешн1я сувяз1 ап1санага ты пу будзем далей назы ваць 
слгзгальнымг замацоукамг, унутраны я -  слгзгальнымг злучэннямг. Н а ры сунку 1, а 
паказан стрыж ань АВС са сл1згальнай зам ацоукай А 1 падвойнай сл1згальнай 
зам ацоукай С. П ерш ая з 1х дапускае л1нейнае перамяш чэнне стрыж ня па напрамку I
I, другая -  па напрамках т - т  1 п-п. Злучальнае звяно замацоук^ С уяуляе сабою жорсткае 
спалучэнне штока 1 1 утулк^ 2 (рыс. 1, б). П ры клады  раш эння ап1саных задач з 
дапамогай пры нцы па магчымых перам яш чэнняу у вучэбнай л1таратуры 
адсутн1чаюць. Г эта стварае ураж анне яго абмежаванасц1, што, як  паказана н1жэй, не 
адпавядае рэча1снасщ.

Рыс. 1
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М е т о д ы к а  п р ы м я н е н н я  п р ы н ц ы п а  м а гч ы м ы х  п е р а м я ш ч э н н я у  д а  
р а ш э н н я  зад ач .

Спын^мся спачатку на уласц^васцях плоск^х механ^чных сувязей. Будзем  
разглядаць, тольк^ ^дэальныя двухбаковы я сувяз^. У  агульным вы падку сувязь можа 
накладваць на матэры яльны  аб ’ект адно, два альбо тры  геаметры чная абмежаванн^. 
У  адпаведнасц^ з гэтым будзем  назы ваць ^х адно-, двух- альбо трохвалентнымг. Да 
трохвалентны х плоск^х сувязей аднос^цца ж орсткая замацоука. А днавалентны я 
сувяз^ ^накш назы ваю ць простым!. Сувяз^ са сл^згальным злучэннем  частак с^стэмы 
могуць быць тольк^ простым^  ̂ двухвалентным^. Д а ^х адносяцца згаданы я выш эй 
звы чайная (са сл^зганнем у адны м  ̂ супрацьдзеяннем  у двух напрамках)  ̂ падвойная 
(са сл^зганнем у двух напрамках  ̂ супрацьдзеяннем  у адным) сл^згальныя замацоук^. 
П адвойнае сл^згальнае злучэнне у якасц^ унутранай сувяз^ выкарыстана далей у 
механ^чнай с^стэме, паказанай на рысунку 16. В алентнасць сувяз^ будзем абазначаць 
лггарай V.

Д ля рацы янальнага пры мянення пры нцы па магчымых перамяш чэнняу 
неабходна пан^жаць валентнасць сувязей. У  падручн^ках па тэарэты чнай механ^цы 
адсутн^чаюць акс^ёмы, як^я дазвалял^ б вы конваць такую  трасфармацы ю  
абгрунтавана. П аводле асноунай аксгёмы аб сувязях м ож на вы зваляцца тольк^ ад усгх 
накладзеных на м атэры яльны  об’ект сувязей адначасова. У  арты куле [1] адпаведная 
акс^ёма сфармул^равана у больш  агульны м выглядзе пад назваю: Аксгёма аб 
пан1жэнн1 валентнасцг сгстэмы сувязей. Прыводз^м яе змест: Валентнасць сувязг 
альбо сгстэмы сувязей, накладзеных на матэрыяльны абьект, можна пангзгць, 
уводзячы адпаведныя знятым сувязям рэакцыг. Кал^ валентнасць с^стэмы сувязей 
пан^з^ць да нуля, то атры маем свабодны  матэры яльны  аб ’ект, як   ̂ на падставе 
вядомай акс^ёмы аб сувязях. Больш  падрабязна аб уласц^васцях  ̂ трансфармацы^ 
сувязей нап^сана у работах [1,2]. Н а ры сунку 2 паказана пераутварэнне сувяз^ А -  
сл^згальнай замацоук^ -  пры  розны х варыянтах пан^жэння яе валентнасц^ на адз^нку. 
Д ля вы значэння рэакцы^ КА яна пераутвараецца у падвойную  сл^згальную замацоуку 

А' (рыс. 2, б), а для вы значэння рэакты унай пары М А -  у бязважк^ стры ж ань А" 
(рыс. 2, в). Кал^ на матэры яльны  аб ’ект накладзена падвойная сл^згальная замацоука, 
напрыклад, сувязь С на рыс. 1, а, то пры  вызначэнн^ рэакты унай пары М С неабходна 

вы зваляцца ад сувяз^ цалкам.

Рыс. 2 Рыс. 3

Спын^мся на умовах сумеснасц^ сл^згальных злучэнняу частак складанай 
с^стэмы. Я ны  ^стотна адрозн^ваюцца ад ум оу сумеснасц^ шарн^рных злучэнняу  ̂
могуць стаць крын^цай памы лак пры рашэнн^ задач. У  адрозненне ад шарн^рных 
злучэнняу, у як^х магчымы адносны я вярчальныя перамяшчэнн^, сл^згальныя 
злучэнн^ дапускаю ць адносны я паступальныя перамяшчэнн^ частак с^стэмы. Для 
вы святлення паходж ання так^х перам яш чэнняу будзем  прадстауляць ^х у 
павял^чаным выглядзе. Н а ры сунку 3 суцэльным^ л^н^ям^ паказан механ^зм з адной 
ступенню  свабоды  у пачатковы м станов^шчы. Утулку, змацаваную  з левай часткай
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с^стэмы, абазначы м праз С^. П ункт правага стрыжня, як^ знаходз^цца у цэнтры  

утулк^, абазначы м праз С2. Уяв^м спачатку, ш то сувязь ВВ  ̂ адсутн^чае. Тады  пры 

павароце левай частк^ АС  ̂ на вугал ф правая, дзякую чы  утулцы, павернецца на той 

самы вугал; пры  гэтым утулка С1 займ е палаж энне С^, а пункт С2 апын^цца у 

станов^шчы С2. Н агадаем, такое перамяш чэнне пункт С2 атры м ау бы пры 

адсутнасц^ стрыж ня ВВ1. П ры  яго наяунасц^ пункт В  перам яш чаецца не у

палаж энне В ' , а у  палаж энне В ". Вектар В'В"  ̂ вызначае вел1чыню адноснага 
паступальнага перамяшчэння усёй левай частк^ с^стэмы 2, у вын^ку якога у 
сл^згальным злучэнн^ пункт С2 пераходз^ць у палаж энне С'". Тут варта звярнуць 

увагу, ш то вел^чыня адноснага сл^згальнага перамяш чэння пункта С2 у сл^згальным

злучэнн^ С вы значаецца з анал^зу перамяш чэння пункта В  ̂ роуна С2С2 = В 'В ".
П ры нцы п магчымых перамяш чэнняу матэм аты чна вы раж аецца агульным 

урауненнем  статык^:

Е  Р, Ъг,г=1
0

або

Е  ЪХ, + ЪУ, + ) = 0 ,

(1)

(2)

дзе , Ъг̂  -  с^ла  ̂ магчымае перамяш чэнне пункта яе прылаж эння;

 ̂ Ъх̂ , Ъу̂ , -  праекцы^ с^лы  ̂ магчымага перамяш чэння Ъг̂  на вос^

каардынат.
Д ля абазначэння магчымых перам яш чэнняу у выпадку складнага руху будзем 

вы кары стоуваць ^ндэксы «е»  ̂ «г», уведзены я у к^нематыцы,  ̂ ул^чваць, што 
абсалю тнае магчы мае перамяш чэнне пункта роуна геаметры чнай суме пераноснага  ̂

адноснага. Н апрыклад, для некаторага пункта А : Ъ~̂А = Ъ̂АА + Ъ~̂А.
Метад рашэння задач, заснаваны на урауненн^ (1), называецца геаметрычным, а на 

(2) —  каардынатным. Апошн^ у значнай ступен^ фармал^заваны. Я го  можна 
паспяхова прымяняць, не анал^зуючы структуру механ^чнай с^стэмы. Пакольк^ мы 
став^м на мэце разв^ццё ^нтэлекта  ̂ ^нжынернай ^нту^цы^, то для раш эння задач 
будзем пры мяняць геаметры чны метад. Н агадаем  паслядоунасць дзеянняу пры 
вызначэнн^ рэакцы й сувязей.

1. Пан^жаем на адз^нку валентнасць сувяз^, рэакцы ю  каторай неабходна 
знайсц^. П ры  гэты м механ^чная с^стэма ператвараецца ва ураунаваж аны  механ^зм з 
адной ступенню  свабоды.

2. Выб^раем незалеж нае перамяш чэнне  ̂ паказваем  на ры сунку (пункц^рам) 
механ^зм у зруш аны м  станов^шчы. А базначаем  магчы мы я перамяшчэнн^ ус^х 
пунктау  ̂ вуглавы я перамяшчэнн^ частак с^стэмы, да як^х пры кладзены  дадзены я 
с^лы, пары с^л  ̂ невядомая рэакцыя. У  складаных с^стэмах паказваем  таксам а 
магчымыя перамяшчэнн^ унутраны х сувязей.

3. Д ля атры манай с^стэмы зап^сваем агульнае урауненне статык^ (1).
4. В ы раж аем  усе магчымыя перамяшчэнн^ пунктау  ̂ цел праз незалежнае 

магчымае перам яш чэнне  ̂ падстауляем  ^х у атры манае агульнае урауненне.
5. У  левай яго частцы  вынос^м за  дужк^ незалеж нае магчы мае перамяш чэнне  ̂

прыходз^м да ураунення з адной невядомай рэакцы яй сувяз^.
6. В ы значаем  рэакцыю .
Ап^саная методы ка паутараецца пры  вызначэнн^ кож най рэакцы^. П ры  гэтым, 

як  прав^ла, выб^раецца ^ншае незалеж нае магчымае перамяш чэнне.
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Р а у н а в а г а  ад н аго  цела .
П а д  д з е я н н е м  п л о с к а й  с ^ с т э м ы  с^л  

ц е л а  б у д з е  з а с т а в а ц ц а  у  р а у н а в а з е ,  к ал ^  

н а  я г о  н а к л а д з е н а  т р о х в а л е н т н а я  

к а р э к т н а я  с ^ с т э м а  с у в я з е й .  Н ^ ж э й  

р а з г л я д а ю ц ц а  м е х а н ^ ч н ы я  с ^ с т э м ы  з  

р о з н а й  с т р у к т у р а й  с у в я з е й .  Д л я  

в ы з н а ч э н н я  р э а к ц ы й  в ы к а р ы с т а н а  

а п ^ с а н а я  в ы ш э й  м е т о д ы к а .
Рыс. 4

П р ы к л а д  1. Д а д з е н а я  с ^ с т э м а  ( р ы с .  4 )  у я у л я е  с а б о ю  л о м а н ы  с т р ы ж а н ь  АСВ, 

н а г р у ж а н ы  с ^ л а й  Р . Н е а б х о д н а  в ы з н а ч ы ц ь  р э а к ц ы ^  КА , М А , Кв .Вызначэнне КА . 

П а н ^ ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  с л ^ з г а л ь н а й  за м а ц о у к ^  А . А т р ы м а н ы  м е х а н ^ зм  п а к а з а н ы  н а  р ы с у н к у  

5, а . З а  н е з а л е ж н а е  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  , д з е  л ^ т а р а й  А ' 

а б а з н а ч а н ы  п у н к т  с т р ы ж н я  А ' С В , з м е ш ч а н ы  у  ц э н т р ы  у т у л к ^ . З а п ^ с в а е м  у р а у н е н н е  

р а б о т :  — Р я1п аЬяС = 0 .  П а к о л ь к ^  п а д в о й н а я  с л ^ з г а л ь н а я  з а м а ц о у к а  н е  д а п у с к а е

п а в а р о т у ,  т о  с т р ы ж а н ь  А'СВ п е р а м я ш ч а е ц ц а  п а с т у п а л ь н а   ̂ 5 ^С =  Ь̂ А, . У р а у н е н н е  

р а б о т  п р ы м а е  в ы г л я д :  {КА — Р агп а ) 5 5 А, =  0 .  А д с ю л ь  КА — Р агп а  =  0   ̂ КА =  Р я1п а .

Вызначэнне М А . П е р а у т в а р а е м  

с у в я з ь  А , я к  п а к а з а н а  н а  р ы с у н к у  5 , б .

С т р ы ж а н ь  А "С В  а т р ы м л ^ в а е  

м а г ч ы м а с ц ь  п л о с к а г а  п а в а р о т у  в а к о л  

^ м г н е н н а г а  ц э н т р а  Р . Н а  р ы с у н к у

л^тарам^ Ъ̂А. 55, а б а з н а ч а н ы

м а г ч ы м ы я  п е р а м я ш ч э н н ^  п у н к т а у  А "  ^

В . З а  н е з а л е ж н а е  п р ы м а е м  м а г ч ы м а е  

п е р а м я ш ч э н н е  5ф с т р ы ж н я  А " С В . 

У р а у н е н н е  р а б о т  м а е  в ы г л я д :

М р  (Р )Ъф—М А 5ф = 0 . А д г э т у л ь

з н а х о д з ^ м  (м р (Р ) —М А )Ъф = 0 ,

М р (Р )—М А = 0  ̂ М А = М р (р  ) , д з е

М р (р  ) —  м о м а н т  с ^ л ы  Р  а д н о с н а  

ц э н т р а  Р .

Вы значэнне К В . В ы з в а л я е м с я  а д  

с у в я з ^  В  ( р ы с .  5 , в ) . З а  н е з а л е ж н а е  

м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  5иВ . 

П а к о л ь к ^  с т р ы ж а н ь  А С В  м о ж а  

з д з я й с н я ц ь  п а с т у п а л ь н а е

п е р а м я ш ч э н н е ,  т о  =  & р . У р а у н е н н е  

р а б о т  п р ы м а е  в ы г л я д :

(К в  +  Р  С08 а )Ъ 5 В

А д с ю л ь  з н а х о д з ^ м  К В =  —Р  С08 а .

Рыс. 5

Рыс. 6

0.
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П р ы к л а д  2 . С т р ы ж а н ь  А С  В  н а г р у ж а н ы  

с ш а й  Р  1 п а р а й  М .  С 1 с т э м а  с у в я з е й  с к л а д а е ц ц а  з  

1д э а л ь н а г а  н е р у х о м а г а  ц ы л 1 н д р а  А  1 п а д в о й н а й  

с л 1 з г а л ь н а й  з а м а ц о у к !  В  ( р ы с .  6 ) .  В ы з н а ч ы ц ь  

р э а к ц ы !  с у в я з е й .

Вы значэнне М д .  В ы з в а л я е м с я  а д  с у в я з !  В  

( р ы с .  7 , а ) .  С т р ы ж а н ь  А С В  м о ж а  з д з я й с н я ц ь  

п а в а р о т  в а к о л  н е р у х о м а г а  ц э н т р а  А . З а  

н е з а л е ж н а е  п р ы м а е м  м а г ч ы м а е  в у г л а в о е  

п е р а м я ш ч э н н е  с т р ы ж н я  5 ф . З а п 1 с в а е м

у р а у н е н н е  р а б о т :  +  М  ̂  ( ^ ) ~  Л / ) 5 ф  =  О .

З н а х о д з 1 м  М д = М - М ^ { р ) ,  д з е  М ^ { р )  —  

м о м а н т  с ш ы  Р  а д н о с н а  ц э н т р а  А .

Вы значэнне Х А . П а н 1ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  

с у в я з 1 А  ( р ы с .  7 ,  б ) .  П а к о л ь к 1 с у в я з ь  В  н е  д а п у с к а е  

п а в а р о т у  с т р ы ж н я  А 'С В , т о  ё н  а т р ы м л 1 в а е  

м а г ч ы м а с ц ь  з д з я й с н я ц ь  п а с т у п а л ь н а е

г а р ы з а н т а л ь н а е  п е р а м я ш ч э н н е ,  п р ы  я к 1 м  п а р а  М  1 

с 1 л а  Р  р а б о т ы  н е  в ы к о н в а ю ц ь .  Т а м у  Х Ад8А> =  0 ,  

а д к у л ь  X  А =  0 .

Вы значэнне УА . Т р а н с ф а р м у е м  с у в я з ь  А , я к  

п а к а з а н а  н а  р ы с у н к у  7 ,  в .  С т р ы ж а н ь  А "С В  

а т р ы м л 1 в а е  м а г ч ы м а с ц ь  в е р т ы к а л ь н а г а

п е р а м я ш ч э н н я ;  п р ы  г э т ы м  дяВ =  дяС =  дя А" .

У р а у н е н н е  р а б о т  п р ы в о д з 1 ц ц а  д а  в ы г л я д у :  

(УА - Р  )дяА. =  0 , а д к у л ь  УА =  Р .
П р ы к л а д  3 .  Р а м н а я  с х с т э м а  А В С В  ( р ы с .  8 )  

н а г р у ж а н а  с 1 л а й  Р  1 п а р а й  М . Н а  я е  н а к л а д з е н а  

с 1 с т э м а  а д н а в а л е н т н ы х  с у в я з е й  А , С , В . В ы з н а ч ы ц ь  

^х р э а к ц ы х .

Вы значэнне К А . В ы з в а л я е м  р а м у  а д  с у в я з ^  А  

( р ы с .  9 ,  а ) .  Ц я п е р  я н а  а т р ы м л ^ в а е  

м а г ч ы м а е  г а р ы з а н т а л ь н а е  п а с т у п а л ь н а е

п е р а м я ш ч э н н е .  З а  н е з а л е ж н а е  п р ы м а е м  .

П а к о л ь к !  дяЕ = дЯС = дЯА̂ , т о  у р а у н е н н е  р а б о т  

п р ы в о д з ^ ц ц а  д а  в ы г л я д у :  (Я А - Р  81п  а ) б я А' =  0 .  

А т р ы м л 1 в а е м :  К А — Р  §1п а  =  0  1 К А =  Р  81п  а .

а
А

М

Вш -11

А

А'

М 53с'

Хд з:

в
я-55д.

4
Уа

Рыс. 7

Рыс. 8

Вы значэнне М г - . В ы з в а л я е м с я С; С . в ы з в а ^ л я е м с я  а д  СуВЯЗ^

( р ы с .  9 ,  б ) .  А т р ы м а н ы  м е х а н ^ з м  м о ж а  п а в а р о ч в а ц ц а  

в а к о л  1 м г н е н н а г а  ц э н т р а  п а в а р о т у  Р . З а  н е з а л е ж н а е  

п р ы м а е м  в у г л а в о е  п е р а м я ш ч э н н е  8 ф . З а п ^ с в а е м

у р а у н е н н е  р а б о т :  (м А — М  + М  Р (Р  ))бф = 0 .

А т р ы м л 1 в а е м :  М А —  М  +  М Р ( Р ) =  0  1 М А =  М  —  М р ( Р ) , д з е  М р ( Р ) 
Р  а д н о с н а  ц э н т р а  Р .

Рыс. 9

м о м а н т  с 1л ы
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Вы значэнне . В ы з в а л я е м с я  а д  с у в я з 1 О  (р ы с . 9 , в ) . З а  н е з а л е ж н а е  м а г ч ы м а е  

п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  . П а к о л ь к !  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  р а м ы  п а с т у п а л ь н а е ,  

т о  п а р а  М  р а б о т ы  н е  в ы к о н в а е .  К а н ч а т к о в а  з н а х о д з 1 м :  =  Г  с о 8  а .

Р а у н а в а г а  с к л а д а н ы х  с^стэм са сл^згальны м ^ злучэн ням ^  ̂зам ац оукам ^.
З в е р н е м с я  д а  м е х а н 1 ч н ы х  с 1 с т э м , я к 1 я  у т в о р а н ы  з  д в у х  ц е л а у .  С у м а р н а я  

в а л е н т н а с ц ь  з н е ш н 1 х  1 у н у т р а н ы х  с у в я з е й  т а к 1 х  с 1 с т э м  р о у н а  ш а с ц 1 . У  б о л ь ш а с ц !  

с 1 с т э м  у н у т р а н а я  с у в я з ь  д в у х в а л е н т н а я  -  ц ы л 1 н д р ы ч н ы  ш а р н 1 р  а б о  с л 1 з г а л ь н а е  

з л у ч э н н е .  У  т а к 1 м  в ы п а д к у  а г у л ь н а я  в а л е н т н а с ц ь  з н е ш н 1 х  с у в я з е й  р о у н а  ч а т ы р о м .  У  

с т а т ы ч н а  в ы з н а ч а л ь н ы х  с 1 с т э м а х ,  я к 1 я  т у т  р а з г л я д а ю ц ц а ,  м а г ч ы м ы  д в а  в а р ы я н т ы  

р а з м е р к а в а н н я  в а л е н т н а с ц !  з н е ш н 1 х  с у в я з е й  п а м 1 ж  ц е л а м 1 . У  п е р ш ы м  в а р ы я н ц е  н а  

к о ж н а е  ц е л а  н а к л а д з е н а  д в у х в а л е н т н а я  с 1 с т э м а  с у в я з е й ;  г э т а  м о г у ц ь  б ы ц ь  д з в е  

п р о с т ы я  с у в я з !  а б о  а д н а  д в у х в а л е н т н а я .  У  друггм  —  а д н о  ц е л а  з а м а ц а в а н а  з  

д а п а м о г а й  т р о х в а л е н т н а й  с 1 с т э м ы  с у в я з е й ,  н а  д р у г о е  н а к л а д з е н а  а д н а  п р о с т а я  

с у в я з ь .  У  а п о ш н 1 м  в а р ы я н ц е  д з е я н н е  н а г р у з к ! ,  п р ы к л а д з е н а й  д а  п е р ш а г а  ц е л а ,  н е  

р а с п а у с ю д ж в а е ц ц а  н а  д р у г о е .  Б о л ь ш  с к л а д а н ы м  з ’я у л я е ц ц а  а н а л 1 з  р а у н а в а г !  с 1 с т э м , 

я к 1 я  н а л е ж а ц ь  д а  п е р ш а г а  в а р ы я н т а .

П р ы к л а д  1. М е х а н 1 ч н а я  с 1 с т э м а  1 н а г р у з к !  н а  я е  п а к а з а н ы  н а  р ы с у н к у  10 . 

В ы з н а ч ы ц ь  р э а к ц ы !  з н е ш н 1 х  с у в я з е й  А  1 В .

Раш энн е . Я к  б а ч ы м ,  н а  к о ж н у ю  ч а с т к у  

С1СТЭМЫ н а к л а д з е н ы  д в у х в а л е н т н ы я  с у в я з !  Я ,  В .

Х а м у  я н а  а д н о с 1 ц ц а  д а  п е р ш а г а  в а р ы я н т а  |_ __

р а з м е р к а в а н н я  в а л е н т н а с ц !  с у в я з е й .

Вы значэнне Х А . П а н 1 ж а е м  а в л е н т н а с ц ь туй
о—

-а/г-

л

А

Рыс. 10

с у в я з !  А ( р ы с .  1 1 , а). А т р ы м л 1 в а е м  м е х а н 1 з м  з  

а д н о й  с т у п е н н ю  с в а б о д ы .  Н а д а м о  ш а р н 1 р у  А' 
м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  5 ^ ^ '.  Т а д ы  д р у г 1  к а н е ц  

с т р ы ж н я  А'С  —  у т у л к а  С —  а т р ы м а е

п е р а м я ш ч э н н е  5̂ С ( у т у л к а  м о ж а  с л 1 з г а ц ь  п а  с т р ы ж н ю  СВ). П а к о л ь к 1  5̂ С || , т о

з а к л ю ч а е м ,  ш т о  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  у с ё й  л е в а й  ч а с т к 1  с 1 с т э м ы  п а с т у п а л ь н а е ;  

т а м у  5яС =  Е А . П р ы  г э т ы м  п р а в а я  ч а с т к а  ВС з а с т а е ц ц а  н е р у х о м а й .  З а п 1 с в а е м  

у р а у н е н н е :  А а 5̂ а  ̂+ Г  81п  а5^Е = 0 .  А д с ю л ь  Х А + Г  81п  а  = 0  1 Х А = -  Г  81п  а .

Вызначэнне УА . П а н 1 ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  с у в я з 1  А , я к  п а к а з а н а  н а  р ы с у н к у  1 1 , б. 

У  а т р ы м а н ы м  м е х а н 1 з м е  а б с а л ю т н а е  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р а в а й  ч а с т к 1  ВС 
с 1 с т э м ы  в я р ч а л ь н а е  в а к о л  ц э н т р а  В , л е в а й  А" С - с к л а д а н а е .  А п о ш н я я  м о ж а  у  

п е р а н о с н ы м  п е р а м я ш ч э н н !  п а в а р о ч в а ц ц а  р а з а м  з  п р а в а й  ч а с т к а й  в а к о л  п у н к т а  В 1 

а д н а ч а с о в а  п е р а м я ш ч а ц ц а  п а с т у п а л ь н а ;  п р ы  г э т ы м  у т у л к а  С у  а д н о с н ы м  р у х у  с л 1 з г а е  

у п р а в а  п а  с т р ы ж н ю  СВ. З а  н е з а л е ж н а е  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  в у г а л  

п а в а р о т у  5ф . С у в я з ь  п а м 1 ж  а д н о с н ы м  м а г ч ы м ы м  п е р а м я ш ч э н н е м  5!5А'' 1 5(р 
у с т а н а в л 1 в а е м ,  а н а л 1 з у ю ч ы  п е р а м я ш ч э н н 1  ш а р н 1 р а  А " , д л я  я к о г а  в я д о м ы  н а п р а м к !  

а д н о с н а г а  51А" , п е р а н о с н а г а  5УА" 1 а б с а л ю т н а г а  5УА" п е р а м я ш ч э н н я у  1 с п р а в я д л 1 в а  

з а л е ж н а с ц ь :  5ХА.̂ = . Н а  р ы с у н к у  1 1 , б 5ХАА'" X  А "В ,

5^А" =  5^е  =  5^А" 81п в = А '̂В 81п  Р5ф. З а п 1 с в а е м  у р а у н е н н е  р а б о т :
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або
М в  )5ф + М в  (/? )5ф+ Р  81П аЬзЕ -  М5ф = 0

УАа +  Р  С08 а  — +  Р  81П а  81п в А "В  - М  ^ ф  =  0

А дсю ль знаходз^м:

= -
а

а
М  - Р  С08 а  —  Р  81п а  81п в А "В  

2

Вызначэнне Х в . Пан1жаем валентнасць сувяз^ В  

(рыс. 11, в). Анал^з атры манага механ^зма паказвае, 
ш то яго правая частка В'С атрымл^вае 
паступальнае магчы мае перам яш чэнне (пакольк^ 
В8 в̂ 11В̂ С), а левая застаецца нерухомай. Таму 

знешн^я с^лы работы  не вы конваю ць  ̂ урауненне 
работ зап^сваецца у вы глядзе Х в Ьзв  =  0 , адкуль

Х в = 0 .
Вы значэнне У. А тры маны  пасля

пераутварэння сувяз^ В  механ^зм паказаны  на 
ры сунку 11, г. М агчы мае перамяш чэнне яго левай 
часк^ А С  —  паварот вакол цэнтра А; правая В"С  
м ож а вы конваць складаны рух: вярчальны  
пераносны  разам з левай часткай вакол цэнтра А   ̂
паступальны  адносна левай частк^. П ры гэтым 
стрыж ань С В  сл1згае гары зантальна ва утулцы  С.
За незалеж нае магчы мае перамяш чэнне прымаем рыс ц
6ф. Тады пераноснае магчымае перамяш чэнне

 ̂ = Ав "дф. Раскладваем  яго на абсалютнае дзв^, перпендыкулярнае да сувяз^ в"в1,  ̂

адноснае дз '̂ ^̂ , паралельнае да стрыжня С В  (рыс. 11, г). Н а правую  частку с^стэмы 

дзейн^чаюць рэакцы я Ув  ̂ пара М , як^я на яе адносным гары зантальны м 
перамяшчэнн^ работы  не выконваю ць. Таму урауненне работ зап^св^ем тольк^ на 

пераносны м перамяшчэнн^ усей с^стэмы: М  А {ув )д ф  +  М 5 ф  +  М  А ( Р  )д ф  =  0  або
Ла Н

Ува + М  + Р  С08 а - - Р  81п  а — дф = 0 . А дсю ль Ув - 1
^  1 ' 

-8 ш  а — С08 а
2а 2 ’ - М / а .

П р ы к л а д  2 .  М ехан^чная с^стэма  ̂ нагрузка на яе 
паказаны  на ры сунку 12. Н еабходна вызначы ць 
рэакцы^ сувязей А   ̂В.

Вы значэнне Х в . Пан^жаем валентнасць сувяз^ В  

(рыс 13, а). У  атрыманым механ^зме 
левая частка В  С  м ож а здзяйсняць плоскае
перамяш чэнне вакол ^мгненнага цэнтра Р , правая А Е  

-  паступальнае уздоуж  напрамку Е А . П рымем у 
якасц^ незалеж нага вуглавое магчымае

п е р а м я ш ч э н н е  д ф . З а п ^ ш а м  у р а у н е н н е  р а б о т :  М Р ( Х в )д ф  +  М 5 ф -  Р  81п аЪзр =  0 .  З  

у л ^ к а м  дзр =  дзс =  дф  • Р С  а т р ы м а е м :  ( Х в • в 'Р  +  М  - Р  81п  а  • Р С  )д ф  =  0 ,  а д к у л ь

Х в ( Р  81п а Р С  -  М ).
в в р

Рыс. 12
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Вы значэнне Ув . П е р а у т в а р а е м  с у в я з ь  В  ( р ы с  

1 3 , б ) . Л е в а я  ч а с т к а  а т р ы м л ^ в а е  м а г ч ы м а с ц ь  

п л о с к а г а  п е р а м я ш ч э н н я  з  ц э н т р а м  п а в а р о т у  Р ,  як^  

с у п а д а е  з  п у н к т а м  С , п р а в а я  м о ж а  п е р а м я ш ч а ц ц а  

п а с т у п а л ь н а .  З а  н е з а л е ж н а е  п р ы м а е м  в у г л а в о е  

п е р а м я ш ч э н н е  5(р . П а к о л ь к ^  н е р у х о м ы  п у н к т  С  

н а л е ж ы ц ь   ̂ с т р ы ж н ю  С Е А ,  т о  а п о ш н ^  т а к с а м а  

б у д з е  з а с т а в а ц ц а  н е р у х о м ы м .  Р а б о т у  в ы к о н в а ю ц ь  

т о л ь к ^  с ^ л ы , п р ы к л а д з е н ы я  д а  л е в а г а  с т р ы ж н я .  

У р а у н е н н е  р а б о т  м а е  в ы г л я д :

М С ) б р -  М Ъ р  =  0 ,  а л ь б о  (Ув ■ В 'С  - М  ) 5 р  =  0 ,

а д к у л ь  Ув =  М 1 В  '(С .

Вы значэнне К А . П а н ^ ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  

с л ^ з г а л ь н а й  з а м а ц о у к ^  А . А т р ы м л ^ в а е м  п а д в о й н у ю  

с л ^ з г а л ь н у ю  з а м а ц о у к у  А '  ( р ы с .  1 3 , в ) . Л е в а я  

ч а с т к а  у т в о р а н а г а  м е х а н ^ з м а  м о ж а  п а в а р о ч в а ц ц а  

в а к о л  ц э н т р а  А , п р а в а я  з д о л ь н а  з д з я й с н я ц ь  

с к л а д а н ы  р у х :  п а с т у п а л ь н ы  у  н а п р а м к у  р э а к ц ы ^  

К А  ̂ а д н о с н ы  у з д о у ж  у ч а с т к а  Е А ' . З а  н е з а л е ж н а е  

м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м е м  а б с а л ю т н а е  

п е р а м я ш ч э н н е  5 ^С . Я н о  р а с к л а д в а е ц ц а  н а

п е р а н о с н а е  5^С = в :5УА- 5 5 с  008 а   ̂ а д н о с н а е

Рыс. 13

5^С = ^^в = ^^С 81П а ; магчымае вуглавое 
перамяшчэнне стрыжня ВС  роуна 5 р  = Ь^С 1 В С .
Зап̂ сваем ураунене работ:
М 5 р -  Е  81П аЬ^^ - Е  со8 аЬ^^ + Е а5^А' = 0 альбо
(М 1В С - Е 81П2 а - Е со82 а + КА со8а)55С = 0; адгэтуль КА = ( Е - М 1 В С со8а .

Вызначэнне М А . Пераутвараем сувязь А  у А" (рыс. 13, г). Тады звенн̂  механ̂ зма 
атрымл̂ ваюць абсалютныя парамяшчэнн̂ : левы — вярчальнае вакол цэнтра А , правы 
— плоскае вакол ^мгненнага цэнтра Р . У  якасц̂  незалежнага магчымага 
перамяшчэння прымаем 5р. Для агульнага шарн̂ ра С  в̂ давочны залежнасц̂ :

РС
Ь^С = 5 р  1-ВС   ̂ 5^С = 5 р - С Р , адкуль 5 р 1 • ВС  = 5 р - СР  ̂ 5 р  1= ---- 5 р . Складаем

В С

у р а у н е н н е  р а б о т :  М 5 р 1 -  М Р (е  ) б р - М А5 р  =  0  а л ь б о М
Р С

В С

- М Р (Е ) - М А |Ь р  =  0 .

А д г э т у л ь  з н а х о д з ^ м :  М  А
Р С

В С

М  - М Р (Е  ) .

Анал1з с к л а д а н ы х  с1стэм з а д н а в а л е н т н а й  у н у т р а н а й  сувяззю .
Я к  р а н е й  а д з н а ч а л а с я ,  с у м а р н а я  в а л е н т н а с ц ь  с у в я з е й ,  н а к л а д з е н ы х  н а  

м е х а н ^ ч н у ю  с ^ с т э м у , ш т о  у т в о р а н а  з  д в у х  ц е л ,  р о у н а  ш а с ц ^ . Т а м у  п р ы  а д н а в а л е н т н а й  

у н у т р а н а й  с у в я з ^  в а л е н т н а с ц ь  з н е ш н я й  с ^ с т э м ы  с у в я з е й  р о у н а  п я ц ^ . П р ы  г э т ы м  

м а г ч ы м ы  т о л ь к ^  а д з ^ н  в а р ы я н т  р а з м е р к а в а н н я  я е  в а л е н т н а с ц е й  п а м ^ ж  ц е л а м ^ :  а д н о  

ц е л а  з  д в у х в а л е н т н а й  с ^ с т э м а й  с у в я з е й ,  д р у г о е  —  з  т р о х в а л е н т н а й .
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П р ы к л а д  1. М ехан^чная с^стэма  ̂ нагрузка 
паказаны  на рысунку 14. У нутраная сувязь уяуляе 
сабою  ненагруж аны  стрыж ань С С̂ 2 . Знайсц^ рэакцы^

Х А , М  А , Х  В ■
Вызначэнне X А . Пан^жаем валентнасць сувяз^ А  

(рыс. 15, а). П асля гэтага левы  стры ж ань атрымл^вае 
магчымае гары зантальнае паступальнае
перамяш чэнне, правы  —  вертыкальнае. За 
незалеж нае магчы мае перамяш чэнне пры маем  §8А, . 
Зап^сваем урауненне работ:
Х А 3^А. +  Р  0 0 8  аЗ ^^ =  0  ■

П а к о л ь к ^  т у т
Р С
РС1

Ъ̂,С1 Р С
РС1

Ъ̂ А' ■>

т о Х А +  Р  С08 а
Р С ,

V РС1 5̂ 4' = 0,

Х А = -  Р  С08 а  Р С 2 1 Р С 1 ■ 

Вы значэнне М , З а м я н я е мА ж о р с т к у ю

з а м а ц о у к у  А  н а  н е р у х о м ы  ц ы л ^ н д р ы ч н ы  ш а р н ^ р  

( р ы с .  1 5 , б ) . У  а т р ы м а н ы м  м е х а н ^ з м е  с т р ы ж а н ь  А'С1 
м о ж а  п а в а р о ч в а ц ц а  в а к о л  н е р у х о м а г а  ц э н т р а  А" , 

с т р ы ж а н ь  В С  2 —  з д з я й с н я ц ь  в е р т ы к а л ь н ы

п а с т у п а л ь н ы  р у х ,  а  с у в я з ь  С 1С  2 —  п л о с к ^  р у х  в а к о л  

^ м г н е н н а г а  ц э н т р а  Р .  З а  н е з а л е ж н а е  м а г ч ы м а е  

п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  Ъф. У р а у н е н н е  р а б о т  м а е  

в ы г л я д : М А3 ф + М Ъ ф - Р  С08 а б ^^  =  0  . Т у т

5, 5, Р С 2 ^ Р С 2 ■ А"С1 ,,
Ъ^в =  Ъ̂ ^  = ^ ^  Ъ̂ С  =  ^ 1 ЪФ ■’ С 2 РС1 ’ С1

знаходз̂ м: М . =
_  Р С 2 ■ А "  С ,

Р С

РС1 

Рс08а- М .

К а н ч а т к о в а

Вы значэнне Х В . П а н ^ ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  с у в я з ^

В  ( р ы с .  1 5 , в ) . У  а т р ы м а н а й  с ^ с т э м е  с т р ы ж а н ь  А С 1 

н е р у х о м ы .  С у в я з ь  С 1С 2 м о ж а  п а в а р о ч в а ц ц а  в а к о л  

ц э н т р а  С1, а  с т р ы ж а н ь  С 2В '  в ы к о н в а е  п а с т у п а л ь н ы  

р у х  ( п а к о л ь к ^  с у в я з ь  В' н е  д а п у с к а е  п а в а р о т у ) .  Р а б о т у  

м о г у ц ь  в ы к о н в а ц ь  т о л ь к ^  с ^ л ы , п р ы к л а д з е н ы я  д а  

р у х о м а й  п р а в а й  ч а с т к ^  с ^ с т э м ы . У  я к а с ц ^  н е з а л е ж н а г а

м а г ч ы м а г а  п е р а м я ш ч э н н я  п р ы м а е м  

у р а у н е н н е

Р  81П аЪ8^Х +  Р  С08 аЪ ^^ - Х В Ъ̂ ВХ' =  0 .

С2 •

Рыс. 14

а д к у л ь  _

Рыс. 15

З а п ^ с в а е м  

р а б о т :  

П а д с т а у л я е м
Рыс. 16

с ю д ы Ъ?Х Ъ?̂Х =Ъ?С: =Ъ?С ■ 81П в , Ъ̂ Х =Ъ?С =Ъ?С С08 в . Атрымл^ваем,Х
’С2 С2

( Р  81П а ■ 81П в + Р  С08 а С08 в -  Х В 81П в)Ъ?С = 0 , адкуль Х В =  Р  С08(а -  вУ81П в ■
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П р ы к л а д  2. Д а д з е н а  м е х а н ^ ч н а я  с ^ с т э м а ,  

у н у т р а н а я  с у в я з ь  С  у  я к о й  у я у л я е  с а б о ю  п а д в о й н у ю  

с л ^ з г а л ь н у ю  з а м а ц о у к у  ( р ы с .  1 6 ) . З н а й с ц ^  р э а к ц ы ^  

с у в я з е й  Х А , Х в , М в .

Вы значэнне Х А . П а н ^ ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  с у в я з ^  

А  ( р ы с .  1 7 , а ) .  А н а л ^ з  с у в я з е й  а т р ы м а н а г а  м е х а н ^ з м а  

п а к а з в а е ,  ч т о  я г о  л е в а я  ч а с т к а  А 'С  м о ж а  

п е р а м я ш ч а ц ц а  п а с т у п а л ь н а ,  а  п р а в а я  з а с т а е ц ц а  

н е р у х о м а й .  П р ы м е м  у  я к а с ц ^  н е з а л е ж н а г а  м а г ч ы м а е  

п е р а м я ш ч э н н е  5 з . С к л а д а е м  у р а у н е н н е  р а б о т :

Х а Ъ8А' + Р  81П ■■ 0 .  Т у т  . Т а м у

Рыс. 17

( Х А +  Р  81П а ) Ъ а А- =  0 ;  а д г э т у л ь  X А =  - Р  81п  а .

Вы значэнне X в . П е р а у т в а р а е м  ж о р с т к у ю  

з а м а ц о у к у  В  у  с л ^ з г а л ь н у ю  В ' ( р ы с .  1 7 , б ) .  У  

а т р ы м а н а й  с ^ с т э м е  п р а в а я  ч а с т к а  м о ж а  

п е р а м я ш ч а ц ц а  п а с т у п а л ь н а ,  л е в а я  -  н е р у х о м а я .  З а  

н е з а л е ж н а е  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е  п р ы м а е м  Ъ8В, .

З а п ^ с в а е м  у р а у н е н н е  р а б о т :  Х ВЪаВ< =  0  . А д г э т у л ь

А ,  = 0 .
Вызначэнне М В . П а н ^ ж а е м  в а л е н т н а с ц ь  сувяз^  В  (р ы с . 17, в ) . Л е в а я   ̂ п р а в а я  ч а с т к ^  

а т р ы м а н а й  с ^ с т э м ы  м о г у ц ь  п а в а р о ч в а ц ц а  в а к о л  н е р у х о м ы х  ц э н т р а у  А   ̂ В ".  Н я х а й  

Ъф —  н е з а л е ж н е  м а г ч ы м а е  п е р а м я ш ч э н н е .  П а к о л ь к ^  с у в я з ь  С  в ы к л ю ч а е  у з а е м н ы  

п а в а р о т  ч а с т а к  с ^ т э м ы , т о  Ъф! =  Ъ ф , г . з н .  м а г ч ы м ы я  в у г л а в ы я  п е р а м я ш ч э н н ^  д л я  

п р а в а й   ̂ л е в а й  ч а с т а к  с ^ с т э м ы  а д н о л ь к а в ы .  У р а у н е н н е  р а б о т  з а п ^ с в а е ц ц а  у  в ы г л я д з е :  

(м в  +  М в - {р 2 )- М  -М а  (р !  ))5 ф  =  0 .

А д г э т у л ь  з н а х о д з ^ м :  М В =  М  +  М А ( р ! )  — М В . (р 2 ) .

З ак л ю ч эн н е .
У  а р т у к у л е  п а к а з а н а  м а г ч ы м а с ц ь  п р ы м я н е н н я  а г у л ь н а г а  у р а у н е н н я  с т а т ы к ^  д а  

а н а л ^ з у  р а у н а в а г ^  р а с п а у с ю д ж а н а г а  т ы п у  м е х а н ^ ч н ы х  с ^ с т э м , я к ^ я  т р а д ы ц ы й н а  

д а с л е д у ю ц ц а  з  д а п а м о г а й  у р а у н е н н я у  г е а м е т р ы ч н а й  с т а т ы к ^ .  М е т о д ы к а  р а ш э н н я  

з а д а ч  п а д р а б я з н а  п р а ^ л ю с т р а в а н а  н а  с я м ^  п р ы к л а д а х ,  к о ж н ы  з  я к ^ х  м о ж а  у с п р ы м а ц ц а  

а у т а н о м н а .  К о л а  з а к р а н у т ы х  т у т  п ы т а н н я у  а д п а в я д а е  в у ч э б н а й  п р а г р а м е  т э х н ^ ч н а й  

В Н У .  В ы н ^ к ^  р а б о т ы  д а с т у п н ы  д л я  у к а р а н е н н я  у  в у ч э б н ы  п р а ц э с  п а  

а г у л ь н а т э х н ^ ч н ы х  д ы с ц ы п л ^ н а х .

Л 1Т А Р А Т У Р А

1. Р у с а н ,  С . I. А с а б л ^ в а с ц ^  м е т о д ы к ^  в ы к л а д а н н я  п р ы н ц ы п а  м а г ч ы м ы х  

п е р а м я ш ч э н н я у  у  т э х н ^ ч н ы х  у н ^ в е р с ^ т э т а х  /  С . I. Р у с а н  / /  Т е о р е т и ч е с к а я  и  

п р и к л а д н а я  м е х а н и к а :  М е ж д у н а р о д .  н а у ч . - т е х н .  с б . —  М ^ н с к  : Б Н Т У ,  2 0 0 5 .  —  

№ 1 8 .  —  С . 2 3 4 — 2 4 0 .

2 . Р у с а н ,  С . I. С т р у к т у р а  п л о с к ^ х  с т а т ы ч н а  в ы з н а ч а л ь н ы х  м е х а н ^ ч н ы х  с ^ с т э м . /  С . I. 

Р у с а н  —  Б а р а н а в ^ ч ы  : Р В А  Б а р Д У ,  2 0 0 7 .  —  6 9  с.
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С О В Р Е М Е Н Н Ы Й  В З Г Л Я Д  Н А  Т Е Р М И Н О Л О Г И Ю  В К У Р С Е  
Т Е О Р И И  М Е Х А Н И З М О В  И  М А Ш И Н

А н ц и п о р о в и ч  П .П ., К уд ин  В .В ., К уд и н  М .В .

Тке дие^йап^ сапсегп1п§ 1ке 1егш1по1оду 1п 1ке саип’в "Ткеагу а/Мескапг^ш^ апёМаскгпе^" 1п а 
тойегп 1п1егрге1аНоп.

Терм инология является важ ной составляю щ ей лю бой научной дисциплины, в 
том  числе и теории механизмов и маш ин (ТМ М ). О на обеспечивает единообразие в 
поним ании объекта исследования, его характеристик, свойств и методов анализа и 
синтеза. Развитие науки непосредственно связанно с появлением  новых терминов, а 
такж е требуется периодическое обновление и дополнение терминологии.

О сновой терм инологического толкования терминов по Т М М  является прежде 
всего сборник рекомендуемы х терминов, разработанны х комитетом научно
технической терм инологии А Н ССС Р [1], меж дународная терм инология по теории 
м еханизмов и маш ин, опубликованная в ж урнале И Ф ТО М М , а такж е учебники и 
учебны е пособия [2]. Н епосредственно белорусских трудов в области терминологии 
по Т М М  не сущ ествует, за  исклю чением  научных статей и отдельных работ.

В современны й курс по ТМ М  вклю чены  новые разделы, как, например «К оле
бания в механизмах» и др. В месте с тем, терм инология этих разделов долж на вхо
дить составной частью  динам ики механизмов и машин. В базовых учебниках по 
Т М М  за основу взяты  терм ины  из ранее изданного в СССР сборника К ом итета 
научно-технической терм инологии А Н С С С Р по механическим  колебаниям  [3].

Больш ое внимание следует уделить ф ундаментальным, устоявш им ся с годами 
терминов, к которым относятся такие термины, как «механизм», «звено», «кинем а
тическая пара», «кинематическая цепь», «кинематическое соединение», «гидравли
ческий механизм», « пневматический механизм» и т. д.

Работы  по уточнению , как базовых терминов, так  и всей терм инологии по 
ТМ М  вы полняю тся кафедрой «Теория механизмов» М ГТУ  им. Н .Э. Б аум ана [4].

В определении терм ина «механизм» говорится об устройстве, предназначенном 
для преобразования движения. И звестно, что преобразование движ ения в м еханиче
ской системе всегда сопровож дается преобразованием  сил. В м есте с тем  целевое 
назначение м еханизма может состоять либо только в преобразовании движ ения 
(например, направляю щ ий механизм), либо только в преобразовании сил (например, 
м еханизм  домкрата), либо в том  и другом одновременно. И  эти обстоятельства обя
заны  быть учтены  в терм ине «механизм».

С овременная трактовка терм ина «звено», как одна или несколько «жестко» со
единенны х между собой деталей (твердых тел) подверж ена изменению.

Н ельзя признать удовлетворительны м  и сущ ествую щ ее определение терм ина 
«кинем атическая пара» как соединение двух соприкасаю щ ихся звеньев, допускаю 
щ их их относительное движение, т.к. кинематическая пара может быть образована с 
помощ ью  нескольких промеж уточны х тел, образую щ их кинематическую  цепь, но не 
участвую щ их в заданном  преобразовании движ ения (например, ш арикоподш ипники, 
образую щ ие вращ ательную , цилиндрическую  либо сферическую  пары).

В Т М М  введено понятие «кинематическое соединение», которое представляет 
собой дополнительную  кинематическую  цепь, предназначенную  зам енить ту или 
иную кинематическую  пару. О днако звенья, образую щ ие кинематическое соедине
ние не являю тся звеньям и механизма, а следовательно при структурном анализе эти 
звенья не учиты ваю тся в преобразовании движения. С ледовательно, они долж ны  по
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лучить некоторое другое определение. П о предлож ению  разработчиков терм иноло
гии [4] введен терм ин «элем ент механизма», входящ ий в противоречие с сущ еству
ю щ им  понятием  кинематической пары, как соприкосновение двух звеньев. К инем а
тическое соединение (элемент механизма) по своей сущ ности не мож ет подходить 
под определение кинематической пары и в тож е время зам еняет ее.

С целью  устранения указанны х недостатков разработчикам и предлож ено новое 
определение кинематической пары как «подвиж ное соединение двух звеньев и (или) 
твердотельны х элементов механизма». В случае образования кинематической пары, 
образованной непосредственно тверды ми телами, предложен терм ин «сопряжение», 
а для кинем атической цепи, сохранить терм ин «кинем атической соединение».

И зм ененны е понятия «звено», «кинематическая пара», введение параметра 
«сопряжение» влечет за  собой изм енения ряда терм инов «структура механизмов».

В учебном  пособии «Теория м еханизмов и машин. Терминология» [4], авторы 
предлагаю т свое видение на терм инологию  по ТМ М . В этом  пособии в виде соответ
ствую щ их таблиц приведены терм ины  как «О бщ ие понятия теории м еханизмов и 
машин», так и терм ины  по структуре механизмов и их кинематике, а такж е по дина
мике механизмов и динамике приводов, колебаниях в механизмах[6].

М ногие из терминов совпадаю т по назначению  с ранее принятыми, но имею тся 
и такие, которые следовало бы обсудить, прежде чем реком ендовать для прим ене
ния.
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К О Н Ц Е П Ц И Я  М А Р К Е Т И Н Г А  О Б Р А З О В А Т Е Л Ь Н Ы Х  У С Л У Г  

А ку н ец  В .П ., И в а ш и н  Э.Я .

Еаг шагкеНпд р1апп1п§ 1ке а/^сгепН/юаПу дгаипйей погш5 1 ’̂ гедиггей. Тке агНс1е дгуа’ 1ке
ша1п рг1пс1р1е5 о/^огк1пд ир о/ртойископ р1апу.

М аркетинг в сфере образования -  это своеобразны й вид управленческой дея
тельности, направленны й на удовлетворение нужд и потребностей посредством  об
мена научной, учебной, м етодической и других видов информации.

Ц ель маркетинга в сфере образования заклю чается в том, чтобы  познать и по
нять потребности студента, разработать соответствую щ ую  образовательную  услугу 
и установить правильную  цену услуги. П ричем  цена образовательной услуги долж на 
соответствовать общ ественно необходимы м затратам, адекватны м условиям  дея
тельности предприятий -  потребителей. С одной стороны  предприятия -  потребите
ли предъявляю т определенны е требования к вы пускникам  В У Зов и колледжей. С 
другой стороны  материальная база этих ВУ Зов и колледж ей часто отстает от уровня 
оснащ енности передовы х предприятий, банков, совм естны х и иностранны х пред
приятий.

С ущ ность концепции м аркетинга образовательны х услуг на современном 
этапе развития наш его общ ества заклю чается в установлении м еханизма взаим одей
ствия субъектов и объектов в сфере образования, которы й позволит повы сить уро
вень образовательны х услуг.

Распространена упрощ енная точка зрения, что м аркетинг -  это особая специ
альная функция внутриф ирменного управления. Если бы это было так, то основным 
субъектом  м аркетинга образовательны х услуг был бы конкретны й университет и 
м аркетинг был бы его внутренним делом, к которому не могли бы  иметь дело ни 
государство, ни сами потребители образовательны х услуг.

М еж ду тем  субъектами маркетинга вы ступаю т все субъекты  рынка, а не толь
ко университеты  и фирм ы  -  посредники. Реальны м и участникам и маркетинговы х 
отнош ений являю тся далеко не только образовательны е учреж дения. К  субъектам 
маркетинга образовательны х услуг относятся: учебное заведение; личность учащ е
гося, студента, аспиранта; предприятия и организации; министерство образования; 
институт контроля знаний; органы  регистрации, лицензирования и аккредитации 
образовательны х учреж дений; структуры, ф инансирую щ ие образовательную  услугу; 
прочие структуры, причастны е к продвиж ению  образовательной услуги на рынке.

Безусловно, особую  роль среди субъектов м аркетинга образовательны х 
услуг имеет личность учащ егося, студента, слуш ателя. Л ичность -  это  не просто м а
териальны й носитель образовательны х услуг, не только пользователь информации в 
процессе учебы, но и их единственны й конечный потребитель. Л ичность отличается 
от остальны х потребителей образовательны х услуг тем, что использует образова
тельны й потенциал не только для создания материальны х благ в будущ ем, не только 
для зарабаты вания средств к жизни, но ещ е и для удовлетворения собственны х п о 
требностей в познании мира. И менно личность, как конечны й потребитель образова
тельной услуги, осущ ествляет конкретны й выбор своей будущ ей специальности, 
сроков, м еста и формы  обучения, источников его финансирования, а такж е выбор 
будущ его м еста работы.

А вторы  внимательно проанализировали литературны е источники по пробле
мам м аркетинга образовательны х услуг и обратили внимание, что недостаточно изу
чена роль такого субъекта маркетинга как личность преподавателя.
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Д ля создания эф ф ективного м еханизма взаимодействия субъектов м аркетин
га следует особое внимание обращ ать на эф ф ективность информационны х потоков. 
И нф орм ационны е потоки в процессе получения образовательной услуги следует 
четко классиф ицировать на учебную , научную, нормативно-справочную , норм атив
но -  законодательную  информацию . К аж ды й из видов информации имеет свою 
ценность и роль в обеспечении качества образовательной услуги.

С точки зрения маркетинга в функции образовательного учреж дения входит: 
оказание обучаю щ имся образовательны х услуг; передача ж елаемы х знаний, умений 
и навыков; оказание сопутствую щ их образовательны х услуг; оказание воспитатель
ных воздействий, формирую щ их личность; оказание инф орм ационно
посреднических услуг обучаю щ имся и работодателям.

В м еханизме взаимодействия субъектов м аркетинга образовательны х услуг 
недостаточно И зучена роль и значение фирм -  работодателей будущ их специали
стов. В зарубеж ны х странах фирмы -  работодатели будущ их специалистов часто вы 
ступаю т в лице спонсоров университетов и оборудую т лаборатории конкретной вы 
числительной техникой или специальны м оборудованием. В таком  случае они не 
являю тся потребителями бесплатной рабочей квалиф ицированной силы. М еханизм  
взаим одействия субъектов м аркетинга в таком  случае работает более эффективно.

Следует отметить, что в м аркетинге образовательны х услуг в наш ей стране 
особенно весома роль государства и его органов управления. Г  осударство осущ еств
ляет правовую  защ иту субъектов м аркетинга и прежде всего потребителей от м оно
полизма, от недобросовестности в бизнесе, в обеспечении качества учебного м атери
ала и услуг, ведет статистику и содействует проведению  м асш табны х ры ночны х ис
следований.

В данной статье авторы остановились лиш ь на некоторы х аспектах взаим о
действия субъектов и объектов маркетинга в сфере образования. К онцепция м арке
тинга образовательны х услуг требует глубокого исследования закономерностей в 
системе образования. Н еобходим о четко определить роль значение в образовании 
таких категорий как научное м ировоззрение специалиста, цена образовательной 
услуги стоимость соответствую щ их видов работ. П ри проведении маркетинговы х 
исследований необходимо обращ ать внимание не только на плату за  обучение, но и 
на ценность представляемой услуги. В маркетинге есть такая категория «элиминация 
товара». С ущ ность стратегии элим инации образовательной услуги состоит в вы де
лении таких услуг, которые вы глядят сомнительны ми с точки зрения дальнейш ей 
привлекательности на рынке и подлеж ат переаттестации.

Таким образом, концепция маркетинга образовательны х услуг в результате 
оптимизации м еханизм а взаим одействия субъектов в сфере образования позволит 
избеж ать принятия ош ибочны х реш ений.
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О Б У Ч Е Н И Е  И С П О Л Ь З О В А Н И Ю  ^ Т М Р О ^ К -П Р И Л О Ж Е Н И Й  
Д Л Я  Р Е Ш Е Н И Я  Т Е Х Н И Ч Е С К И Х  ЗА Д А Ч

А н ц и п о р о в и ч  П .П ., А л е й н и к о в а  О .И ., В о й то ви ч  О .Н ., Л у ц к о  Н .Я .

Тке агНс1е 1е115 аЬоы1 1еаск1п§ 1а и^е 50ше рг1пс1р1в5 а/ 1ке йес1А1 0 п 1ехп1са1 аЪ]есНуа’ Ьу 1ке 1п- 
51гишеп1аШу о/ Ш1пёом>5 аррНсаНоп.

В настоящ ее время рабочими инструментами проф ессиональной деятельности 
инж енера повсеместно являю тся вы сокотехнологичны е компью терны е рабочие 
станции и компью терны е сети, оснащ енны е специальны м программны м обеспече
нием. Э ф ф ективное использование их требует повы ш ения уровня подготовки сту
дентов в области компью терны х информационны х технологий и использования их в 
учебном  процессе и последую щ ей работе. И зучая дисциплину «И нформатика», сту
дент долж ен не только изучать непосредственно сам компью тер и программное 
обеспечение, но и получать навы ки использования этих технологий для реш ения 
инж енерны х задач.

В процессе реш ения технической вы числительной задачи с использованием 
компью тера реализую тся следую щ ие этапы:

1) постановка задачи в форм ализованном  виде;
2) разработка математической модели изучаемого объекта или процесса;
3) построение алгоритма реш ения задачи;
4) реализация алгоритма в среде наиболее эф ф ективного для реш ения постав

ленной задачи программного обеспечения;
6) всестороннее тестирование построенного программно-вы числительного 

комплекса;
7) его использование для проведения вы числительного эксперимента.
Д исциплина «И нформатика» изучается студентами м аш иностроительного фа

культета на протяж ении первых четы рех семестров. Э та особенность определяет 
набор реш аемы х задач, которые долж ны  базироваться на знаниях студентов по дис
циплинам  «Ф изика», «М атематика», «Теоретическая механика», «М еханика матери
алов», «Теория механизмов и машин». В качестве изучаемого программного обеспе
чения целесообразно использовать табличны й процессор Ехсе1 и математическую  
систему Ма1йСаб.

Документ, созданны й в Ехсе1 или Ма1йСаб для реш ения технической задачи, 
долж ен содержать:

-  название задачи;
-  сведения о разработчике;
-  исходные данные с указанием  наименований и технических обозначений 

параметров, их числовы х значений и единиц измерений;
-  формулы, построенны е для определения промеж уточны х и результиру

ю щ их параметров;
-  вы численны е значения, представленные в удобном  для чтения и смыс

лового понимания виде.
Среди технических задач ш ироко встречаю тся такие, в которых необходимо 

исследовать зависим ость результирую щ их параметров от исходных данны х и сде
лать вывод о характере протекания процесса. В этом  случае построенны й в соответ
ствии с вы ш еизлож енны ми требованиями Ехсе1 или Ма1йСаб докум ент может ис
пользоваться для проведения вы числительного эксперимента. Создается его копия, в
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которой достаточно задать новые значения исходны х данных. П ересчет результатов 
происходит автоматически. Совокупность полученны х таким  образом документов 
предоставит разработчику необходимы й числовой материал для анализа и формули
рования выводов.

В учебном  процессе по дисциплине «И нформатика» в качестве примера рас
сматривается известная задача исследования движ ения тела массой т  , брош енного 
вертикально вверх с начальной скоростью  Унач, на которое действую т сила тяж ести

С = т д  и сила сопротивления воздуха = ко , где V -  скорость тела, к -  коэф ф и

циент пропорциональности. Требуется исследовать характер изменения скорости и 
вы соты  подъема тела в зависим ости от времени при движ ении вверх и определить 
максимальную  вы соту подъема.

М атем атической моделью  процесса является задача К ош и вида
ёV к
—  = -----V -  д ,
а1 т

V(̂ нач ) = Vнач.
Ее реш ение, например, методом Рунге-К утта 4-го порядка точности, на проме

ж утке времени [̂ нач, Iкон ] покаж ет характер изменения скорости тела при полете 

вверх.
..г г л аи
У читывая, что V{ )̂ = — , высоту подъем а получим в виде

и
И̂ = I V{̂  )0 (.

н̂ач
О тсю да максимальная вы сота равна

к̂он
Итах = I V{ )̂а  ̂.

н̂ач
Н иж е показан Ехсе1-документ, построенны й по данной м атематической модели

Исследование движения тела, брошенного вертикально вверх 

П етр о в  В .И ., гр у п п а  103117 

И сход н ы е д ан н ы е :

М асса тела т = 0,50 кг

Н ачальное время н̂= 0,00 с

Н ачальная скорость движ ения V нач= 5,00 м/с

К оэф ф ициент сопротивления среды  к= 0,20

У скорение свободного падения д= 9,80 м /с

К оличество участков разбиения п= 14,00

О бщ ее время полета к̂= 0,46429 с

Э лем ентарны й интервал времени А^= 0,03316 с

Р е зу л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и й
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№  точки Г, с к1 к2 к3 к4 V, м/с И, м

1 0 5,0000 0,0000
2 0,03316 -11,8000 -11,7217 -11,7223 -11,6445 4,6113 0,1594
3 0,06633 -11,6445 -11,5673 -11,5678 -11,4910 4,2276 0,3059
4 0,09949 -11,4911 -11,4148 -11,4153 -11,3396 3,8491 0,4399
5 0,13266 -11,3396 -11,2644 -11,2649 -11,1902 3,4755 0,5613
6 0,16582 -11,1902 -11,1160 -11,1165 -11,0427 3,1068 0,6705
7 0,19898 -11,0427 -10,9695 -10,9700 -10,8972 2,7430 0,7675
8 0,23215 -10,8972 -10,8249 -10,8254 -10,7536 2,3840 0,8525
9 0,26531 -10,7536 -10,6823 -10,6828 -10,6119 2,0297 0,9257
10 0,29847 -10,6119 -10,5415 -10,5420 -10,4720 1,6801 0,9872
11 0,33164 -10,4721 -10,4026 -10,4031 -10,3340 1,3351 1,0372
12 0,3648 -10,3341 -10,2655 -10,2660 -10,1979 0,9947 1,0758
13 0,39797 -10,1979 -10,1302 -10,1307 -10,0635 0,6587 1,1032
14 0,43113 -10,0635 -9,9967 -9,9972 -9,9309 0,3272 1,1196
15 0,46429 -9,9309 -9,8650 -9,8654 -9,8000 0,0000 1,1250

6,0000

5.0000

4.0000

3.0000

2.0000  

1,0000  

0,0000

1,2000 т- 

1,0000  

0,8000  

0,6000  

0,4000  

0,2000  

0,0000

0

М аксимальная вы сота полета Итах = 1,1250м

Зависимость V

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

,̂ с

Зависимость к (()

-Ф -Ь(1)

0,1 0,2 0,3

,̂ с
0,4 0,5

Д ля этой же задачи документ, построенны й с использованием  математической 
системы  М а!ЬСаё, имеет вид
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о ««УХ У\ л  г  л  о •• У\ л  о г  л  •• л  о •• л  г  - \У \ о  г  ГУ\ -»У\ УХ о - \ Л  Л У Х Л  • • • •  УУХ УХ УХ о -VЬппеаагаагеа аае^агеу оаеа, аоюатаг аадоееаеин аааоо 
1аод1а А. Е ., адб11а 103117 

Епо1а 1иа ааниа:

1айпа оаёа т  := 0.5 ёа 

1а^аёй1Га абаху 1п := 0 п
а^аёшау пёгбгпои уп := 5 1/п 

ЕГуооеоеаю пабгоеаёахеу пбааи к  := 0.2

ОпёГба1еа паГаГа1гаГ 1ааа1еу д := 9.8 Х/п 2

ЕГёе^апоаг о^апоёга ба9аеа1еу п := 14 

В а^оеиоаои  аи -е п е а !е е :

1аиаа абаху 1Гёаоа, п

, - т  ,1к : = -----• 1п
к

Г д
к

V т  у
- \ т . . О \ О г \ \ ж г / у г  \ г \ О ж / у \ . .  / у ж О \ О г \Уёа1аюаб1ие еюабааё аба1а1е

• уп +  д
1к = 0.464

А! :=
1к -  !п

А! = 0.033 с

т * * Х  0 * * 0 * * 0 у л 0 « « л л  О у л * *Г1о а а а е а 1е а  пе101пое ааеж а!еу

кепоаиау хабаханау ОКЮ 1К := 1
- к

АаёоГб Р (1 , у) : = ------ у -  д
т

1аобе0а 2  := гкйхеб(уп, !п , ! к , п , Р)

1 := 1.. п +  1

!1 := 2 1, 1 VI := 2 1, 2

Е п п еаа 1а а 1е а  аип1ои иеаоа

к 1 := 0 

1 := 2 .. п + 1

, , + ^1-1 лк; := к;- 1 + ------------А!
2
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1 =

1

1 0
2 0 . 0 3 3

3 0 . 0 6 6

4 0 . 0 9 9

5 0 . 1 3 3

6 0 . 1 6 6

7 0 . 1 9 9

8 0 . 2 3 2

9 0 . 2 6 5

1 0 0 . 2 9 8

11 0 . 3 3 2

1 2 0 . 3 6 5

1 3 0 . 3 9 8

1 4 0 .4 3 1

1 5 0 . 4 6 4

V  =

1

1 5
2 4 .6 1 1

3 4 . 2 2 8

4 3 . 8 4 9

5 3 . 4 7 5

6 3 . 1 0 7

7 2 . 7 4 3

8 2 . 3 8 4

9 2 . 0 3

10 1 .6 8

11 1 . 3 3 5

12 0 . 9 9 5

13 0 . 6 5 9

14 0 . 3 2 7

15 1 . 1 8 7 1 0  -9

И =

1

1 0
2 0 . 1 5 9

3 0 . 3 0 6

4 0 . 4 4

5 0 .5 6 1

6 0 . 6 7

7 0 . 7 6 7

8 0 . 8 5 2

9 0 . 9 2 6

1 0 0 . 9 8 7

11 1 . 0 3 7

1 2 1 . 0 7 6

1 3 1 . 1 0 3

1 4 1 .1 2

1 5 1 . 1 2 5

л Х Л Л Л  . 0 < » Л Л 0  «ФХ 0 * * < » Л Л Л * * 0 ^ Л 0  Х О  ^ • • • • л л л л лА о а о е -а п е 1а  1о а а п о а а е а 1е а  оа^оеиоао 1а

О пыт обучения показывает, что сущ ествует потребность изучения студентом 
как мож но более ш ирокого круга программны х продуктов, что позволит ему наибо
лее эф ф ективно реш ать технические задачи.
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2. И нформатика: курсовое проектирование: методическое пособие для студентов 
маш иностроительны х специальностей / П .П. А нципорович [и др.]; БНТУ, К аф ед
ра «Теория м еханизмов и маш ин» -  М инск: БНТУ, 2006. -  83 с.

3. Очков, В.Ф. Ма^Ьсаб 14 для студентов, инж енеров и конструкторов / В.Ф. Очков. 
-  Санкт-П етербург: БХ В-П етербург, 2007. -  356 с.

4. П етров, А.В. В ы числительная техника и программирование: К урсовая работа / 
А.В. П етров, М .А  Титов, П .Н. Ш катов. -  М .: В ы сш ая школа, 1992. -  184 с.
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Р О Л Ь  И Н Ф О Р М А Ц И О Н Н Ы Х  Т Е Х Н О Л О Г И Й  В Т В О Р Ч Е С К О Й  
С А М О Р Е А Л И З А Ц И И  Л И Ч Н О С Т И  Н А  С О В Р Е М Е Н Н О М  Э Т А П Е

Б а р а н о в а  А .С .

Тке агНс1е м>ик 1ке го1е а/ 1п/огтаНапа11:есНпо1од1е5 1п а ретзап’з 5е1/-геа112аНоп а! 1ке рге-
5вп1 Нте, 1ке ^ау^ о/  1п/огтаНопа1 сотре1епсу гтргоуетеп!

И нф орм ационны е технологии (ИТ) имею т больш ое значение для творческой 
сам ореализации личности, повы ш ения уровня креативности её мыш ления, ф орм иро
вания ум ений разрабаты вать стратегию  поиска реш ения как учебных, так и практи
ческих задач, прогнозировать результаты  реализации принятых реш ений на основе 
м оделирования изучаемы х объектов, явлений, процессов, взаимосвязей между ними. 
О днако недостаточно изучены  и проработаны  психолого-педагогические аспекты  
создания и внедрения в образовательны й процесс современны х информационны х 
технологий.

В американском  докладе "То ^ еат^ п § " , опубликованном в 1970 г. в Н ью -Й орке 
и Л ондоне, впервые даю тся два определения технологии: в первом -технология обу
чения характеризуется как совокупность способов и средств связи (общ ения) между 
лю дьми, возникш их в результате информационной револю ции и используемы х в ди
дактике, во втором -технологии  обучения рассматриваю тся как нечто более значи
тельное, чем  просто совокупность педагогических методов и средств.

П рим енение в вузах новых аппаратны х и программных средств, наращ иваю 
щ их возмож ности компью тера, переход в разряд анахронизма понимания его как 
вычислителя, постепенно привели к вытеснению  терм ина "компью терные техноло
гии" понятием  "инф ормационны е технологии". П од последними понимаю тся про
цессы  накопления, обработки, представления и использования информации с пом о
щью электронны х средств..

С ущ ествую т различны е подходы  к оценке сущ ности и м еста И Т  в образова
тельном  процессе. Так, в справочной литературе информ ационная технология обу
чения (с о т р и 1ег12ей ^еасй^п§ 1есйпо1о§у) определена как совокупность теоретических 
знаний компью терны х средств, а такж е методик, регламентирую щ их их использова
ние в обучении. Л .В .Л уцевич определяет И Т как технологию  маш инной (с помощ ью  
ЭВМ ) обработки, передачи, распространения информации, создания вы числитель
ных и программных средств информатики.

Более ш ирокая трактовка этого терм ина приведена М .И .Ж алдаковы м. Он пред
лагает понимать под И Т совокупность методов и технических средств сбора, органи
зации, хранения, обработки, передачи, и представления информации, расш иряю щ ей 
знания лю дей и развиваю щ их их возмож ности по управлению  техническим и и соци
альны ми процессами.

Е.И. М аш биц и Н.Ф. Талы зина рассм атриваю т информационную  технологию  
обучения как некоторую  совокупность обучаю щ их программ различны х типов: от 
простейш их программ, обеспечиваю щ их контроль знаний, до обучаю щ их систем, 
базирую щ ихся на искусственном интеллекте.

В .Ф .Ш олохович предлагает определять И Т с точки зрения ее содерж ания как 
отрасль дидактики, заним аю щ ую ся изучением  планомерно и сознательно организо
ванного процесса обучения и усвоения знаний, в которых находят применение сред
ства инф орматизации образования.

С одерж ательны й анализ приведенны х определений показывает, что в настоя
щ ее время сущ ествует два явно вы раж енны х подхода к определению  ИТ. В первом

339



из них предлагается рассматривать ее как дидактическим процесс, организованны й с 
использованием  совокупности внедряемы х (встраиваемы х) в системы  обучения 
принципиально новых средств и методов обработки данных (методов обучения), 
представляю щ их целенаправленное создание, передачу, хранение и отображ ение 
инф ормационны х продуктов (данных, знаний, идей) с наименьш ими затратам и и в 
соответствии с закономерностям и познавательной деятельностями обучаемых. Во 
втором  случае речь идет о создании определенной технической среды обучения в 
которой клю чевое место заним аю т используемы е инф ормационны е технологии. Т а
ким образом, в первом случае речь идет о информационны х технологиях обучения 
(как процессе обучения), а во втором  случае о применении информационны х техно
логий в обучении (как использование информационны х средств в обучении).

П .И .О бразцов(2) приводит различны е информационны е технологии, прим еня
емые в вы сш ей ш коле России:

№
п/п

Н азвание ИТ
А нглоязы чное

название
Сокращ енное

название
1 Э лектронны й учебник е1ес1гоп1с 1ех1Ьоок е-1Ьоок

2 М ультисредовая система ши111шеб1а зуз^еш СВ-8у8

3 Э кспертная система ехрег18 зуз^еш ех.8у8

4
Система автоматизированного 

проектирования

сошри1ег а1беб бе-
81§П

8у81еш
С А В

5
Электронны й библиотечны й ката

лог
е1ес1гоп1с ИЬгагу е-ИЬг

6 Б анк данных, база данных ба1аЬа8е бЬ

7
Л окальны е и распределенны е 

(глобальны е) вы числительны е си
стемы

Ьоса! апб ^ 1 б е  агеа 
пе1^огк8

Ь А К /^ А К

8 Э лектронная почта е1ес1гоп1с ша11 е-та11

9 Г олосовая электронная почта уо1се-шаИ у-та11

10 Э лектронная доска объявлений Ьи11е11п 8у81еш Б 8
11 Система телеконф еренций 1е1есопГегепсе 1-сопГ

12
А втоматизированная система 

управления научны ми исследова
ниями

Сошри1ег ге8еагск 
8у81еш

а1беб С А Б

13
А втоматизированная система ор

ганизационного управления
М ападеш еп! 1пГог- 

та1;1оп 8у81еш
МХ8

14
Н астольная электронная типогра

фия
бе81-1ор риЬИ8Ып§ б.1.-риЬ1

П еречень указанны х инф ормационны х технологий значительно расш иряет 
область творческой самореализации личности. Разнообразие используемы х инф ор
мационны х технологий способствует реализации принципа стимулирования и м оти
вации полож ительного отнош ения обучаю щ ихся к учению, отраж ает закономерную  
связь между успеш ностью  их учебно-познавательной деятельности и возбуж дением 
интереса к ней. Он указы вает на необходим ость непреры вного побуж дения к овла
дению  содерж анием обучения. С облю дение этого принципа является одним из важ 
нейш их условий эф ф ективного применения инф ормационны х технологий. Он пред
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писы вает рассматривать учение как процесс проявления активности субъекта, отве
чаю щ ий мотиву.

Согласно принципу ориентированности обучения на активность и самореали
зацию  личности, проектирование информационны х технологий изначально должно 
быть нацелено на развитие личности, вы явление особенностей обучаемого (способ
ностей, интересов, потребностей) как субъекта, признание его субъективного опы та 
как самобы тности и самоценности, построение педагогических воздействий с м ак
симальной опорой на этот опыт (постоянном согласования в ходе обучения двух ви
дов опы та-общ ественного  и индивидуального), раскры тие индивидуального своеоб
разия получения знаний через анализ способов учебной работы. Задаваем ое в обуче
нии содерж ание (понятия, правила, приемы), фиксирую щ ее результаты  общ ествен
но-исторического опы та научного познания, обязательно переосмы сливается в ходе 
его усвоения и применения. И нф орм ационны е технологии, направленны е на лич
ностно-развиваю щ ее обучение, предполагаю т не только накопление знаний, умений, 
но и непрерывное формирование м еханизма самоорганизации и сам ореализации бу
дущ его специалиста, развития его познавательны х способностей. О бучаю щ ая среда 
при таких технологиях не навязывает будущ ему специалисту норм ативное построе
ние его деятельности, а создает более свободны е условия, предоставляю щ ие ему 
возмож ность самому определять траекторию  индивидуального развития. П реподава
тель, опираясь на выявленные интересы  и субъективны й опыт обучаемого, ф орм и
рует содерж ание обучения (научное знание), которое долж но быть принято обучае
мым как личностно-значим ое для него, "пропущ енное" через собственны й субъек
тивны й опыт. Такое содерж ание будущ ий специалист усваивает с помощ ью  форм, 
методов и средств активного обучения.. В се это требует того, чтобы  в целях активи
зации учебно-познавательной деятельности обучаемых комплексно использовались 
самые различны е средства обучения (информационные, экспертно-обучаю щ ие, тре
нажерные, помогаю щ ие производить расчеты, проектировать и др.). Сущ ность ком 
плексного применения средств обучения в рам ках информационны х технологий свя
зы вается с их способностью , в сочетании с организую щ им и направляю щ им  нача
лом  преподавателя, активизировать мыш ление обучаемых, придать проблемно
деятельностны й характер учебно-познавательном у труду студентов.

П рим енение И Т уже сегодня сущ ественно изменяет роль и функции педагога и 
обучаемых, оказывает значительное влияние на все компоненты  учебного процесса 
обучения: меняется сам характер, место и методы совместной деятельности педаго
гов и обучаемых; соотнош ение дидактических функций, реализуемы х в системе "пе- 
дагог-И ТО -обучаемы й"; услож няю тся программы  и методики преподавания различ
ных дисциплин; видоизменяю тся методы и формы проведения учебны х занятий. 
И наче говоря, внедрение в учебны й процесс И Т неизбеж но влечет за  собой сущ е
ственные изменения в структуре всей педагогической системы  вуза. П ричем, схема 
"человек-ком пью тер" обладает неизм ерим о больш ими возможностями, способна 
предлож ить принципиально новый подход к реш ению  задач учебного процесса, от
личны й от традиционного. И нф орм ационны е технологии влияю т на деятельность 
преподавателя. В современны х условиях мож но выделить следую щ ие тенденции: 
педагог все больш е освобож дается от некоторы х дидактических функций, в том  чис
ле контролирую щ их, оставляя за  собой творческие; значительно изменяется его роль 
и расш иряю тся возм ож ности по управлению  познавательной деятельностью  обучае
мых; изменяю тся качественны е характеристики обучаю щ ей деятельности, происхо
дит передача компью теру все новых дидактических функций (предъявление учебной 
информации, демонстрация процессов и явлений); повы ш аю тся требования к ком 
пью терной подготовке педагога. П о мнению  С .И .А рхангельского: "изменяется сам 
характер преподавательского труда, он становится "консультационно-творческим".

341



Творческая самореализация в условиях «информ ационного общ ества» предпо
лагает, что каж ды й индивидуум должен:

• иметь возмож ность доступа к базам  данных и средствам информационного 
обслуживания;

• поним ать различны е форма и способы  представления данны х в вербальной, 
граф ической и числовы х формах;

• знать о сущ ествовании общ едоступны х источников информации и уметь 
ими пользоваться;

• уметь оценивать и обрабаты вать имею щ иеся у него данны е с различны х то 
чек зрения;

• уметь анализировать и обрабаты вать статистическую  информацию ;
• уметь использовать имею щ иеся данны е при реш ении стоящ их перед ним 

задач.
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1 И н сти тут тепло- и массообмена им. А.В. Лыкова НАН Беларуси, Минск 
^Белорусский государственный университет, Минск

Д И Н А М И К А  Н А Н О М А Ш И Н  В Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х  С Р Е Д А Х  

П л е с к а ч е в с к и й  Ю .М .1, Ч и г а р е в  А .В .2, В аси л ев и ч  Ю .В .2

П роектирование, конструирование и производство наномаш ин разного назна
чения из стадии научны х проектов переходят в стадию  опы тно-конструкторских 
разработок и их физической реализации. И з м ногочисленны х проблем, требую щ их 
исследования и реш ения в этой области рассм отрим  вопросы  динамики наномаш ины  
и ее управляем ости в реальны х средах, а так ж е вопросов, связанны х с расчетом 
напряж енно-деф орм ированны х состояний в таких структурах.

П риведем  некоторы е данны е сравнительного анализа структур из рассм атрива
емого диапазона

П р о е к т ы  к о н с тр у к ц и й  н а н о м аш и н :

Проекты наномашин Медицинский наноробот:

343



Наноавтомобил ь

Микрофагоцит по сравнению с эритроцитом 
(взято из Наномедицинской Галереи И нститута  Предвиденья), 

автор: Роггв81 Вг^Иор.
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Сравнительный анализ масштабов объектов наномира:
2 п т  -  диаметр двойной спирали ДНК 
20 п т  -  диаметр бактерии 
90 п т  -  вирус НХУ
200 п т  -  бактерия микоплаза, наименьш ая форма клеточной ж изни 
1-10  ц т  (=1000 п т )  -  длина типичной бактерии 
80 ц т  -  диаметр человеческого волоса
^ эритроцита ~ 8 мкм,
^ капиляра = 3 мкм.
В линейном  приближ ении динамика наноструктуры  мож ет быть описана си

стемой уравнений вида
"х = А X + В и + ^ ,  (1)

где X -  вектор обобщ енны х координат центра масс частицы  и углов Э йлера разм ер

ности п = 6, и -  вектор управляю щ их воздействий разм ерности т ,  ) -  случайны й
процесс, определяю щ ий воздействия со стороны  среды  на наномаш ину, А, В м атри
цы  п хп, п X т ,  элем енты  которых могут зависеть от I и возмож но некоторы х у(1).

В следствие малой массы  наноструктура обладает малой инерцией. У равнение 
(1) мож но представить в виде системы уравнений 2го порядка с малым параметром 
при старш ей производной. В место уравнений Н ью тона-Э йлера целесообразно ис
пользовать уравнения Брауна, описы ваю щ ие брауновское движение.

У с то й ч и в о с ть  однородного  п л оского  д в и ж е н и я  ц е н т р а  м асс н ан о р о б о та  
п р и  ск а ч к о о б р а зн ы х  и зм ен ен и ях  п а р а м е т р о в
К онкретизируем  (1) в виде

зХ = А ((, у)х + Р ( ( ) , (2)

где X смещ ение от ном инальной плоской траектории движ ения вдоль оси у (г = 0).
П усть у(^) скачкообразны й случайны й процесс с двумя состояниями у 0, у 1, при

чем переход из одного состояния в другое происходит в случайны е независимы е 
моменты  врем ени с вероятностям и

в состоян и еу0 - р 0 + 0(А^) и в состояние у 1 - р 1А^ + 0(А^). (3)

М ож но рассмотреть два процесса с матрицами
А(0)(Г) = А(Г, у 0) и А(1)(Г) = А(Г, у  1). (4)

Если матрицы  (4) удовлетворяю т условиям  устойчивости или неустойчивости, 
то  процесс х(^) будет устойчивы м  или неустойчивым.

П роцесс х(^) является ^-устойчивы м , если устойчиво тривиальное реш ение для 
^-м ом ентов процесса х(^).

Рассм отрим  некоторы е случаи когда одна из матриц А(0) или А(1) может быть 
неустойчивой. Н апример, пусть в 0 = 0, в 1 > 0 , тогда для устойчивости этих уравне

ний нужно, чтобы  бы ли устойчивы м и матрицы  А(0), А  ̂ - ( в 1/ Р )1 , т.е. матрица А(1) 
неустойчива, но если вещ ественны е части ее характеристических чисел меньш е 
в 1/ р 1, то имеет место устойчивость. Ф изически это означает, что если в момент 

времени I '  бы ло принято значение у 0 и далее оно не меняется, то матрица А(0) будет 
устойчивой. П оэтому если начальное значение было у  1, а в момент I '  принято зн а
чение у 0, но даж е при неустойчивой м атрице А(1) процесс х(^) не уйдет далеко от за 
данной траектории. А налогично мож но рассмотреть случай когда А(0) неустойчива, а 
А (1) устойчива.

С оотнош ения между числам и в 0, Р 1 и элем ентами матриц А(0), А(1) при которых 
процесс х(^) будет ^ -устой чи вы м  мож но получить на основе критерия Рауса-
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(4)

Гурвица. Н апример, для устойчивости процесса х(^) по первому моменту (м атем ати
ческое ож идание) необходимо, чтобы  была устойчива матрица

,4(“>-Р„/ Р,/
Р„ /

П усть процесс движ ения центра масс наном аш ины  рассм атривается в одно
мерном случае около полож ения X = О .

.X = а (у  )х.
а уравнения для м атематических ож иданий имею т вид

пг',0 = аоЩ,^) + р1да11) -  в о ^ '^ 0, ао = а(уо), 
да,о) = а^ш^1 + вот,,00 -  в,™,10, а, = а{у , ),

(5)

У равнения (5) устойчивы, если

ао + а, < (во +  в, ), аоа, (воа , +  в ,а о). (6)
Н а рис. 1 представлена область значений ао, а ,. В заш трихованной области си

стема устойчива. Видно, что параметры а о, а , могут принимать полож ительны е зн а
чения, т.е. могут быть неустойчивыми.

О птимальное управление наномаш иной м ож ет быть программны м или иметь 
обратную  связь.

Таким образом, в принципе несмотря на то, что движ ение наномаш ин происхо
дит в среде со случайными воздействиями по реальной траектории, которая отлича
ется от заданной, однако целенаправленное движ ение мож ет бы ть в среднем осу
щ ествлено.

К ак следует из вы ш есказанного наномаш ины  будут работать в условиях посто
янны х динамических и статических воздействий, которые будут вы зы вать изменение 
их параметров. П оэтому актуальной проблемой наномеханики является вопрос о со
здании моделей наноструктур, позволяю щ их получать расчет напряж ений, деф орм а
ций, (обратимых и необратимы х) в таких структурах.

К ак известно, реальны й мир дискретен и механически поведение структур от 
микроуровня до макроуровня наиболее точно мож но было бы  описать на основе ме
тодов кристаллической реш етки.
О днако объем  вы числений в дискретной м атематической модели твердого тела еще 
не под силу и современны м вы числительны м системам  поэтому методы  контину-
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альнои механики, основанной на моделях сплош ны х сред, продолж аю т оставаться 
базой для инж енерного проектирования, конструирования машин.

П осле откры тия наноструктур, некоторы е из которых подобны, известны м в 
механике деф ормируемого твердого тела: оболочкам  (трубки, фуллерены ), пласти
нам  (графены), стержни, проволоки, возникли проблемы, связанны е с расчетом  их 
физико-механических свойств, (материальная жесткость, плотность, твердость, 
прочность, пластичность), а такж е геометрии (формы) и внутренней структуры и т.д.

Д и с к р е т н о с т ь  с т р у к т у р ы , к о н т и н у а л ь н о е  п р и б л и ж ен и е
В континуальной механике характерны й, представительны й объем V  содержит 

п структурны х элем ентов объемом каж ды й Уо значительно больш е 1
п = V /V )  >> 1. (7)

Н еоднородность, анизотропия свойств объема V  уж есточает требование (7). 
Если объем  V  состоит из кластеров с неоднородны м и границами (горны е породы) 
компонентов, то обычно требуется, чтобы  масш таб неоднородности (средний размер 
кластера) бы л значительно меньш е диам етра характерного объема. Н аноматериалы , 
применяемы е в различны х областях должны обладать высокой степенью  однородно
сти ( примесей не более 1%), что позволяет на первый взгляд измерять их ф изико
механические характеристики на приборах с меньш ей осредняю щ ей базой, однако 
проведение опытов по растяж ению  нанообразцов сегодня затруднительно, т.к. слож 
но получить захваты , надеж но удерж иваю щ ие образец и основны м м етодом является 
индентирование.

М одельны е расчеты  показываю т, что в наноматериалах сильное влияние на 
величину, например, упругих модулей оказы вает масш табны й фактор и напрямую  
связанная с этем  дискретность структуры и возмож ность континуального приближ е
ния.
К ак известно, в континуальны х моделях неоднородны х сред имеет место м асш таб
ный эффект, проявляю щ ийся в зависим ости средних упругих модулей от масш таба 
осреднения.

Пример: [ 8 ] П ластина, растягивается в направлении оси х силами величиной 
а  0. Н еоднородность пластины  задана законом

у = у ( ) : 1 - V 2
; ч = ч (у ) =

1 +V
(7)

Е {у у  Е (у ) '
С лучайны е статистически однородны е функции у (у), д(у) заданы  своими мо

ментами
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Зависимость Н Е) (кривая 1 при 5 = 0,3), (кривая 2) пластины показаны
на рис. 2

Рис. 2. Растяжение микронеоднородной упругой пластины [в]

Здесь Е , = ^ ° ,  Е^ = 1 ((е * ^ Е * ) ) ') ,  5 = Е , •

Масштабный эффект хорошо выражен для дискретных структур. Показано [6], 
что в случае растяжения нанослоя

Зависимость Е^^^ / Е„  от N  числа атомных слоев в направлении растяжения 
может изменяться практически в два раза рис. 4

N  т^^/Е.^

N
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Е, =1 N
N  - 1  < N  < N.

П оведение упругих модулей в неоднородной среде и дискретной нанострук
туре согласно рисунков 3, 4 указы вает на наличие краевых эффектов, что требуется 
учиты вать при постановке граничны х задач. Так в приближ ении квазиконтинуума 
[9] (нелокальная теория упругости) граничны е условия ставятся с учетом  изменения 
характера упругих связей в граничной области.

О тметим некоторы е механические свойство наноматериалов.
М едь, которая проявляет в макромасш табе свойства м атериала пластичного, с 

малой выносливостью , прочностью  при достиж ении зерном  разм ера меньш е 20 п т  
демонстрирует пластичность порядка Ш Ра. П ластичность мала, а поведение м ате
риала близко к хрупком у (~2%). Вы сокую  вы носливость и малую пластичность де
монстрирую т и другие наноматериалы.

К ак известно, при механическом  размоле материалов, твердость и прочность 
(вы носливость) материалов для обы чного масш таба зерна (̂  > 1 ц т , можно описать с 
помощ ью  эм пирического закона Х олла-П етча

а  = к {^)-1/2 + а 0
где к и ао постоянные, ё  -р азм ер  зерна. П ри ё < 20 п т  обнаруж иваю тся отклонения 
от этого закона и даж е обратная зависимость.

Растяж ение и трещ иностойкость наноматериалов зависят от 3х факторов: де
фектов, возникаю щ их в процессах производства (например: пористость, нанотрещ и
ны), нестабильность, обусловленная торм ож ением  и распространением  нанотрещ ин, 
пластическая нестабильность при растяжении.
Н аличие дефектов связывается со значительны м  ограничением  растяж им ости нано
материалов. Для традиционно сущ ествую щ их размеров зерна полезны м для сопро
тивления трещ инообразованию  является его уменьш ение. Для случая наном атериа
лов граница пластичности сильно вы растает как результат дробления структуры и, в 
общем, возможно, что она становится более прочной с больш им сопротивлением  на 
разруш ение. К ром е того, напряж ение разруш ения мож ет бы ть меньш е с учетом  сни
ж ения активности дислокации и увеличения пористости границ зерен. В ы сокая эн ер
гия и больш ое количество таких областей позволяю т трещ инам  относительно легко 
распространяться вдоль границ или через зерно.

П олзучесть традиционны х материалов сильно зависит от размера зерна, а при 
сверхпластичности удлинения могут достичь 100-1000%  при температурах 0,5 Тт.

В области м икрометровой одновременно с ум еньш ением  зерна материал ста
новится сверхпластическим при значительно более низкой температуре, растет ско
рость деформирования. О сновны м уравнением, описы ваю щ им ползучесть и сверх
пластичность является уравнение.

Ё = А
ВСЬ

кв Т

^ 7  ̂  у

V ̂  У
где А -  постоянная, зависит от м еханизма ползучести, а  -  прилож енное напряжение, 
5 -  показатель величины  зерна, п -  показатели деформирования.

Сверхпластичность является частны м  случаем  ползучести при больш ой ско
рости деформирования.

М ож но было бы  предполож ить, что для малых размеров зерен и низкой тем 
пературе Т/Тт доминирую щ им  механизм ом  транспорта массы  в наноматериалах яв 
ляется ползучесть. М ож но бы ло бы  такж е ож идать явления сверхпластичности при 
более низкой температуре. О днако оказывается, что скорость ползучести наном ате
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риалов такая же как и в области зерен м икрометрового размера. Н е установлена воз
мож ность сверхпластичности при Т < 0,5 Т т .
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Н Д С  Ч Е Х Л А  Т Е П Л О В Ы Д Е Л Я Ю Щ Е Й  С Б О Р К И  (Т В С ) 
Я Д Е Р Н О Г О  Р А К Т О Р А  С  П О М О Щ Ь Ю  
П Р О Г Р А М М Н О Г О  П А К Е Т А  А N 8У 8 12

К у л и к о в  И .С ., К о в а л ь  Ю .Г ., Т о м и л о  Е.В .

Тке ёв/тШап а/ 1ке 51гв55-51га1п сапёШап а/а/ые1 е1ешеп15 а^^етЬИе  ̂кехадапа1 А’кеП а/а пис1еаг 
геас1аг 1 ’̂ рге5еп1её.

Л^уап1аде о/ 1ке ёес151ап о/ 1ке сатЫпеё 1етрега1иге-ёе/огтаИап ргоЬ1ет м>Ик и^е о/А’о/1^аге 
раскаде ЛМ8Т812 1ка1 ка^ а11ом>её 1о 51трк/у 1ке ^окиНоп о/ргоЬ1ет о/51ге55-51га1п о/ 1ке кехадопа1 ̂ кеП 
5иЬ]ес1её 1о поп-ип1/огт кеаНпд апё 1оаёеё м>Ик ех1егпа1 а11оса1еёрге^^иге 15 5ком>п.

Д ля обеспечения энергетической безопасности в Республике Беларусь планиру
ется строительство атомной электростанции мощ ностью  около 2,4 тыс. М Вт. Ввод 
первого энергоблока запланирован на 2016 год, второго -  на 2018-й. Д ля строитель
ства выбран проект реактора санкт-петербургского «А томэнергопроекта».

П ри разработке проекта строительства А ЭС применяется компью терная вы соко
производительная техника и современное программное обеспечение, что позволяет 
учены м  реш ать комплекс задач по научному сопровож дению  строительства атомной 
электростанции, в том  числе по созданию  и внедрению  инноваций для повы ш ения 
ядерной, радиационной и экологической безопасности станции. В озм ож ности паке
тов программ мож но применять такж е для разработки методов контроля качества 
оборудования, соверш енствования технологий обращ ения с радиоактивны м и отхо
дами, анализа и м оделирования процессов использования оборудования АЭС на всех 
ж изненны х циклах.

В данной работе рассм отрен вариант расчета чехла тепловы деляю щ ей сборки 
ядерного реактора нагруж енного внеш ним распределенны м  давлением  и подвергну
того неравномерному нагреву. Разм еры  чехла: вы сота 1500 мм, ш ирина ребра 60 мм, 
толщ ина стенки 2 мм. Температура внутри чехла 530°С, по наруж ной поверхности 
500°С.

Ч ехол ТВС представляет собой ш естигранную  оболочку с днищ ем. Расчёт м ож 
но проводить, рассм атривая отдельно грани и реш ая задачу для защ ем лённой по 
трём  кромкам пластины, четвёртая кромка которой свободна (рис. 1). Защ емление 
осущ ествлено по кромкам  у=0 и х= ±а / 2  , кромка у=Ь оставлена свободной. П од 
равном ерно распределённой нагрузкой интенсивностью  ^ пластина испы ты вает про
гиб ^ ,  эквивалентны й результату налож ения трёх прогибов [1]:

^  = ^ 1 +  ̂ 2 +  ^ 3

Рис. 1. Пластина, защемлённая по трём кромкам 351
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Также учтём:

ЕИ̂  где

в  = - м ,

ппа
Эх"

; Еп , ^ -  постоянные, И- толщина пластины, Е  -
72 ( 7 - ц"  ̂  ̂ ' п 4Ъ

модуль Юнга, ц - коэффициент Пуассона.
Поскольку пластина защемлена по трём кромкам (у  = 0, х = ±а  /2),  граничные 

условия имеют вид:

2д ж д ж

Жз = 0;
2

2 ж3+ (2 -  ц) д2 ж3 ^
дхду )у=Ъ

V

= 0;

/

V

Эу ̂
- + ц

дх2 0 ;
^у=Ъ

Л

^(ж1 + ж2 + ж3) 
З х

Зж.3

З у  )У ' 

=  0

=  0 : (2)

)х=-±а /2
Далее рассмотрим температурное воздействие на данную пластину. Рассмотрим 

изменение температуры по толщине пластины Ь. Определение нестационарного тем
пературного поля при постоянных теплофизических характеристиках сводится к ре
шению уравнения [2]:

Э 2Т  д 2Г  д 2Г  = 1 З Т  (3)
дх2 Эу2 дг2 а З^

Решение уравнения должно удовлетворять следующим начальному и граничным 
условиям:

Т  = Т0 при  ̂= 0
З Т  00 ^  )—  = — -  (Т -  о0) на контуре пластины, 
Зп  ^

ЗТ а.
В Т ^ -У 3- (Т - ^ 3 )Зг X,

ЗТ
З Т = - 0 "  ( т - V  4)Зг X,

И
г = — . 

2 '

= - И 
г = 2 ■

(4)

Здесь Т  -  температура пластины; То -  начальная температура пластины; V0 ,V3, V4 
-  температуры среды соответственно на контуре пластины и на её поверхно
стях; а0, а3, а4 -  коэффициенты теплоотдачи соответственно на контуре пластины и
на её поверхностях; ХТ и а  -  коэффициенты теплопроводности и температуропро-
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водности материала пластины; соответственно п -  внеш няя нормаль на контуре пла
стины. Реш ение уравнения (3) мож ет быть получено численно, например методом 
конечны х разностей.

П риведенны й способ расчёта с использованием  зависим остей (1)-(4) является 
крайне громоздким, трудоём ким  и слож ны м в использовании, такж е практически не 
позволяет учиты вать в расчетах такие факторы, как радиационное распухание и пол-

Рис. 2. Твердотельная модель чехла ТВС ядерного реактора
зучесть.

П о этой причине был выбран метод конечных 
элементов, реализованны й в программном пакете А N 8У 8 12. Он позволяет быстро, 
наглядно и достаточно точно произвести данны й расчёт для всего чехла целиком.

Рис. 3. Сеточная модель чехла ТВС ядерного реактора

В первую  очередь следует построение модели в 8о1^й^о^к8 с учётом  парамет
ров а=60 мм, й=1500 мм, к=2 мм. За модель чехла взята ш естигранная оболочка с 
днищем. Далее построенная модель импортируется в Л К 8 У 8  12 (рис. 2), с последу
ю щ им  заданием  свойств материала: нерж авею щ ая сталь с модулем упругости 2 1011 
П а и коэф ф ициентом  П уасона 0,3. М одель разбивается 462422 элемента, количество 
узлов 152783 (рис. 3). Н епосредственное реш ение задачи проходит с использовани
ем двух модулей. 81еайу-81а!е Тйегша! (Л К 8У 8), где производится расчет неравно

353



мерного нагрева чехла. Чехол подвергаю т нагреву 500°С по внеш ней поверхности 
(рис. 4а) и 530°С по внутренней (рис. 4Ь). Результат неравномерного нагрева им пор
тируется в модуль 8^а^^с 81гис1ига1 (А N 8У 8), где производится нагруж ение модели 
внеш ней распределенной нагрузкой 0.8 М П а (рис. 5а) и задаю тся условия переме
щения. У чтена сила тяж ести чехла, и налагаю тся ограничения на перемещ ения дни
щ а вдоль оси у.

Распределение тем пературы  и вы званны е этим  деф ормации представлены  на 
рис. 5Ь и 6а соответственно.

А нализируя полученное реш ение, мож но утверж дать, что наибольш ие пере
мещ ения наблю даю тся на верш ине чехла, а наибольш ие напряж ения около граней 
чехла.

П осле задания нагрузки, равной 0.8 М Па, на внеш ней поверхности чехла 
тепловы деляю щ ей сборки, интенсивность деф орм аций не сильно изменила свое зн а 
чение и распределение, однако максимальная интенсивность напряж ение увеличи
лось с 63 М П а (рис. 5Ь) до 152 М П а (рис. 6).

Рис. 4. Температура (а) внутренняя (Ь) внешняя

Распределение интенсивности напряж ений и их максимальное значение пред
ставлены  на рис. 7. И з этих данных следует, что максимальны е значения возникли 
на внутренних гранях чехла тепловы деляю щ ей сборки.
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Рис. 5. Нагрузка (а) распределение температуры (Ь)

Рис. 6. Распределение интенсивности деформации (а) и напряжений (Ъ) в модели чехла ТВС
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Рис. 7. Распределение интенсивности напряжений

И з рисунка 7 мож но такж е заклю чить, что при линейном распределении 
тем пературы  по толщ ине стенки чехла и избы точном внеш нем давлении 0,8 М П а 
максимальны е напряж ения достигаю т величины  152 М П а при пределе тукучести 
м атериала чехла 200 М Па, что можно считать предельны м  состоянием.

В проведенны х расчетах не учиты вались такие ф акторы  как радиационая 
ползучесть, вызванная воздействием  бы стры х нейтронов с энергией Е  >0,1 М эВ и 
радиационное распухание материала чехла (объемное изменение м атериала под 
воздействием  бы стры х нейтронов, зависящ ее от температуры ). В дальнейш ем, 
учиты вая длительность работы  чехла в условиях ядерного реактора (8000-16000 
часов), радиационную  ползучесть и радиационное распухание необходимо учесть, 
адаптировав прорамны й комплекс Л К 8 У 8  12 для этой цели.
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