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Изгибание тонких пластин за счет задания только кинематических граничных условий по 
контуру имеет практическое применение в технологиях получения пологих оболочек без прило
жения контактных воздействий непосредственно по поверхности исходной пластины. Теорети
ческое решение задачи сводится к бигармоническому уравнению, которое хорошо исследовано 
в теории упругости, математической физике.

Бигармоническая функция является производящей функцией для напряжений в плоской за
даче теории упругости, а в теории изгиба тонких пластин является функцией прогиба пластины 
при решении широкого класса граничных задач [1]. Однако эффективное решение этих задач 
возможно, как правило, в случае простых геометрий для односвязных областей. Классическим 
подходом к решению упругих задач, сводимых к бигармоническому уравнению, является метод 
теории функций комплексного переменного. В случаях, когда, для данной области удается по
строить конформные преобразования, Н. И. Мусхелишвили [2] показал, что можно получить 
в конечном виде решение для достаточно широкого класса основных граничных задач для слу
чая односвязной области, ограниченной простым замкнутым контуром. Причем существует кон
формное отображение единичного круга на эту область. Таким образом, в качестве базовых за
дач можно рассматривать краевые задачи для круга единичного радиуса с достаточно произ
вольными граничными условиями. Традиционно краевые задачи рассматриваются аналитиче
скими методами теории функций комплексного переменного с помощью интегралов Коши, 
вариационных методов, методов интегральных уравнений и рядов. В работе представлен метод 
суперпозиции, разработанный в [3], который позволяет получить решение в аналитическом виде, 
удобном для численных расчетов. Современный подход, базирующийся на методе конечных эле
ментов и использования пакета ANSYS, позволяет рассмотреть круг задач, для которых резуль
таты могут быть доведены до числа и визуализации, и сравнить результаты численного решения, 
проведенного методом конечных элементов, и численно-аналитического.

Рассмотрим упругую изотропную пластину, срединная плоскость которой в плоскости Оху, 
которая, в общем случае, находится под действием нагрузки g (x ,y ) ,  перпендикулярной средин
ной плоскости, а по контуру заданы кинетические граничные условия. На площадках, перпенди
кулярных к осям х н у ,  вводятся изгибающие моменты ( Мх, Му ). крутящие моменты ( Мху, М хх ), 
поперечные силы (QX,Q V), приходящиеся на единицу длины срединной поверхности. Эти мо
менты и силы выражаются через напряжения по формулам [4]:

h h
2 2

Мх = { a xzdz, Му = J a vzdz, M  = -M  
_h _h

2 2

=  J  Xxyzd z ,
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h h
2 2

Q x  ~  J Q y  ~~ J Xyrj z ’

и удовлетворяет уравнениям равновесия, имеющим вид

8Мух дМх дМ ^ дМ.
' - ад — + Q =0, —— + —^ - + g (x ,y ) = 0 . 

ду dx ’ дх dy дх ду
(2)

Как следует из гипотезы «прямых нормалей» Кирхгофа напряжения выражаются через функ
цию Щх, у), которая представляет собой перемещения точек срединной поверхности в направле
нии оси z, перпендикулярной срединной плоскости пластинки [4]:

Ez
і - v '

ТХУ=-

d2W d
-----г h V----- r -
dx2 dy2

-,2

Ez
1 — v

d2W d2W

dy2
- + v-

Ez d ‘ W 2
, i xz ~ v rr ,

1 -v  dxdy 8 (1 -v )  dx
(3)

= _ E {h2 -A z 1) d_ 2
У2 о/i 2> ~ 5 2

Ez-i V - - z 2'
W  ~ ^ g (x ,y ).

8 (1 -v )  dy * 8(1- v z)

Здесь h — толщина пластинки, z -  координата точки, отсчитываемая от срединной поверхности, 
g(x, у)  -  интенсивность нагрузки, распределяемой по поверхности, перпендикулярной средин
ной поверхности.

Подстановка (3) в (1) и интегрирование дают выражения для моментов и сил через прогиб 
срединной поверхности W(х ,у ) [4]:

Mx = -D
d l W 8l W 

- + v-
дх1 ду2 

d2W

My = -D
/  л О Л

d2W д  W 
— -̂ + v— —

= -M y, = D{\ -  v)— , Qx = - D — VZW, Qy = —D — V W ,

V

V
dx

dy' dx / (4)

— V2t
dy

где D = ----------—  цилиндрическая жесткость пластинки.
л ( і—v )

Из формул (3) и (4) следует
М Му МХу
y z, СТу = — > 'ху = 'ух = ~ ^ z’

Qxsy _ Qysx
J  ̂УZ

J
(5)

*XZ J J
hгде J  = —  -  момент инерции единичной площадки шириной h и с основанием, равным единице,

относительно центральной оси, лежащей в срединной плоскости, Sx, Sv -  статические моменты 
относительно осей у  их.

Первое и второе уравнения (2) при подстановке (4) удовлетворяются тождественно, а из тре
тьего уравнения следует уравнение для Щх, у):

v 2v V = -^ - .
D

(6)

Зададим кинематические граничные условия.
По контуру заданы прогибы W(s) и углы поворота нормали dW  / dn к границе срединной по

верхности пластины. Требуется определить прогибы, деформации и напряжения в пластине.
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Положим в уравнении (6) q = 0 и рассмотрим решение задачи для круга S единичного радиу
са. ограниченной окружностью L.

В полярных координатах г, ср: г2 = х2 + у2, ф = arctg (у/х) бигармоническое уравнение имеет
вид

1 5  1 д 2■ н-------- ь ■ _
дг г дг г Зф

Граничные условия для уравнения (7) в полярных координатах имеют вид

ди
и(г, Ф) |,=1 = g(q>), —  = /(ф), -  п < Ф < п . 

дг

dzW 1 8W 1 dl W
дг2 г дг г 2 5ф

0. (7)

(8)

Бигармоническое уравнение (7) при граничных условиях (8) имеет единственное решение, 
и искомая бигармоническая функция W = W(r, ф) может быть представлена в единичном круге 
с центром в начале координат с помощью двух гармонических функций щ = м,(г,ф) и и2 = и2(г ,у ) 
в виде [3]

W = (r2 -1 )щ + и 2 . (9)

При этом из граничных условий (8) для бигармонической функции W следуют граничные 
условия для гармонических функций г/j и и2

и2 U=i=g(4>)» 2м1 +
ди2
дг

= /(ф) (10)
г=1

Гармонические в круге функции их и и2 при граничных условиях (10) могут быть найдены 
при помощи интеграла Пуассона

„2
d x , (11)

I   7 *• г*г\с( т  m \ _l_ v"
I » \ -г

и2( ^ ф )- —  J g W — I--------------—  . 2
l - 2 r c o s ( T  —ф) + г

1 - г 2
2 я _п 1 -  2r cos(x -  ср) + г

r d x - r ди2(г,Ц>)
дг

( 12)

Подставляя эти выражения для их и и2 в формулу (9), получаем точное решение задачи (7), 
(8) в виде

и(г, ф) =
г 2 -\ 1 - г 21 п

—  j  /(т)—
2я_я 1-2гсо8(х-ф ) + г

а»,(г,ф)
дг

+

1 - г 2
(13)

1 71-|-----f g (T)-----
2 я _ п 1 - 2 / - с о 5 ( - с - ф )  + г 2

dx.

Для приближения интегралов Пуассона в представлении решения уравнения (7) воспользу
емся полученной формулой. Имеют место приближенные равенства

-2 п
---------j d x ~  X  Л ( г »фЖф*)»

1 - г 21 к
—  J /(х)—  _
2я_л 1-2/'соз(т-ф) + г̂  і=_п

^ J g O O — т— — ■—  ----Y d x ~ І  4к(г>Ф)£(Ф*)»1 -2 гсо з(т -ф ) + г а=-п

где коэффициенты

4 (^ Ф ) = —2л

/
Г {  h'И (  f  h^

\
Фі+r -» <P*-r

h + 21ш In l - z e  1 2) -In 1 -z e  1

V / V у/

(14)

(15)

(16)
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узлы q»k =kh, к = О, 1 h = 2n/2n + \. Квадратурные суммы в (15), (16) обладают
следующим свойством : все коэффициенты Ак{г, ф) неотрицательны при всех г и ф и удовлетво
ряют соотношению

І 4 ( г , ф ) = 1 .  (17)
- П

ди (f* \
Чтобы получить приближение производной — —  в формуле (13), потребуется специаль

ная приближенная формула. Эн

гармоническая функция и2 (г, ф) внутри единичного круга представима рядом

мг ( ,'>ф) = Т _ І £ ( хУ х + “ 2 >  \ я(т)со8(т-ф )</т.2л л_„
Тогда

Л»/ (Г 1 00 , П 1 00 , 11
г — -—  = — '£ kr'  \ g (x )c o s (x -y )d x  = — Y ,kr  J g-(x>/sin(x — ф) = 

or л * =1 _ л*=і __

1 00 t 
= - Z r k 

n k=1
g(x)  sin * ( t  -  ф)|л -  j  g'(x)sin *(T -  ф)

= — f g '(x) sin ^(x _ (p)^T = 
n k=1 -Я

-5У
*=1

1 71----- J g'(x)sinA:Tc/x
V n - n

COS &ф +

Заменяя последний ряд интегралом, получаем
Уп -П

J g'(x)coskxdx sin &ф

г ди2 (г ’Ч>) 1 Т , / ч 2rsin(т - Ф)  ^
дг 2п_п 1 — 2/* cos (т — ф)+

По системе точек (18) построим квадратурную формулу для интеграла в (19). Пусть

g' (ф )~  g ’ ( ф ) :=  X 1 ( ф У  (ф * )  >

где

е* (ф)=

h h
1, ф б Фа -" 2 ' Ф *

+  —  
2 .

о, ф £
— h /г
Ф * - " 2 > Ф * +  —

2 _
Тогда

1 »f g , 2Г5Ш (Х-Ф)

or 2 л _п 1 -  2r cos(t -  ф) + г -п

Здесь коэффициенты Вк(г ,ф) имеет вид

hФ <Н
D / \ 1 Г ч \ 2г5Іп(х-ф)Вк(г, ф) = —  J # ( х)— - ------  ------ ;— ^ х-

^Л И 1 -2гс08 (т -ф ) + г
Ф І - -

Вычислим коэффициенты Вк(г, ф). Разложив ядро под знаком интеграла в (19) в ряд

(18)

(19)

(20)
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2rs in(T-cp)

l-2 rco s(x -(p ) + r 

найдем

= -Im —  = -Im  
t — z

It
t - z

- 1 = - 2 I m
f  *  л 

fm
V m = l  1 У

= - 2  X  sin /и(т -  ф),
m=l

Ф і "1
1 °o 2 1 00 r m

Bk(r , 9 )  = ~ ' Z r m J g ' sin /и(т — ф)с/т = -----X  —
Л m=l A m=l

<Pk—£

=  — Re 
n

co sw Ф k + - - n
^ У

-c o s  m

z
m=l

r e r e
im\ ФІ---Ф

ff?

Заменим ряды их суммами. Тогда коэффициенты 5 А(г,ф) запишутся в виде

1
М г ’ ф ) =  - Кеп

(  ( (  (Ф*— Ф*+Т
In l - z e   ̂ 2) - In l - z e   ̂ '

\ V /

(23)

Подставляя приближенные выражения интегралов (14), (15), (21) с коэффициентами (16), (23) 
в формулу (13), находим приближенное решение задачи (7), (8)

/»
£(>-, ф) =  X  4  0 % ф М ф *  ) -

1 — v
Ё  А  ( г ,  <?У (ф * )  -  S  в к ( г ,  < ?)g ' (ф* ) (24)

Полученное решение значительно проще, чем предложенное в [1] или [5], однако также до
вольно затруднительно и громоздко, поэтому при решении целесообразно использовать совре
менные системы компьютерной математики (например, Mathematica), обладающие функциями 
для работы с комплексными числами [6].

В качестве примера рассмотрим круглую пластину единичного радиуса со следующими гра
ничными условиями:

ды
и(г, Ф) |г=1 = 0,05 • 8Іп(2ф),

дг
■ 0 , -  л < ф < л .

г=1

Толщина пластины составляет 0,01 м, материал — сталь со следующими физическими харак
теристиками: модуль Юнга Е  — 2 • 1011 Па, коэффициент Пуассона и = 0,23.

- .0 5  -.027778 -.005556 .016667 .038889
-.038889 -.016667 .005556 .027778 .05

Рис. 1. Распределение перемещений W в пластине, полученное в программе ANSYS
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На рис. 1 представлено распределение перемещений для пластины, соответствующее задан
ным граничным условиям, полученное в конечно-элементной программе ANSYS. Пластина мо
делировалась с использованием конечного элемента Shell63 из библиотеки конечных элементов 
данной программы, используемого при расчетах упругих деформаций пластин и оболочек.

На рис. 2 показаны поля перемещений, полученные для данной задачи в программе Mathe- 
matica. Прогибы контура изменяются от -5  до +5 см.

В качестве примера пластины с заданием изгибания по контуру рассмотрим круглую пла
стину единичного радиуса со следующими граничными условиями:

и(г,  <р)|г=і = 0, ^  
дг

= 0,1, -  п < ф < п .
г=1

Данным граничным условиям соответствует прогиб пластины на угол 0,1 рад. На рис. 3 пред
ставлена визуализация результатов расчета, полученных в программе Mathematica. На рис. 4 
представлены результаты расчета в программе ANSYS.

Максимальный прогиб, полученный в пакете Mathematica, для данной задачи с использова
нием формулы (24) составляет 0,04987 м. Максимальный прогиб, полученный в программе 
ANSYS, -  0,04055 м. Расхождение в результатах составляет менее 20%, что можно считать при
емлемым для данной задачи.

Сравнение результатов, полученных на основе построения приближенного решения лога
рифмами и с использованием конечно-элементного моделирования, показывает, что результаты

1.0

Рис. 3. Визуализация результатов расчета, полученных в программе Mathematica

1.0-1 л
Рис. 2. Поля перемещений W’ полученные в программе Mathematica

- 1.0
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о .009012 .018024 .027037 .036049
004506 ■013518 .022531 ■031543 .040555

Рис. 4. Результаты расчета, полученные в программе ANSYS

сопоставимы, а использование систем компьютерной математики (Mathematica, Mapple, 
MathCAD и др.) для решения такого рода задач значительно проще и не требует изучения таких 
громоздких систем, как ANSYS, и дает результаты, точность которых не хуже, чем при решении 
их с помощью программы ANSYS или других аналогичных конечно-элементных пакетов.
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THIN PLATES BENDING UNDER ABSENCE OF TRANSVERSE LOADING

Summary

A method of numerical evaluation of plate flexure is developed. A deformation of a single radius circular plate under 
asymmetrical boundary conditions is examined and the results are compared to numerical computations obtained with help of
ANSYS.
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