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В настоящей работе рассматривается система перемещений с тремя степенями 
свободы (рисунок 1), построенная на кольцевом гибридном приводе и механизме па-
раллельной кинематики на основе пространственной группы Ассура третьего класса. 
Представлена разработанная алгоритмизация математической модели позиционирова-
ния выходного звена (рабочей платформы) в зависимости от положения трёх автоном-
ноуправляемых сегментных модулей движения на кольцевой направляющей гибридно-
го трёхкоординатного привода [1]. 

 
 

Рис. 1. Система перемещений с тремя степенями свободы 

Структурно-кинематическая схема исполнительного механизма параллельной ки-
нематики с трёхкоординатным кольцевым приводом представлена на рисунке 2. Базо-
выми конструктивными параметрами механизма являются параметры, определяющие 
его геометрическую конфигурацию: R – средний радиус кольцевого привода, длины 
сторон подвижных треугольных звеньев AFB, ADC и CEB, принятые в работе равными 
между собой и равными a. Функции положения ведущих звеньев, определяющие по-
ложение во времени каждого из трёх подвижных сегментов, в работе задаются текущи-
ми значениями углов , определяющими положение точек, соответственно D, E 
и F на кольцевой направляющей (рисунок 3). 

В качестве линейных позиционных координат платформы были приняты коорди-
наты точки  начала системы координат  в неподвижной системе коорди-
нат , а в качестве угловых координат ориентации платформы были приня-
ты углы Эйлера , выражаемые через координаты точек A, B и C этой треуголь-
ной платформы [2]. 
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Целью настоящего исследования является алгоритмизация задачи позициониро-
вания для рассматриваемой пространственной системы перемещений (рисунок 2), за-
ключающаяся в нахождении в системе координат  текущих координат точек A, B и 
C в зависимости от положения ведущих точек D, E и F, задаваемых переменными уг-
лами  (рисунок 3), параметрическое представление которых во времени по-
зволяет находить в общем случае функции положения всех точек и звеньев исполни-
тельного механизма, координаты положения и ориентации рабочей платформы [3]. 

 
Рис. 2. Расчётная  
модель системы 

 
Рис. 3. Угловые положения  

точек D, E, F 

Рассмотрим формирование математической модели решения прямой задачи ки-
нематики исполнительного манипуляционного механизма, по расчётной модели пред-
ставленной на рисунке 2. Так как этот механизм относится к классу механизмов парал-
лельной кинематики, то при выводе математической модели он допускает фрагмента-
цию по отдельным параллельным кинематическим цепям, в данном случае в виде трёх 
подвижных треугольников: DAF, DCE, EBF. Аналитическое описание любого из этих 
фрагментов может быть интерпретировано как рекуррентное аналитическое представ-
ление и для двух других. Не нарушая общности, рассмотрим фрагмент механизма DCE. 

Здесь DC и CE стороны соседних подвижных треугольных звеньев ADC и EBC. 
При изменении положения точек D и E, задаваемых углами соответственно  и , 
подвижных сегментов привода на направляющей окружности статора меняется поло-
жение и ориентация треугольника DCE. В качестве обобщённой координаты, опреде-
ляющей его положение в переносном движении, выберем угол α1 наклона треугольника 
DCE к плоскости направляющей окружности. 

Нетрудно видеть, что положение точки C в трёхмерном пространстве характери-
зуется её проекцией  на плоскость  и её проекцией на ось , при этом секущая 

 делит угол DOE пополам. В результате получаем геометрическое место точек O, 
D, E, C, C', реконфигурируемое в пространстве в зависимости от положения ведущих 
точек D и E. Обобщённая координата  определится из треугольника CGC' через ко-
ординаты соответствующих точек. 

С учётом расчётной схемы, представленной на рисунке 2, окончательно получим 
расчётные зависимости для переменных координат точки C в зависимости от задавае-
мых углов ,  и обобщённой координаты : 
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  (1) 

Аналогичные расчётные зависимости могут быть получены для алгоритмизации 
двух других фрагментов исполнительного механизма EBF и DAF. Для точки B будем 
иметь: 

  (2) 

Для точки A аналогично получим: 

  (3) 

Выражения (1) – (3), определяющие расчётные координаты точек A, B и C, на ос-
нове условия замкнутости трёх параллельных кинематических цепей на треугольник 
ABC, позволяют получить систему трёх уравнений относительно неизвестных  
в виде 

  (4) 

Система (4) представляет собой нелинейную трансцендентную систему, решение 
которой возможно только численными методами. Особенность численного нахождения 
неизвестных  состоит в том, что, в данном случае, мы располагаем хорошим 
первым приближением, определяемым известной начальной конфигурацией механиз-
ма. Поэтому выбор метода оптимизации не является критичным. Для численного реше-
ния системы (4) нами был использован пакет оптимизации программной среды 
MATLAB. В результате компьютерного численного решения системы (4), могут быть 
получены текущие значения углов  однозначно соответствующие текущим 
положениям точек D, E и F, определяющим входные позиционные характеристики 
управляемых сегментов на кольцевом приводе. Подставляя найденные значения углов 

 в выражения (1), (2) и (3) получим текущие координаты точек A, B и C, кото-
рые полностью характеризуют текущее положение и ориентацию подвижного звена 
ABC в трёхмерном пространстве. В конечном виде текущее состояние платформы не-
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обходимо представлять матрицей , характеризующей положение и ориентацию 

подвижной системы координат  по отношению к неподвижной системы ко-
ординат : 

  (6) 

Положение системы координат  будем характеризовать линейными координа-
тами , а ориентацию – направляющими косинусами  Положе-

ние начала  системы координат  по найденным координатам вершин 
треугольника ABC определим по формулам 

 

        (7) 

Углы Эйлера , определяющие ориентацию системы координат  в непод-
вижной системе координат  (рисунок 2), определятся также через координаты точек 

A, B, C. Вначале найдём вектор : 
 . (8) 
С учётом того, что 

  (9) 

получим элементы  матрицы , определяющие направляющие косинусы 

оси  в неподвижной системе координат  в виде: 

 ;   ;   .  (10) 

Аналогично, в соответствии с рисунком 2 можно записать выражения для расчёта 
элементов , определяющих направляющие косинусы оси  в неподвижной 
системе координат  в виде: 

 ;   ;   , (11) 

где =a – сторона равностороннего треугольника подвижной платформы. 

Для нахождения оставшихся трёх элементов , определяющих направ-

ляющие косинусы оси  в системе координат , воспользуемся векторным произве-

дение ортов  и , в результате найдём орт  по выражению: 

01M
),,( 1111 zyxS

),,( 0000 zyxS





















1000
1

1

1

333231

232221

131211

01
O

O

O

zaaa
yaaa
xaaa

M

1S

111
,, OOO zyx ).3,2,1,( jiaij

),,(
1111 OOO zyxO 1S

;
31

CBA
O

xxx
x


 ;

31

CBA
O

yyy
y


 .

31

CBA
O

zzz
z




 ,, 1S
0S

xAO ||1

),,(
1111 OAOAOA zzyyxxAO 

,)()()( 222
1 111 OAOAOA zzyyxxAO 

131211 ,, aaa 01M

1x 0S

CO

xx
a OA

1

11
1




CO

yy
a OA

1

12
1




CO

zz
a OA

1

13
1




232221 ,, aaa 1y

0S

CB

xxa CB 21
CB

yya CB 22
CB

zza CB 23

CB

333231 ,, aaa

1z 0S

),,( 131211 aaai


),,( 232221 aaaj


k




 160 

  (12) 

Отсюда получим искомые  в виде: 

 ;   ;    . (13) 
Таким образом, получены все расчётные значения элементов матрицы , опре-

деляющей положение и ориентацию платформы через координаты вершин подвижного 
треугольника ABC. 

На основе разработанной математической модели, построенной на сегментиро-
ванных алгоритмах кинематики параллельных кинематических цепей рассматриваемо-
го исполнительного механизма, была разработана программа компьютерного имитаци-
онного моделирования функций положения, определяющих положение и ориентацию 
платформы в зависимости от положения ведущих элементов, управляемых сегментов 
кольцевого привода. 

 
Рис. 4. Интерфейс программы моделирования  

Программа кинематического исследования построена на разработанных алгорит-
мах решения прямой задачи кинематики. Интерфейс программы, показанный на рисун-
ке 4, разработан в среде MATLAB с помощью инструмента GUI. Он включает окна 1, 2 
задания конструктивных параметров и начальных значений расчётных параметров, па-
нели 3 результатов моделирования и панели 4 визуализации исполнительного механиз-
ма. Для численных расчётов были приняты следующие базовые конструктивные разме-
ры (рисунок 2): размер стороны равностороннего треугольника ABC рабочей платфор-
мы равен a=14, размеры сторон подвижных равносторонних треугольников ADC, AFB 
и BEC, кинематически связанных с управляемыми сегментами привода равны a=14. 
Радиус кольцевого привода, определяющий траекторию движения сегментов, был при-
нят равным радиусу описанной окружности равностороннего треугольника рабочей 
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платформы . В этом случае при равномерном расположении сегментов 

через 120° проекция треугольной платформы вписывается в окружность радиуса R. Для 
тестового примера были проведены компьютерные исследования шести функций по-
ложения рабочей платформы, включая линейные:  и угловые:

, полученные при изменении  от 30º до 150º. 
Анализ результатов показывает, что для выбранной конструктивной схемы пере-

мещение платформы вдоль оси лежит в пределах от 0 до 7.39, перемещение плат-
формы вдоль оси  лежит в пределах от 0 до 1.47, перемещение платформы вдоль оси 

 лежит в пределах от 11.43 до 10.77. При этом угловые диапазоны перемещений ле-
жат в пределах:  = 0…32º;  = 0…7º;  = 0…18º. 

Были также исследованы функции взаимного влияния и связанности выходных 
координат платформы, включая . Эти зависи-
мости имеют большое значение при разработке конструкции системы перемещений, 
так как позволяют находить передаточные функции между координатами и их учиты-
вать при разработке программного обеспечения системы управления комплекса в це-
лом. 
 

РЕЗЮМЕ 
В работе рассмотрены математическая модель и алгоритмизация решения пря-

мой задачи кинематики для системы перемещений с тремя степенями свободы, постро-
енной на механизме параллельной кинематики в виде раскрывающегося тетраэдра и 
кольцевого привода прямого действия с тремя автономно-управляемыми сегментными 
модулями движения. Разработано программное обеспечение, позволяющее проводить 
компьютерное имитационное моделирование рассмотренной системы перемещений в 
среде Matlab. 
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SUMMARY 

This paper considers model and algorithms for solving of direct kinematic problems of 
parallel manipulation mechanism with 3 degrees of freedom on the basis of rotary segment 
direct drive. The worked out software can be used for modeling of mechanism within 
MATLAB environment. 
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