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Введение. Фрезерование широко используется в деревообработке [1–3]. В данной 
работе рассматривается конструкция сборной фрезы [4] для продольно-фрезерных, 
фрезерных и карусельно-фрезерных станков, обрабатывающих центров и автоматиче-
ских линий, отличительной особенностью которой является наличие подвижных отно-
сительно корпуса фрезы секторов, несущих режущие ножи. Эта фреза предназначена 
для цилиндрического, профильного и фасонного фрезерования древесины всех пород и 
под разными углами резания, а также кромок облицованных и не облицованных дре-
весностружечных, цементно-стружечных плит и плит МDF и кромок фанеры. 

Фреза (hис. 1) состоит из корпуса, в котором расточены два, три или четыре паза 
типа “ласточкин хвост”. В пазы корпуса устанавливают поворотные быстросъемные 
секторы-ножедержатели. В качестве режущих элементов используются ножи, изготов-
ленные из инструментальной стали с твердосплавной напайкой, или неперетачиваемые 
двухлезвийные твердосплавные пластинки. Для настройки резца на требуемый угол 
резания (изменение режима резания, инструментального материала ножа и обрабаты-
ваемого материала) сектор-ножедержатель поворачивают и фиксируют в заданном по-
ложении винтами, так что сектор может быть расположен относительно корпуса не-
симметрично.  

Для сокращения затрат времени на замену затупившихся режущих элементов и 
переналадку углов резания в соответствии с условиями эксплуатации фрезы секторы-
ножедержатели должны фиксироваться в корпусе минимальным количеством крепеж-
ных элементов. Наиболее неблагоприятные условия возникают в процессах разгона и 
остановки фрезы, когда силы инерции стремятся повернуть подвижный сектор относи-
тельно корпуса фрезы при, возможно, недостаточно больших силах трения. Задача со-
стоит в разработке средств, обеспечивающих безопасный разгон фрезы. Ранее [5] была 
рассмотрена фреза при симметричном расположении подвижного сектора. Ниже рас-
смотрение обобщается на его несимметричное расположение. 

Начальный этап разгона фрезы. Начальный этап разгона характеризуется ма-
лыми значениями центробежных сил инерции, и поэтому методика расчета усилий на 
этом этапе существенно отличается от более позднего этапа, когда превалирующими 
становятся центробежные силы инерции.  

Выполним анализ движения фрезы на начальном этапе разгона. Предположим, 
что в соединении сектора-ножедержателя с корпусом фрезы существует небольшой за-
зор. Тогда в начале процесса разгона фрезы, когда центробежная сила инерции не вели-
ка, сектор касается фрезы в двух противоположных точках А и В (hис. 1), и действие 
касательных сил инерции приводит к появлению нормальных реакций NA и NB в точках 
А и В, причем значения обеих реакций положительны, а также сил трения FA

тр и FВ
тр. 

При этом в т. В сектор прижимается к корпусу фрезы по цилиндрической поверхности, 
тогда как в т. А – по конической, и в результате действия расклинивающих усилий в 
т. A необходимо учитывать приведенный коэффициент трения, определяемый соотно-
шением 

  (1) пр / sin 20 3 .f f f  
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Задача состоит в том, чтобы выяснить, достаточно ли сил трения для обеспечения 
относительного равновесия сектора при ускоренном движении фрезы в процессе ее 
разгона или остановки, или рассчитать параметры крепежного устройства. 

Задачу решаем на основании принципа Даламбера методом предельного равнове-
сия [6], когда предполагается, что силы трения достигли своих предельных значений, 
равных произведению коэффициентов трения на нормальные реакции: 

  (2) 

 
Рис.1. Схема фрезы с подвижным сектором DАВ. Радиус корпуса фрезы равен R, подвижного сектора – 
r. Угол раствора сектора равен 2, угол поворота сектора  отсчитывается против хода часовой 
стрелки. Фреза вращается против хода часовой стрелки с угловой скоростью  и угловым ускорением . 

 
Нормальная ( ), касательная ( ) силы инерции и момент сил инерции опре-

деляются выражениями: 

  (3) 

     , (4) 

где 

  (5) 

 . (6) 

Разложим силы инерции на составляющие вдоль оси симметрии ( ) подвижного 
сектора и перпендикулярно ей ( ) 

  (7) 

  (8) 

Составив уравнения моментов сил относительно точек A и B, определим нор-
мальные реакции: 
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 , (10) 

где 

 ,  (11) 

 , (12) 

 , (13) 

 , (14) 

 . (15) 

Из уравнения моментов относительно т. D найдем 

  (16) 

где  

 , (17) 

причем F1=Fmr2 представляет собой величину окружного усилия, которое необходи-
мо приложить на дуге АВ, чтобы удержать сектор от поворота относительно корпуса 
фрезы. 

Используя в соотношении (17) выражения (9) и (10) для реакций в точках А и В, и 
сокращая на mr2, получим 

 . (18) 

Приводя к общему знаменателю, перепишем это соотношение в виде квадратного 
уравнения 

 . (19) 

где 

 , (20) 

 . (21) 

Уравнение (19) позволяет определить минимальное значение коэффициента тре-
ния, достаточное для обеспечения относительного динамического равновесия подвиж-
ного сектора в корпусе фрезы 

 . (22) 

Знак при втором слагаемом правой части следует выбирать в зависимости от зна-
ка величины F. При положительном ее значении коэффициент трения должен быть по-
ложительным, если корни уравнения (22) имеют разные знаки, либо следует выбрать 
меньшее значение, если оба корня уравнения положительны. Если значение величины 
F отрицательно, следует выбрать либо отрицательное значение fmin, либо меньшее по 
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абсолютной величине значение, поскольку область значений между корнями уравнения 
(22) соответствует состоянию устойчивого динамического равновесия. При не слишком 
малых угловых скоростях fmin будет мал, и первым слагаемым в уравнении (19) можно 
пренебречь. В этом случае 

 . (23) 

Это соотношение может быть использовано для проверки правильности выбора 
знака в выражении (22). 

Продолжительность первого этапа определяется условием , откуда для 
продолжительности первого этапа следует ограничение 

 . (24) 

Заключительный этап разгона фрезы. Далее проанализируем движение фрезы 
на заключительном этапе разгона. При достаточно большой угловой скорости враще-
ния фрезы вследствие возросших центробежных сил инерции сектор прижимается к 
конической части «ласточкина хвоста» по всей дуге соприкосновения. Однако каса-
тельные силы инерции и несимметричное расположение сектора приводят к неравно-
мерному распределению сил нормального давления, так что его взаимодействие с 
корпусом можно в первом приближении аппроксимировать распределенной нагрузкой, 
линейно зависящей от угловой координаты (Рис. 2): 

 , (25) 

где угол  отсчитывается от плоскости симметрии сектора против хода часовой 
стрелки и изменяется на интервале [–, ], q0 – значение интенсивности распределен-
ной нагрузки по оси симметрии сектора, q1 – быстрота изменения интенсивности рас-
пределенной нагрузки с изменением угла . 

 
Рис. 2. Схема фрезы с подвижным сектором DАВ. Показаны распределенные силы нормального давления q, 

а распределенные силы трения действуют вдоль поверхности контакта сектора и корпуса фрезы 
в направлении, противоположном вращению корпуса (на рисунке не показаны) 

Используя метод предельного равновесия и принцип Даламбера, составим урав-
нения проекций сил на ось симметрии сектора и перпендикулярную ей ось: 
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 , (26) 

 . (27) 

Вычисляя интегралы, перепишем эти соотношения в виде 

 , (28) 

 . (29) 

Решая полученную систему уравнений, находим характеристики распределенной 
нагрузки: 

 ,  

 . (30) 

Подставляя сюда силы инерции согласно уравнениям (7) и (8), получим 
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 . (32) 

Из уравнения моментов относительно точки D найдем: 

 , (33) 

или с учетом соотношения (31) 

 . (34) 

Полученное квадратное уравнение перепишем в виде 
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Один из корней уравнения (35)  
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определяет минимально допускаемое значение коэффициента трения, обеспечивающее 
относительное динамическое равновесие подвижного сектора. При выборе знака перед 
вторым слагаемым в выражении (38) следует анализировать знак усилия F и знаки ко-

0 1 0 1( ) cos ( ) sin 0q q d f q q d
 

 

           

0 1 0 1( ) sin ( ) cos 0q q d f q q d
 

 

           

0 12 sin 2 (sin cos ) 0q fq     

1 02 (sin cos ) 2 sin 0q fq      

0 2
1
2 (1 )sin

fq
f
   


 

1 2
1
2 (1 )(sin cos )

fq
f

  


  

2
0 2

[(cos sin ) ( cos sin ) ]
2(1 )sin

p f f Eq mr
f

    
 

 

2
1 2

[(sin cos ) (cos sin ) ]
2(1 )(sin cos )

p f f Eq mr
f

    
 

  

2
02 q f Fmr   

2[(cos sin ) (sin cos ) ] (1 ) sinp E E f f f F        

2
1 12 0f b f c  

1
(cos sin )

2[ sin (sin cos )]
p Eb

F p E
  

 
   

1
sin

sin (sin cos )
Fc

F p E



   

2
1,2 1 1 1f b b c  



 147 

эффициентов b1 и c1 аналогично рассуждениям, изложенным после соотношения (22). 
Следует ожидать, что требуемое значение коэффициента трения будет не велико, и 
можно воспользоваться приближенным выражением 

 . (39) 

При повороте сектора в противоположную сторону (когда углы ,  и  отрица-
тельны) также необходим тщательный анализ знаков различных величин для правиль-
ного выбора корней уравнений (22) и (38). 

 
Результаты численного анализа и заключение. Выполним числовые расчеты. 

Номинальный режим работы фрезы устанавливается при ω1250 рад/с (12 000 об/мин). 
Тогда при ε=625 рад/с2 время разгона фрезы составит две секунды. Для проверки усло-
вий устойчивости относительного равновесия подвижной части фрезы вычисления вы-
полнены в рамках программного пакета MathСAD [7]. Расчеты выполнены для фрезы 
шириной 0.04 м при R=0.05 м, r=0.03 м, =/4. 

Рассмотрим характеристики движения сектора при его повороте на угол =0.1 против 
хода часовой стрелки относительно корпуса. Продолжительность начального этапа разгона 
фрезы составляет t1=0,024 c. На Рис. 3, 4 показана зависимость окружного усилия 
(F1(t)=mr2F(t)) от времени на начальном этапе разгона фрезы и в течение всего времени 
разгона, соответственно. 

 

  
Рис. 3. Зависимость окружного усилия (в Н)  

от времени (в с) на начальном этапе разгона фрезы 
Рис. 4. Зависимость окружного усилия (в кН)  

от времени (в с) в течение всего времени разгона  
 
На начальном этапе разгона фрезы эта сила составляет всего несколько ньютон, 

тогда как к концу этапа разгона эта величина возрастает до нескольких тысяч ньютон. 
Это связано с пропорциональностью центробежной силы квадрату угловой скорости. 

На Рис. 5 представлены минимально допускаемые коэффициенты трения на началь-
ном этапе, определенные из решения квадратного уравнения (22) (fm1) и по приближенной 
зависимости (23) (fm11). На начальном этапе разгона значение коэффициента трения при-
мерно равен 0,17, что несколько больше его значения для стали по стали (примерно 0.12–
0.15). Однако при этом величина сдвигающей силы F1 составляет несколько ньютон. По-
этому фрезу целесообразно снабдить каким-либо фиксирующим устройством, например, 
винтом М4, достаточным для компенсации возникающего окружного усилия. 

На заключительном этапе разгона фрезы результаты расчета справедливы при вы-
полнении условия q()0. В противном случае отсутствует контакт по всей цилиндриче-
ской поверхности подвижного сектора. Для рассматриваемого случая отмеченное условие 
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выполняется для t>0.06 с. При t=0.06 с окружное усилие составляет величину около 8 Н, 
так что до этого времени все сказанное выше о фиксирующем устройстве остается спра-
ведливым, и можно не выполнять уточненный расчет. Проанализируем зависимость тре-
буемого значения коэффициента трения, начиная с момента времени t=0,06 с, показанную 
на рис. 6 (fm2 или fm21), определенную соответственно по точному решению (38) или при-
ближенной зависимости (39). 

 

  
Рис.5. Зависимость минимально допускаемого 

коэффициента трения от времени (в с)  
на начальном этапе разгона фрезы,  

полученного по соотношениям (22) и (23) 

Рис. 6. Зависимость минимально допускаемого 
коэффициента трения от времени (в с) 

 на заключительном этапе разгона фрезы, 
полученного по соотношениям (38) и (39) 

 
Можно отметить, что приближенное соотношение (39) хорошо соответствует 

точному решению (38) даже при значениях коэффициента трения около 0.3, а при его 
значении 0.15 и меньше различие составляет менее одного процента. 

Поскольку на заключительном этапе разгона фрезы подвижный сектор контакти-
рует с корпусом по конической поверхности, то речь идет о приведенном коэффициен-
те трения, превосходящем его стандартное значение для стали по стали (примерно 
0.12–0.15) примерно в три раза вследствие эффекта расклинивания, так что предельно 
допускаемое значение приведенного коэффициента трения составляет 0.36–0.45, и по-
лученный результат позволяет утверждать, что силы трения обеспечивают относитель-
ное равновесие подвижного сектора при больших угловых скоростях вращения фрезы 
со значением коэффициента запаса, превышающим 3. При больших угловых скоростях 
коэффициент запаса превышает 10, что очень важно, поскольку в этом случае наруше-
ния относительного равновесия сектора может привести к разрушению фрезы и пора-
жению обслуживающего персонала.  

РЕЗЮМЕ 
Рассмотрено равновесие подвижного сектора деревообрабатывающей фрезы от-

носительно корпуса в процессе ее разгона. Показано, что на начальном этапе (при ма-
лых центробежных силах инерции) необходимый коэффициент трения незначительно 
превосходит его значение для стали по стали, однако сдвигающее усилие составляет 
всего несколько ньютон, так что для обеспечения требуемого положения сектора фрезу 
целесообразно снабдить фиксирующим устройством, например, винтом М4. На заключи-
тельном этапе разгона, когда центробежные силы инерции становятся превалирующи-
ми, а сдвигающая сила достигает нескольких килоньютон, силы трения обеспечивают 
относительное равновесие подвижного сектора с большим коэффициентом запаса. 
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SUMMARY 
The balance of the adjustable sector-knife carrier of a woodworking rolling mill relative to 
the device body in the process of acceleration is considered. It is shown that at the initial 
stage (with small centrifugal forces of inertia) the required coefficient of friction slightly 
exceeds the value for steel on steel, but the shearing force is of a few newtons only, so that 
to achieve the desired sector position is expedient to provide a fixing device, for example, 
M4 screws. At the final stage of acceleration when the centrifugal forces of inertia are 
prevalent, and the shearing force reaches several kN, the friction forces provide a relative 
balance of the sector with a large safety factor. 
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