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МЕТОДИКА ОПТИМИЗАЦИИ ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССА 
ДРОБЛЕНИЯ ГОРНЫХ ПОРОД

Установлены взаимозависимости параметров характеризующих процесс дробления горных пород и раз-
работана методика совместной оптимизации вышеназванных параметров. Даны рекомендации к применению 
разработанного алгоритма на производстве.

Set of parameters characterizing the process of interdependence rock crushing and the technique of joint 
optimization of the above parameters. Recommendations for use of the algorithm in the workplace.

Введение
Процесс дробления является одним из глав-

ных и энергоемких процессов при подготовке-
горной руды к обогащению. Характеристики 
материала после дробления сложным образом 
зависят от характеристик поступающей на 
дробление руды и от параметров, характеризу-
ющих процесс дробления (регулируемых па-
раметров дробильных установок). Современ-
ная технология обогащения руд требует опти-
мизировать параметры процесса дробления 
горных пород таким образом, чтобы получить 
дробленую руду требуемого гранулометриче-
ского состава с минимальными затратами, при 
одновременном выполнении ряда условий   
и ограничений, накладываемых требованиями 
техники безопасности и охраны окружающей 
среды. 

Разработанная методика решает актуаль-
ную научную задачуустановления взаимозави-
симости параметров характеризующих процесс 
дробления (характеристики руды поступаю-
щей на дробление и руды после дробления, 
энергозатраты на процесс дробления и другие 
виды затрат, необходимые для обеспечения 
технологического процесса на должном техни-
ческом уровне, технологические настройки 
дробильного оборудования) для совместной 
оптимизации всех вышеназванных параметров. 

Постановка задачи
Вышеназванная задача более детально 

формулируется следующим образом: по транс-
портерной ленте на дробильную установку по-

ступает руда. Количество руды, поступающее 
с транспортерной ленты в дробилку за цикл 
дробления назовем загрузкой. Загрузка руды, 
обороты двигателя дробилки, зазор между мо-
лотками и брусом дробилки, положение под-
весной решетки, положение выдвижной ре-
шетки регулируется. Поэтому соответствую-
щие им параметры, описывающие процесс 
дробления, и являются переменным параме-
тром задачи.

Требуется, таким образом, подобрать регу-
лируемые параметры процесса дробления гор-
ной породы (имеющей конкретные физико-хи-
мические свойства), чтобы обеспечить содер-
жание товарной (целевой) фракции d+i,–j (раз-
мерами от i до j мм) в продукте измельчения 
было максимальным, содержания мелкого 
класса d–i (меньше 1 мм) и содержание круп-
ного класса d+j не превышало соответствую-
щих норм регламента, при этом энергозатраты 
на процесс дробления были минимальными,   
а также был минимальным ущерб окружаю-
щей среде, наносимый данным производствен-
ным процессом.

Таким образом, нам необходимо добиться 
не только минимума энергозатрат, но и полу-
чить нужныйгрансостав дробленого продукта.

Следующей процедурой (действием) пред-
ложенной методики является обоснование кри-
териев, условий и ограничений оптимизацион-
ной модели. 

Из вышеизложенной постановки задачи 
следует, что для обеспечения требуемого гран-
состава руды и оптимизации нескольких пока-
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зателей технологического процесса дробления 
горных пород, задача должна включать в себя 
несколько критериев, наглядно отображающих 
основные параметры технологического про-
цесса. Другими словами, оптимизационная за-
дача должна формулироваться, как многокри-
териальная. Только при такой формулировке  
и формализации оптимизационной задачи она 
будет наглядно отражать физический смысл 
и технологию решаемой практической пробле-
мы, а также обеспечит требуемые (квазиоп-
тимальные) технико-экономические параме-
тры процесса дробления. Не требует доказа-
тельства утверждение о том, что все имеющие 
практическое значение оптимизационные за-
дачи горного производства являются много-
критериальными. Вместе с тем, многие такие 
задачи формализуются, как однокритериаль-
ные. Это объясняется тем, что при разработке 
алгоритма численного решения многокритери-
альных задач, последние, как правило, сводят-
ся к однокритериальным. Вместе с тем, много-
критериальные задачи по своей сути (форму-
лировке, формализации и полученным с их 
помощью результатам) существенным обра-
зом отличаются от однокритериальных опти-
мизационных задач. Поэтому в данной работе 
предложен метод решения задач оптимизации 
параметров процесса дробления горных по-
род, основанный на решении многокритери-
альных задач.

Выбор и формализация критериев
Из анализа вышеизложенного следует, что 

для обеспечения требуемого грансостава руды 
в качестве первого критерия и соответствую-
щей целевой функции разрабатываемой моде-
ли следует выбрать требования максимума то-
варного состава дробленой руды 1, 5 maxd+ − → .

В качестве второго критерия и соответству-
ющей целевой функции выбираем минимум 
удельных энергозатрат на процесс дробления 
(удельная потребляемая мощность дробилки), 
обеспечивающий требуемый грансостав руды 
Eуд min→ . 

В качестве третьего критерия выбираем 
требование минимума ущерба, наносимого про-
изводственным процессом окружающей среде 
Eущ min→ .

Аналогичным образом могут быть выбра-
ны и другие критерии, а соответствующие им 

целевые функции введены в оптимизацион-
ную модель. 

Требования к грансоставу дробленой руды, 
заключающиеся в соответствии регламенту со-
держания мелкого класса d–1 и крупного клас-
са d+5 обеспечим за счет введения в оптимиза-
ционную модель соответствующих ограниче-
ний.

В качестве первого ограничения выбира-
ем требование удовлетворения регламенту со-
держания мелкого класса в дробленой руде

1 1d d− ≤ рг .
В качестве второго ограничения выбираем 

требование на содержание крупного класса 
в дробленой руде 5 5d d+ ≤ рг .

По аналогии в формулируемую задачу мо-
гут быть включены и другие критерии условия 
и ограничения, актуальные в каждой конкрет-
ной практической задаче 

Следующая процедура разработанной ме-
тодики (после постановки задачи и выбора 
критериев условий и ограничений) состоит  
в определении существенных неизвестных пе-
ременных полностью и однозначно описываю-
щих оптимизируемый процесс

Известно, что для численного решения оп-
тимизационных задач большой размерности 
чаще всего используется метод декомпозиции 
или аналогичные ему подходы, состоящие  
в разделении неизвестных переменных на под-
множества и последовательном определении 
подмножеств неизвестных переменных. На ос-
новании вышеизложенного возникает гипоте-
за, состоящая в том, что для более наглядного 
использования метода декомпозиции и упро-
щения алгоритмов поиска неизвестных пара-
метров оптимизационной модели, изначально, 
при формализации целевых функций, условий и 
ограничений следует предусмотреть такой 
их вид, который отражал бы вышеназванные 
подмножества оптимизируемых переменных. 

Все существенные неизвестные перемен-
ные величины могут быть условно разбиты на 
следующие подмножества: 

 • подмножество независимых неизвестных 
переменных; 

 • подмножество зависимых неизвестных пе-
ременных;

 • подмножество неизвестных переменных, 
определять которые предполагается методом 
имитационного моделирования, с использова-
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нием эвристического инженерного анализа оп-
тимизируемого технологического процесса.

 • подмножество неизвестных переменных 
величин, характеризующих руду после дро-
бления, 

 • подмножество неизвестных переменных 
величин, характеризующих технические и эко-
номические показатели дробильных устано-
вок, к которым относятся: параметры, характе-
ризующие, соответственно, величину зазора 
между молотком и брусом дробилки, положе-
ние выдвижной и подвесной решеток дробил-
ки и т. д., количество оборотов ротора дробил-
ки в минуту n, величина загрузки дробилки b ; 
потребляемый ток двигателем дробилки, раз-
виваемая при этом мощность двигателя, удель-
ные энергозатраты на тонну измельченной 
руды, соответственно, I, W, N.

 • подмножество неизвестных переменных 
характеризующих условия и ограничения опи-
сывающие минимизацию ущерба для окружа-
ющей среды, к которым относятся характери-
стики выброса в атмосферу вредных веществ, 
пыли и другие.

Процедура разбиения по определенным 
признакам множества неизвестных параме-
тров NX  на подмножества (1) (2) ( ), , ..., K

N N NX X X , 
по сути, является первым шагом применения 
метода декомпозиции и представляет собой 
сложную, самостоятельную задачу.

Следующим шагом является определение 
множества { }A  постоянных (известных) пара-
метров задачи, которые нам понадобятся для 
того, чтобы построить оптимизационную мо-
дель, удовлетворяющую указанным выше тре-
бованиям, и найти оптимальные значения неиз-
вестных переменных. Для удобства формали-
зации и численного решения задачи, предста-
вим множество известных параметров задачи 
{ }A  в виде совокупности L подмножеств из-
вестных параметров задачи, обладающие оди-
наковыми характерными для данного подмно-
жества свойствами каждое из которых содер-
жит, соответственно L(1), L(2), …, L(l) элемен-
тов.

{ }1 2, , ..., AA a a a∈ , { }(1) (2) ( ), , ..., L
LA A A A A= ∈ , 

где (1)A  – подмножество, характеризующее 
общие физико-механические свойства руды, 
неизменные для данного класса; (2)A  – под-
множество, характеризующее показатели руды, 

которые могут изменяться в зависимости от 
качества руды: параметры характеризующие за-
кон распределения поступающей на дробле-
ние руды, процентное содержание KCl и не-
растворимого остатка в руде и т. д.; (3)A  – под-
множество, характеризующее режим процесса 
дробления, в том числе и технико-экономиче-
ские показатели дробильных установок. Дан-
ные характеристики подробно описаны в рабо-
те [2]; (4)A  – подмножество, характеризующее 
значения границ изменения искомых перемен-
ных и требуемую точность ixD  их вычисле-
ний:

{ }(4)
min max, , .i i iA x x x∈ D , [ ]1,i N∈ .

Кроме вышеперечисленных, могут быть вве-
дены и другие подмножества известных посто-
янных параметров задачи.

Формализация модели процесса  
дробления горных пород (МПДГП)

В силу введенных обозначений, по анало-
гии с в предыдущими работами [1–4], форма-
лизуем (МПДГП) в виде выражения:

  
(1)

где { }(1) (1) (1) (1)
1 2 (1), , ...,N KX x x x∈ , …, {( ) ( )

1 ,K K
NX x∈

}( ) ( )
2 ( ), ...,K K

K Kx x  – подмножества переменных па-
раметров, на которые условно разбито все мно-
жество переменных NX .

Выражение (1) (2) ( )( , , ..., , , ) extrK
j LN N NF X X X A t → 

extr формализует достижение экстремальных 
значений Jmax критериями модели, а выраже-
ния  и (1)( ,s NQ X  

(2) ( ), ..., , , )K
LN NX X A t , соответственно, R ограни-

чений и S условий, которым должны удовлет-
ворять переменные параметры модели

Следующая процедура методики заключает-
ся в построении вычислительных процедур, реа-
лизующих вычисление Jmax  целевых функций,  
R ограничений и S условий, формализованных 
соответствующими выражениями модели (1).
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Используя подходы компьютерной матема-
тики, каждаяцелевая функция, условие и ог-
раничение модели могут быть представлены 
в виде вычислительной процедуры, реализо-
ванной с помощью специальных программных 
пакетов таких, как Excel, MathLab, MathCad, 
либо в виде специально разработанной ком-
пьютерных программ. Поэтому под формали-
зованными в модели (1) целевыми функциями, 
условиями и ограничениями будем понимать 
соответствующие им, специально разработан-
ные программные процедуры, переменными 
величинами и постоянными параметрами, ко-
торых являются вышеописанные множества 

NX  и LA .
Существует множество различных спосо-

бов формализации вышеназванных выраже-
ний. Эти способы зависят от конкретных ус-
ловий решения задачи. Для построения нашей 
модели мы будем использовать следующие: 
аналитический, аналитико-экспериментальный 
способ, статистический, способ с использова-
нием дифференциальных уравнений и уравне-
ний математической физики.

Используемый в статье аналитико-экспе-
риментальный способ основывается на следу-
ющих утверждениях. Исходя из представле-
ния функции многих переменных в виде ряда 
Тейлора можно заключить, что функция мно-
гих переменных может быть представлена  
в виде линейной суперпозиции функций од-
ной переменной (функций одной переменной 
столько, сколько независимых переменных  
у функции многих переменных). В тех случа-
ях, когда имеется возможность эксперимен-
тального установления зависимости значения 
функции многих переменных от входящих  
в функцию переменных, то функция многих 
переменных в пределах некоторой характер-
ной (для исследуемого процесса) точки мо-
жет быть представлена в виде линейной су-
перпозиции аналитических функций одной пе-
ременной, аппроксимирующих графики экспе-
риментальных измерений. Ниже описан ряд 
процедур, на основании которых многокрите-
риальная модель (1) будет сведена к однокри-
териальной модели.

Прежде всего, преобразуем формализо-
ванную многокритериальную задачу (1) к ква-
зиравносильной ей однокритериальной зада-
че (2).

Первая процедура построения модели (2) 
заключается в определении подмножества близ-
ких по смыслу критериев и соответствующих 
им целевых функций модели (1), которые будут 
заменены линейной суперпозицией этих крите-
риев с весовыми коэффициентами. Затем опре-
делённые критерии заменяются соответствую-
щими им целевыми функциями задачи (1) на 
ограничения вида (1) (2) ( )( , , ..., , , )K

j LN N NF X X X A t
A n A≤ − × D , или (1) (2) ( )( , , ..., , , )K

j LN N NF X X X A t
B m B≥ − × D , где n, m переменные целые вели-

чины, характеризующие процесс итерации при 
численном поиске решения оптимизационной 
задачи. AD  и BD  – значения допустимых по-
грешностей при расчете данных критериев. 
После чего определяются критерии, которые 
будут заменены условиями задачи.

Следующая процедура заключается в фор-
мализации модели (2) с определением границ 
изменения критериев, ограничений и интерва-
ла допустимой погрешности при расчете дан-
ных критериев. 

Следующая процедура состоит в построе-
нии алгоритма численного решения преобразо-
ванной оптимизационной задачи условно обо-
значенной (2). Этапроцедура состоит из следу-
ющих действий:

Вначале, следует выделить подмножество 
независимых переменных, определять кото-
рые предполагается с использованием метода 
имитационного моделирования и эвристиче-
ского инженерного анализа. [1] В качестве 
имитационной модели будет использована мо-
дель (2). 

Выделение подмножества неизвестных па-
раметров задачи, определяемых методом ими-
тационного моделирования с использованием 
эвристического опыта инженера исследовате-
ля является этапом применения метода деком-
позиции для численного решения задачи и по-
зволяет уменьшить размерность решаемой за-
дачи.

В дальнейшем, определенная таким спосо-
бом часть неизвестных независимых перемен-
ных задачи (2) выступает в качестве известных 
параметров задачи определения оставшейся 
части неизвестных величин, условно обозна-
ченной (3). Задача (3) – преобразованная зада-
ча (2), cменьшим количеством переменных, 
условий и ограничений. При использовании 
аналитико-экспериментального способа постро-
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ения целевых функций, условий и ограниче-
ний модели (3) эксперимент проводится для 
зафиксированных значений определенной ча-
сти переменных, выступающих в качестве па-
раметров задачи.

Численное решение оптимизационной за-
дачи, формализованной выражением (3) может 
быть найдено по одному из ниже описанных 
алгоритмов. Первый способ основывается на 
методе линейного программирования. Суть спо-
соба заключается в следующем. Построенная 
нами целевая функция модели является линей-
ной суперпозицией других функций и при  
их аналитико-экспериментальном построении  
(а также при построении условий и ограниче-
ний модели) могут быть установлены участки 
ОДЗ переменных, для которых сами функции, 
условия и ограничения, с достаточной степе-
нью точности, могут быть представлены в виде 
линейных зависимостей от их переменных ве-
личин. Из этих обстоятельств следует, что мо-
дель (3) может быть заменена несколькими 
моделями линейного программирования, по-
строенными для установленных участков ОДЗ. 
Численная реализация этих моделей может 
быть эффективно выполнена с использовани-
ем специальных пакетов программ.

Второй способ основан на методе вариан-
тов с оценкой вариантов на модели (3). Внача-
ле формируется возможное количество вари-
антов решения модели (3). Формируем множе-
ство значений переменных ,i mx  по следующе-
му алгоритму:

, mini m i ix x m x= + ⋅ D ; [ ]1, ( )m m i∈ ; [ ]1,i N∈

 max  min( ) i i

i

x xm i
x
−

=
D

; 

[ ] [ ], min max, ; 1,i m i ix x x i N∈ ∈

Формируем I подмножеств переменных:
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Путем перестановок из элементов I под-
множеств формируем (1) (2) ... ( )m m m I⋅ ⋅ ⋅  ва-
риантов возможных решений задачи.

Поочередно, подставляем, все сформиро-
ванные варианты решений в модельи выбира-
ем подмножество неизвестных { }3

,
x
i px , являю-

щееся решением модели (3). Затем к получен-

ному подмножеству неизвестных добавляем 
подмножество неизвестных, определенных ме-
тодом эвристического инженерного анализа. 
Полученное таким образом подмножество не-
известных { }2

,
x
i px , будет являться первым при-

ближением решения модели (2). Подставляем 
подмножество { }2

,
x
i px

 
в модель (2), рассчиты-

ваем значение целевой функции модели. Если 
результат не устраивает, то изменяются значе-
ния переменных, определяемых с помощью 
инженерного эвристического анализа и реше-
ние модели (2) повторяется по описанному ал-
горитму.

Следующей процедурой по разработке ме-
тодики является ее проверка на достоверность 
и адекватность получаемых с ее помощью ре-
зультатов.

Адекватность и достоверность модели, от-
части обусловлена корректным применением 
математического аппарата при формализации 
модели и построении метода ее численной ре-
ализации. Кроме того, одним из реально до-
стижимых и достаточно эффективных являет-
ся способ проверки модели на конкретной 
практической задаче. В качестве такой практи-
ческой задачи выбран процесс дробления ка-
лийной руды молотковой дробилкой СМ-170В 
на 4 рудоуправлении ОАО «Беларуськалий» [3].

В результате численного решения состав-
ленной для данного процесса оптимизацион-
ной модели было установлено, что при значе-
ниях регулируемых параметров, соответству-
ющих положению подвесной решетки, когда 
она отведена до уровня бруса, положению вы-
движной решетки, когда она убрана, зазору 
между молотками и брусом дробилки равным 
20 мм, загрузке, которая изменялась от 150 до 
700 т/ч, количеству оборотов ротора дробилки 
350 об/мин получен требуемый грансостав 
дробленой руды при квазиминимальных энер-
гетических затратах, а именно удельной по-
требляемой мощности, равной приблизитель-
но 0,3 кВт⋅ч/т.

Эти данные соответствуют данным полу-
ченным экспериментально. Доказательство экс-
тремальности установленных переменных про-
водилось на модели с использованием имита-
ционного эксперимента. Изменялись значения 
переменных в сторону увеличения или в сто-
рону уменьшения, при этом значение удель-
ных энергозатрат увеличивалось.
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Заключение
1. Установлены взаимозависимости пара-

метров характеризующих процесс дробления 
горных пород и разработана методика совмест-
ной оптимизации вышеназванных параметров. 

2. Предложенная методика апробирована 
на конкретном технологическом процессе дро-

бления калийных руд на 4-том РУ. ОАО «Бела-
руськалий.

3. Разработанная методика может быть при-
менима и для оптимизации показателей рабо-
ты других промышленных установок по обо-
гащению горных пород.
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