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Реферат. Предлагается решение по оптимизации прямоугольной железобетонной плиты с подкрепленным ребрами 
технологическим отверстием. Для статического расчета использована компьютерная программа Sturm, составленная 
на алгоритмическом языке Pascal (Delphi). Работа посвящена разработке эффективного метода параметрической  
оптимизации на основе упругопластической 2D конечно-элементной модели. Нагрузка на конечно-элементную мо-
дель передается через узлы, связывающие конечные элементы. Учитывая особенности бетона, принят нелинейный 
составной закон деформирования конечных элементов с изменяющейся жесткостью до и после образования трещин. 
Учитывая это, для определения напряженно-деформированного состояния плиты используется метод приближений – 
метод Зейделя. В качестве целевой функции принята стоимость бетона и арматуры, затраченных на изготовление 
плиты. Решение задачи ограничено толщиной плиты, высотой ребра, максимальным прогибом, напряжением и изги-
бающим моментом. Оптимальное решение определяется в дискретном пространстве, построенном на переменных 
оптимизации – толщине плиты, высоте ребра и площади арматуры. Предварительно по результатам сканирования на 
сетке выбранного отдельного слоя, построенной на параметрах hpl и hreb, устанавливается «запрещенная» ограниче- 
ниями область пространства. На «разрешенной» части пространства выполняется поиск оптимального решения.  
Затем рассматривается следующий очередной слой, и в нем так же определяется оптимальное решение. Процесс  
продолжается до тех пор, пока не будут исследованы все слои пространства поиска.  Из всех найденных решений 
выбирается глобальный минимум целевой функции. Этот метод обеспечивает гарантию, что найденное решение  
является абсолютным.  
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Optimization of a Rectangular Reinforced Concrete Ribbed Slab  
with a Technological Opening by the Layer-by-Layer Scanning Method 
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Abstract. A solution for optimizing a rectangular reinforced concrete slab with a rib-reinforced technological opening is pro-
posed. The static analysis was performed using the Sturm computer program, written in the Pascal (Delphi) algorithmic lan-
guage. This article presents an effective method for parametric optimization using a 2D elastoplastic finite element model. 
The load is applied to the finite element model through the nodes connecting the elements. Considering the properties of con-
crete, a nonlinear constitutive law for the deformation of finite elements with changing stiffness before and after crack for-
mation was adopted. Accordingly, the Seidel approximation method is used to determine the stress-strain state of the slab.  
The cost of concrete and reinforcement used in manufacturing the slab is taken as the objective function. The solution is con-
strained by the slab thickness, rib height, maximum deflection, stress, and bending moment. The optimal solution is determined 
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in a discrete space constructed on the optimization variables: slab thickness, rib height, and reinforcement area. Initially, based 
on scanning results on a grid of a selected individual layer, built on the hpl and hreb parameters, a “forbidden” region of the 
space constrained by the limits is established. The search for the optimal solution is performed on the “permitted” part of the 
space. Then the next subsequent layer is considered, and the optimal solution is likewise determined within it. The process 
continues until all layers of the search space have been examined. The global minimum of the objective function is selected 
from all found solutions. This method guarantees that the found solution is absolute. 
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Введение 
 
Повышение экономической эффективности 

строительства при обеспечении надежности и 
долговечности конструкций остается одной из 
ключевых задач проектирования [1, 2]. Особую 
сложность представляют монолитные участки 
перекрытий промышленных зданий, где нали-
чие технологических отверстий требует их ло-
кального усиления ребрами. Проектирование 
таких элементов традиционно ведется с запа-
сом, что приводит к перерасходу материалов. 
Следовательно, актуальной является задача  
параметрической оптимизации геометрии и ар-
мирования ребристых плит с отверстиями,  
позволяющая минимизировать стоимость при 
соблюдении нормативных ограничений по 
прочности, жесткости и трещиностойкости [2]. 

При разработке моделей железобетонных 
плит, более приближенных к реальному пове-
дению железобетона, требуется учитывать его 
неоднородность, нелинейность деформирова-
ния и способность к трещинообразованию. 
Фундаментальные основы механики железобе-
тона и методы расчета с учетом нелинейных 
свойств материалов заложены в классических 
трудах [3, 4]. 

С появлением вычислительной техники ме-
тод конечных элементов (МКЭ) стал основным 
инструментом для подобного анализа. Теоре-
тические основы МКЭ применительно к зада-
чам строительной механики изложены в [5].  

Задача оптимизации строительных кон-
струкций имеет свою историю. Классические 
методы математического программирования, 
такие как метод возможных направлений, опи-
саны в [6]. В настоящее время для сложных не-
линейных задач доминируют метаэвристиче-
ские алгоритмы (роя частиц, генетические), де-

монстрирующие высокую эффективность в не-
прерывных пространствах большой размерно-
сти [7, 8]. Однако, как показано в сравнитель-
ных исследованиях [9], для параметрической 
оптимизации с малым количеством дискретных 
переменных, определяющих технологичность 
конструкции (толщина, высота ребра, стан-
дартный профиль арматуры), метод сканирова-
ния остается предпочтительным, так как гаран-
тирует нахождение глобального оптимума. 
Настоящая работа развивает подходы, изло-
женные в [10, 11], для случая плиты с техноло-
гическим отверстием. 

Таким образом, для оптимального проекти-
рования ребристой плиты с отверстием необхо-
дима методика, сочетающая: 

1) нелинейный статический расчет плиты с 
учетом стадий работы железобетона; 

2) детерминированный алгоритм поиска 
глобального минимума стоимости в дискрет-
ном пространстве ключевых параметров. 

Целью настоящей работы является разра-
ботка и апробация метода послойного сканиро-
вания для оптимизации ячейки плиты с техно-
логическим отверстием, которое требует ло-
кального усиления. Для нелинейного расчета 
используется конечно-элементная модель, реа-
лизованная в авторской программе Sturm [11]. 

 
Методологическая основа исследования 
 
Решение поставленной задачи основано на 

последовательном применении трех взаимосвя-
занных моделей: 

1) расчетной модели, которая представляет 
собой упругопластическую конечно-элемент- 
ную модель плиты, реализованную в програм-
ме Sturm [11]. Ключевым допущением является 
моделирование изгиба плиты и ребер в рамках 
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При изгибающих моментах Mx и My, мень-
ших момента образования трещин Mcr, жест-
кость элемента B постоянная. При изгибающих 
моментах Mx и My, больших момента образова-
ния трещин Mcr, жесткость изменяется по ги-
перболическому закону [15] 
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где Ec,eff – эффективный модуль упругости бе-
тона (Ec,eff = Ecm); Ecm – средний модуль упруго-
сти бетона; 1 – коэффициент, принимаемый 
согласно указаниям СП [1]; 2 – то же, учи- 
тывающий длительность действия нагрузки и 
принимаемый согласно указаниям СП [1]; MEd – 
расчетный изгибающий момент, вызванный 
действием нагрузки и установленный в резуль-
тате расчета плиты; Mcr – момент образования 
трещин; II, III – моменты инерции сечения соот-
ветственно без трещин и с трещинами [16]. 

Статический расчет ячейки плиты выполня-
ется методом итераций [17]. В первом прибли-
жении принимается, что жесткость всех конеч-
ных элементов одинаковая и соответствует ну-
левому напряженному состоянию. На второй  
и последующих итерациях жесткость каждого 
конечного элемента корректируется и прини-
мается в соответствии со значениями изгибаю-
щих моментов (1), полученных в предыдущем 
приближении. В результате статического рас-
чета ячейки плиты получаются ее прогибы, из-
гибающие моменты, напряжения и ширина 
раскрытия трещин во всех конечных элементах. 
Для подтверждения корректности решения 
проведена верификация полученных результа-
тов статического расчета – сравнение результа-
тов, полученных для сплошной безреберной 
плиты, решения в замкнутом виде [18] и мето-
дом конечных элементов по программе Sturm, 
составленной на алгоритмическом объектно-
ориентированном языке Delphi. Решение полу-
чено в упругой стадии деформации. Были при-
няты следующие данные: размеры шарнирно 
опертой по контуру квадратной плиты 22 м  
с толщиной 0,05 м; модуль упругости плиты 
Ecm = 20 ГПа; коэффициент Пуассона  = 0,30; 

воздействие в виде равномерно распределенной 
нагрузки 0,5 кН/м2, приложенной по всей по-
верхности плиты. Сравнение прогибов, полу-
ченных по программе Sturm, с известным ре-
шением показало отличие в 1,1 %. Для той же 
квадратной плиты значение изгибающего мо-
мента в центре, полученное в Sturm, сравни- 
валось с аналитическим решением по теории 
пластин. Расхождение не превысило 1,4 %.  
Поскольку в рамках принятой плоской гипоте-
зы Кирхгофа напряжения в плите определя- 
ются через вычисленные моменты и кривизны, 
данное соответствие косвенно подтверждает  
и корректность картины напряжений. Для про-
верки корректности работы программы в усло-
виях другого типа опирания выполнен расчет 
консольной балки, загруженной равномерной 
нагрузкой. Расхождение максимального момен-
та с известным решением менее 0,5 %, что так-
же свидетельствует о корректности алгоритма. 

 
Оптимизация плиты 
 

При решении оптимизационных задач од-
ним из самых проблемных является поиск гло-
бального минимума целевой функции. Среди 
известных методов оптимизации, таких как ме-
тод градиентного спуска, не всегда гарантиро-
ван надежный результат абсолютного миниму-
ма. Его применение в пространстве, построен-
ном на дискретных осях, затруднительно. 
Предлагается проводить поиск оптимального 
решения послойно-дискретное пространство 
делится на слои, каждый из которых строится 
на двух дискретных параметрах hpl  и hreb и со-
ответствующих значениям третьего парамет- 
ра – площади арматуры As. После получения 
решения в каждом слое выбирается наиболее 
приемлемый вариант. Для уменьшения объема 
вычислений недопустимая область поиска в 
каждом слое заранее исключается. Затем по-
следовательно переходим к поиску решения на 
локальной сетке следующего слоя. Конечно, 
время поиска в целом увеличивает, но гарантия 
получения глобального оптимального решения 
возрастает. Следует отметить, что в контексте 
данного метода термин «слой» имеет матема-
тический смысл и означает подпространство 
поиска с фиксированным значением одной  
из переменных (например, As), а не относится  
к конструктивным слоям армирования бетона. 
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Поиск решения осуществляется в простран-
стве, построенном на трех осях, соответствую-
щих толщине ячейки плиты, высоте ребра и 
площади арматуры. Все эти параметры дис-
кретны. Целевой функцией принята стоимость 
материалов, затраченных на изготовление пли-
ты [11]:  
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где Carm, Cbet – цена арматуры и бетона соответ-
ственно; hpl, hreb – толщина ячейки плиты и вы-
сота ребра соответственно; x, y – разме- 
ры конечного элемента в плане; npl, nreb – ко- 
личество конечных элементов соответственно  
в ячейке плиты и в ребрах; Asx, Asy – площадь 
арматуры, соответственно расположенной вдоль 
длины ячейки плиты и вдоль ширины плиты; 
nx, ny – количество конечных элементов, содер-
жащих соответственно арматуру по направ- 
лениям осей Х и Y;  – плотность арматурной 
стали [11]. 

Оптимизация выполняется со следующими 
ограничениями. Ограничения по параметрам 
оптимизации: 

 
 

min max min max
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где hplmin, hplmax, hrebmin, hrebmax, Asmin, Asmax, alim, 
amax, lmin, lmax – минимально и максимально 
допустимые значения соответственно толщины 
ячейки плиты, высоты ребра, площади растяну-
той арматуры, прогиба плиты и процента арми-
рования [11].  

Оптимальное решение ограничивается: 
прочностью бетона 

 

0;cd cf      (4) 
 

прочностью арматуры 
 

0;yd sf     (5) 
 

жесткостью плиты  
 

lim max 0;a a      (6) 
 

шириной раскрытия трещин 
 

lim 0;kW W    (7) 
 

процентом армирования 
 

min max ,l l l           (8) 
 

где fcd – расчетное сопротивление бетона пли-
ты; c – максимальное напряжение в бетоне;  
fyd – расчетное сопротивление арматуры;  
s – максимальное напряжение в арматуре;  
alim, amax – допускаемый и максимальный  
прогибы плиты; Wlim – допускаемая ширина 
раскрытия трещин; Wk – расчетная ширина рас-
крытия трещин; lmin, lmax – минимальный  
и максимальный допустимые проценты ар- 
мирования КЭ; l – коэффициент армирова- 
ния КЭ [11]. 

Пример расчета ячейки ребристой плиты 
выполнен по разработанной программе Sturm, 
составленной на алгоритмическом объектно-
ориентировочном языке Pascal. В качестве со-
ставной части в программе Sturm используется 
разработанная программа Progress. Для расчета 
приняты следующие исходные данные: разме-
ры ячейки плиты 5,65,6 м, ширина КЭ 200 мм, 
количество конечных элементов в расчетной 
модели 784; средняя прочность бетона на рас-
тяжение fctm = 2,2 МПа, толщина защитного 
слоя Со = 20 мм. На ячейку плиты действу- 
ет равномерно распределенная нагрузка интен-
сивностью Р = 36 кН/м2, приложенная к фак- 
тической площади перекрытия (за вычетом 
технологического отверстия 2,42,4 м. Средний 
модуль упругости бетона Ecm = 32 ГПа; коэф-
фициент Пуассона бетона b = 0,20, характе- 
ристическое сопротивление бетона на сжа- 
тие fck = 20 МПа, характеристическое сопротив-
ление арматуры fyk = 500 МПа. Цена бетона Cb =  
= 115 руб./м3, цена арматуры Cs = 1900 руб./т. 
Допускаемая ширина раскрытия трещин Wlim =  
= 0,4 мм, расчетное сопротивление бето- 
на fcd = 12 МПа; допускаемый прогиб пли- 
ты alim = 20 мм, расчетное сопротивление арма-
туры fyd = 455 МПа. 

Для выбора при оптимизации предельного из-
гибающего момента выполнен расчет участка 
плиты с ребром длиной 1400 мм, толщиной пол-
ки 75 мм, высотой и шириной ребра соответст- 
венно 155 и 200 мм. Железобетонная плита 20

25C  

армирована двумя стержнями 260 S500. В ре-
зультате получен предельный изгибающий мо-
мент MRd = 18,06 кНм/м. 

На рис. 4 показан слой пространства поиска 
оптимального решения, соответствующего ар-
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ВЫВОДЫ 

 
1. Для выполнения статического расчета 

ячейки ребристой железобетонной плиты с от-
верстием использована численная модель, по-
строенная из изгибных прямоугольных конеч-
ных элементов, реализованных в программе 
Sturm. Предусмотрена возможность учета не-
линейного закона деформирования железобе-
тона, образования и раскрытия трещин. 

2. Поставлена и решена задача оптимизации 
с использованием послойного сканирования.  
В качестве целевой функции принята стои-
мость материалов, затраченных на изготовле-
ние плиты. Обеспечено получение глобального 
минимума целевой функции и параметров оп-
тимизации в дискретном пространстве, постро-
енном на осях hpl (толщина плиты), hreb (высота 
ребра) и As (площадь арматуры). Плита армиро-
вана сеткой, которая не учитывается как пара-
метр оптимизации. Оптимизация выполняет- 
ся при соблюдении ограничений по жестко- 
сти alim > al, по прочности Mxlim  > MEd  и про-
цента армирования lmin < l  lmax.  

3. Эффективность предложенного метода 
послойного сканирования подтверждается его 
способностью гарантированно находить гло-
бальный минимум целевой функции в дискрет-
ном пространстве параметров, что обеспечива-
ет экономически оптимальное решение при со-
блюдении всех нормативных ограничений.   
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