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Реферат. Предлагается численное решение контактной задачи для штампа, расположенного на упругом основании  
в виде полуплоскости ломаного очертания. Определение контактных напряжений выполняется способом Б. Н. Же-
мочкина. Однако коэффициенты метода сил в разрешающих уравнениях смешанного метода определяются вариаци-
онно-разностным методом. С этой целью расчетная область упругого основания разбивается на прямоугольные ячей-
ки разной площади и для каждой ячейки определяется энергия деформаций. Функционал полной энергии упругого 
основания и приложенной внешней нагрузки получается суммированием энергий деформаций каждой ячейки и рабо-
ты внешних сил и является квадратичной функцией узловых перемещений расчетной области упругого основания. 
Дифференцирование функционала полной энергии по каждому из узловых перемещений позволяет сформировать 
систему линейных алгебраических уравнений, решением которой являются узловые перемещения. Для формирова-
ния матрицы перемещений центров участков способа Б. Н. Жемочкина внешняя единичная нагрузка задавалась  
в виде двух сил, приложенных к границе каждого из них. Это позволило получить симметричную относительно глав-
ной диагонали матрицу в уравнениях метода сил смешанного метода. Таким образом была сформирована система 
уравнений способа Б. Н. Жемочкина для расчета штампа, приложенного к границе полуплоскости, при его поступа-
тельном перемещении. После решения системы уравнений способа Б. Н. Жемочкина находились усилия в связях  
на контакте штампа и упругого основания, линейное перемещение штампа.  Это позволило определить распределе-
ние контактных напряжений и положение внешней силы, вызывающей поступательное перемещение штампа. 
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Abstract. A numerical solution is proposed for a contact problem for a stamp located on an elastic foundation in the form  
of a half-plane with a broken shape. Contact stresses are determined using B. N. Zhemochkin's method. However, the coef- 
ficients of the force method in the resolving equations of the mixed method are determined using a variational-difference  
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method. For this purpose, the computational domain of the elastic foundation is divided into rectangular cells of varying areas 
and the strain energy is determined for each cell. The functional of the total energy of the elastic foundation and the applied 
external load is obtained by summing the strain energies of each cell and the work of external forces and is a quadratic func-
tion of the nodal displacements of the computational domain of the elastic foundation. Differentiating the total energy func-
tional with respect to each nodal displacement allows us to form a system of linear algebraic equations whose solutions are  
the nodal displacements. To form the displacement matrix of the section centers using B. N. Zhemochkin's method, the exter-
nal unit load was specified as two forces applied to the boundary of each section. This allowed us to obtain a matrix symmet-
rical with respect to the main diagonal in the equations of the mixed method of forces. Thus, a system of equations was 
formed for the method of  B. N. Zhemochkin for calculating a stamp applied to the boundary of a half-plane during its transla-
tional movement. After solving the system of equations of  B. N. Zhemochkin's method, the forces in the contact constraints 
between the stamp and the elastic foundation and the linear displacement of the stamp, were found. This allowed us to deter-
mine the distribution of contact stresses and the position of the external force causing the translational movement of the stamp. 
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Введение 
 

Как известно [1], способ Б. Н. Жемочкина 
контактную задачу расчета балки на упругом 
основании сводит к расчету статически неопре-
делимой балки на упруго-податливых опорах, 
которая решается смешанным методом строи-
тельной механики [2]. Коэффициенты при неиз- 
вестных методах сил разрешающих уравнений 
способа Б. Н. Жемочкина зависят от деформа-
ций изгиба балки с введенным защемлением  
и перемещений упругого основания. Для упру-
гих оснований в виде упругих полуплоскости, 
полосы, клина и других задача определения 
перемещений не вызывает затруднений [3, 4]. 
Однако при определении перемещений упруго-
го основания сложной формы или ломаного 
очертания от действия единичной силы, равно-
мерно распределенной по участку Б. Н. Жемоч-
кина, возникают серьезные математические 
трудности. Ниже предлагается определять пе-
ремещения границы упругого основания от дей-
ствия единичной силы вариационно-разностным 
методом [5]. Это позволяет сформировать си-

стему уравнений способа Б. Н. Жемочкина и 
решить поставленную задачу. 

 

Теоретическая часть 
 

Рассмотрим конечно-разностные форму- 
лы [6] для нахождения линейных и угловых 
деформаций в центре прямоугольной ячей- 
ки (рис. 1):  
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где    , , ,u x y v x y  линейные перемещения 

узлов прямоугольной ячейки в направлении 
осей координат (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. К определению деформаций в прямоугольной ячейке 

 

Fig. 1. To determine deformations in a rectangular cell 
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Энергия деформаций в ячейке определяется 
следующим образом [7, 8]: 
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где ,E   – модуль упругости и коэффициент 
Пуассона упругого основания. 

Энергия деформации всего упругого осно-
вания находится суммированием (2) по всем 
ячейкам сетки, разбитой на основании. Для 
полной потенциальной энергии основания и 
действующей на основание внешней нагрузки 
нужно к сумме (2) добавить работу внешних 
сил на перемещениях упругого основания, взя-
тую с отрицательным знаком [9].  

Пример расчета. Рассмотрим задачу о дав-
лении вертикального штампа на границу лома-
ной полуплоскости (рис. 2). 

 
 

Рис. 2. Давление штампа на границу полуплоскости  
ломаного очертания 

 

Fig. 2. Stamp pressure on the boundary  
of a half-plane of a broken outline 

Принятая разбивка расчетной области на 
элементарные прямоугольные ячейки приведе-
на на рис. 3. На границе расчетной области го-
ризонтальные и вертикальные перемещения 
приравнивались нулю.  

Из рис. 3 видно, что контактная зона штампа 
разбивалась на шесть участков способа Б. Н. Же-
мочкина. Для каждой ячейки по (2) определя-
лась энергия деформации и суммировалась для 
ячеек всей расчетной области. Внешняя нагруз-
ка в виде двух сил по 1/2 прикладывалась к со-
седним узлам каждого из шести участков спо-
соба Б. Н. Жемочкина на контактной площади 
штампа. Таким образом был получен функцио-
нал полной потенциальной энергии упругого 
основания и действующей на основание внеш-
ней нагрузки. Полученный функционал диффе-
ренцировался по каждому из узловых переме-
щений принятой расчетной области, и произ-
водная приравнивалась нулю. Образованная 
система линейных алгебраических уравнений 
решалась, и находились перемещения узлов 
расчетной области. На рис. 4 показаны полу-
ченные таким образом графики горизонталь-
ных перемещений центров шести участков спо-
соба Б. Н. Жемочкина при длине штампа 6 м  
и коэффициенте Пуассона упругого основа- 
ния 0,35 от действия суммарной единичной го-
ризонтальной силы. 

 

 
Рис. 3. Принятая сетка на расчетной области упругого основания 

 

Fig. 3. Adopted grid on the calculation domain of the elastic foundation 
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