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ВВЕДЕНИЕ

В директивах ХНУ съезда КПСС указывается на необходимость 
позыаения производительности труда за счет увеличения единичной 
ложности агрегатов. Ставятся серьезные задачи по экономии матери­
алов.

Проектирование новых мощных машин при минимальном их весе 
требует весьма точного определения напряжений в деталях и элемен­
тах конструкций. Актуальными являются расчеты в упругой зоне,по­
скольку большинство поломок связано с усталостными явлениями,

Зубчатые передачи принадлежат к числу наиболее ответственных 
элементов машин, и развитие методов их расчета связано с работами 
А.Й.Петрусевича, В.Н.Кудрявцева. Й.С.Цитовича, В.Л.Устиненко,КЖ 
Заблонского, Я.Г.Кистьяна, Г.Й.Скундина, И,Н.Френкеля и многих 
других.

Основная тема яастояжей работы — расчет напряжений при из­
гибе зубьев (плоский случай), причем исследования охватывают как 
приближенный подход с привлечением некоторых допущений, так и 
строгий расчет методом теории упругости* Методы теории упругости 
сложны, и впредь до полного их освоения (например, в виде стан­
дартных программ для ЭЩШ) приближенные методы не теряют актуаль­
ности.

Предлагаемый в работе приближенный расчет зубьев восходит к 
работам А.В.Верховского, В.Д. Ладожского и др,, а именно к разра­
ботанному ими методу ломаных сечений, широко применяемому, ио не­
достаточно точному. Этот метод связан, в основном, с двумя допу®с 
ниямж: яеискризление прямых нормалей к контуру зуба (плоские уча­
стки ломаных сечений) и равенство нулю нормальных напряжений на 
наклонных площадках в точке пересечения с осью зуба. Последнее до­
пущение нарушает условия равновесия (автором был выполнен специ­
альный эксперимент для иллюстрации сказанного), и построение ста­
тически уравновешенной системы напряжений составило первоочеред­
ную задачу исследования (§§ 8, II).

Гипотеза о неискривлении плоских участков ломаных сечений 
примыкает к аналогичным гипотезам в теории стержней, прямых и кри- 
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вых. Попытки обобщений привили к энергетическом интерпретации 
этих гипотез и, далее,, к энергетическому построению основных тех-* 
нических теорий расчета упругих элементов. Соответствующе мате­
риалы в силу их общего характера вынесены во вводную главу (§ I). 
Ряд частных примеров, имеющих косвенное отношение к основной теме 
рассмотрен в главе 2 (§§ 3+6). Энергетический подход оказался 
весьма плодотворным как по части формализации расчетов (теорема о 
минимуме, - § I), так и по части поиска уточнений в необходимых 
случаях, в том числе и для зубьев (§ 12). В развитом виде (приме­
нение теории изопериметрических задач) используемый способ расче­
тов примыкает к общим вариационным методам.

Простейший расчет зубьев, рекомендуемый в работе (§ 15),сни­
зан с предположением об опасной точке (§13) и гиперболическим за 
коном распределения напряжений (§9), который свойственной также 
методу ломаных сечений. Необходимые геометрические расчеты нонене 
вы в § 10.

Что касается строгого расчета напряжений в зубьях, то здесь из­
вестны работы В.Л.Устиненко, А.Г.Угодчикова и А.М.Кузнецова, Г.Вей 
бера, Т.Аида и И.Тераути. Использовался метод конформного отобра­
жения, созданный Г.В.Колосовым и Н.И.Мусхелиявили. Этот метод сво­
дит задачу теории упругости для плоской области к более общей за­
даче отыскания функции комплексной переменной, осуществляющей кон­
формное преобразование стандартной области в виде круга или долу- 
плоскости в заданную.

В работах В.Л.Устиненко применялась отображающая функция не­
которого специального вида, и ее коэффициенты определялись путем 
подбора. В работах А.Г.Угодчикова и А.М.Кузнецова отображающая 
функция искалась в общем виде с помощью злевтромоделмрованмя на 
токопроводящей бумаге и тригонометрической интерполяции на ЭЦВМ.

В настоящей работе (§ 16) разработан способ и освоены вычис­
ления на ЭЦВМ коэффициентов отображающей функции в форме ВЛ.Ус­
тин ев ко. Помимо самостоятельного значения, эта часть работы поз­
волила получить материалы для оценки отдельных допущений прибли­
женного метода. В § 17 решена по методу конформного отображения 
едва специальная задача - расчет зуба на растянутом основании, 

Экспериментальная часть работы, выполненная поляризапвойво- 
оптическим методом, касалась сбией постановки задачи об изгибе зу­
ба. Выяснялся вопрос и возможности построения расчетов напряжений 
в зубьих без учета тех или других условий на достаточно божьмой 
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глубине иод зубом (§ 7).
В приложения представлен материал, касающийся задачи о кру­

ченым применительно к зубчатому (илицейому) валу. Для этой задачи 
известно применение метода конформного отображения, а также мето­
да сеток (конечных разностей). В работе составлено интегральное 
уравнение Фредгольма относительно напряжений у поверхности, чис- 
лениое радение которого не представило затруднений. По мнению ав­
тора, метод уравнений Фредгольма является наиболее соответствую- 
жим целям технических расчетов и современному состоянию вычисли­
тельной техники. В этой связи уместно отметить, что для плоской 
задачи теории упругости также известны способы перехода к уравне­
ниям Фредгольма (минуя конформное^тображение), и, по мнению ака­
демика НЖМусхелишвили, они являются персиективннки для числен^ 
них расчетов.
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ГЛАВА I

ОБЩИЙ ОБЗОР И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

§ I. Энергетическое представление основных теорий 
расчета упруги! элементов

В вариационном энергетическом методе теории упругости исполь­
зуется принцип минимума потенциальной энергии деформации на воз­
можных без нарушения условий равновесия вариациях напряженного со­
стояния (принцип Кастильяно). Последний имеет силу для случаев^ 
когда на поверхности упругой детали заданы нагрузки, но не переме­
щения. В том числе на некоторых участках, на которых предполагает­
ся соединение с абсолютно жесткими соседними деталями, нагрузка 
может быть задана интегрально.

В реферируемой работе для построения технических теорий рас­
чета упругих элементов вводятся гипотезы (вместо гипотез о неис- 
кривлении), упрощающие принцип Кастильяно, а именно минимизирует­
ся лишь часть потенциальной энергии, связанная с определенными ви­
дами напряжений.

Для построения расчетов в простейших случаях используется 
специально доказываемая теорема о минимуме, согласно которой мини­
мум квадратичного функционала

w = jF(S)6zds,

S 
при условиях вида

[fi(s)6ds =

достигается функцией

коэффициенты А/ которой определяются условиями (I).
Чтобы построить элементарный расчет стержней, достаточно вы­

писать условия равновесия по осевой силе и изгибающим моментам в 
двух плоскостях:

j6ds=P, Jz6ds^My, Jy6ds = Мг ,

s s s
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и, минимизируя энергию лишь нормальных напряжений на площад­
ках поперечных сечений (допущение), т.е. , по­
лучить на основании теоремы о минимуме: 15

б = А/ +Л2г +Л-Зу.

При соответствующем выборе положения координатных осей,т.е. 
при ортогонализации, решение представляется в традиционной форме.

Стесненная деформация тонкостенных стержней (без учета чис­
того кручения) рассматривается до той же схеме и при том же допу­
щении. К трем условиям равновесия (2) добавляется четвертое — по 

ju6dS-xM>, 

где (л) - секториальная координата, и решение устанавливается в 
форме

СЭ =Л + XaZ +ЛуУ * Л 4 (л).

С помощью дальнейшей ортогонализации может быть построена из­
вестная теория. Для относительно длинных стержней уместным может 
оказаться учет чистого кручения, выполняемый по известной схеме,а 
для относительно коротких стесненных стержней уточнение следует 
искать прежде всего путем учета энергии секториальных касательных 
напряжений Такое уточнение оказывается возможным при допуще­
нии об идентичности распределения напряжений Ъ во всех поперечных 
сечениях стержня. Дело сводится к минимизации функционала следую­
щего вида

IV =/(Г’е+ KZT£)ds;
______ _ S,

где Д' ~-js~ ~ длина ст армия, JH - коэф. Пуассона,

држ условиях
£?

=7' 7-- = О, J r^as - М* jTcasot.dsafy, fasindd^Pz, 
S: f.. ' s.

где - пилкрнни радиус*-^- угол наклона контура к оси у (толщине 
профиля положена казной единице).

Сос-твкйеьна» задача суть вариационная жзопериметричо6кая,онн 
сводится $ дифференциальному уравнению

■ >' -+• ' *' -Л f г + co.sot + Л ? sindL,

розов кпторог; че представляет затруднений.
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Теория пластинок в энергетической интерпретации строится об­
щими вариационными методами на основе следующих допущений:

- принимается линейный закон изменения напряжений <5У»
^ХУ по координате Z (по толщине пластинки)»

- минимизируется энергия только этих напряжений.

§ 2. Методы расчета напряжений в зубьях

Кроме упомянутых во вводной части реферата, рассматриваются 
также методы, основанные на эмпирических формулах, метод цилиндри­
ческих сечений (А.В.Верховский и др.) и расчеты в биполярных коор­
динатах (В.Б.Проскуряков).

ГЛАВА П

НЕКОТОРЫЕ СЛУЧАИ РАСЧЕТА УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ

Примеры, приведенные ниже, иллистрируют применение теоремы о 
минимуме и теории изопериметрических задач. Поскольку метод, при­
мененный к приближенному расчету зубьев, не обеспечивает оценку 
точности собственными средствами, он должен быть сначала проверен 
на простых примерах. Подобраны примеры, наиболее близкие к основ­
ной теме.

Для неплоских задач расчета зубьев перспективным представля­
ется вариационный энергетический подход применительно к консоль­
ной плите, заменяющей зуб. Простейшая из таких задач рассмотрена 
в § 6.

§ 3. Распределение нагрузки в шлицевом соединении

Задача рассмотрена при следующих допущениях:
- сопрягаемые детали считаются массивными и жесткими, так чтп 

объемными деформациями можно пренебречь по сравнению с деформация­
ми в стыке,

- принимается линейная связь между давлениями и перемещения­
ми в стыке,

- не учитываются силы трения,
- геометрия соединения считается абсолютно точной.
Такая постановка задачи известна (Е.Г.Глухарев и др.). Энер­

гетический подход, а также замена сумм по шлицам интегралами по 
схеме
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п П
Zfi at2*Jfdy>

позволяет значительно сократить выкладки и представить результат 
в простой форме. Составляются интегральные условия равновесия и 
выражение для потенциальной энергии, накапливаемой в стыке, после 
чего применяется теорема о минимуме, и погонная нагрузка вдоль 
шлицев находится в виде

+ 2РУ sin^+ZPzCos^+ZA^-Xsin^+ZA^Xcos^), 

где П * число шлицев, £ - их длина, Г - средний радиус, 

у?- полярный угол, X - координата вдоль оси от середины соедине­
ния, Pz - поперечные силы, Му,М%- перекашивающие моменты в 
двух плоскостях, /Их - крутящий момент.

Расчет справедлив, если нагрузка такова, что
Решение составлено совместно с Г. Фг Бутусовым, получило экспе­

риментальное подтверждение и дальнейшее применение в его работе.

§ 4. Стесненный изгиб прямых и круговых плоских брусьев

Представление зуба шестерни как простой консольной балки с 
использованием элементарной формулы свойственно ряду эмпирических 
систем расчета. Здесь рассматривается возможность эаранее учесть 
влияние длины консоли (вычислять номинальные напряжения с учетом 
этого фактора). Для прямого бруса, заделанного одним концом и на­
груженного поперечной силой на другом конце, принято в качестве 
допущения, что касательные напряжения не меняются от сечения к се­
чению, либо, на равных правах, что волокна не давят друг на друга. 
Минимизация потенциальной энергии приводит к йзоперймеірйческой 
задаче, сходной с рассмотренной выше для тонкостенных стержней. 
Решение для нормальных напряжений представляется в вило:

_ ~_2(ка сh к а - shKa) ’ 
где К = -^-ўб(І~+ ~jil) > длина консоли, CL - половина ииринн,

X - Плечо действия силы Р.
В связи с*принятым допущением решение является приближенным, 

оно не удовлетворяет уравнению неразрывности. При малой длине кон­
соли ЛД- < 2. ) решение для напряжений заметно отличается от эле-
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иентарного. Прогибы различается незначительно.
Плоская задача для кругового бруса может быть разложена на 

две: изгиб моментом (чистый изгиб) и деформацию силой, проходящей 
через центр кривизны. Нагрузки в торцовых сечениях бруса считают­
ся заданными интегрально, т.е. задачи не являются математически 
определенными. Минимизация потенциальной энергии при этом соответ­
ствует стеснению депланации торцовых сечений.

При рассмотрении чистого изгиба было получено известное реше­
ние теории упругости, причем отмечено, что решение действительно 
также для стержня переменной кривизны. В случае деформации силой 
кругового оруса известное решение теории упругости, которое харак­
теризуется подобием распределения напряжений в радиальных сечени- 
ях₽ на было подтверждено вариационным выводом. Полученное прибли­
женное решение задачи о стесненной деформации отличается от реше­
ния теории упругости на величину до 14%, (при имеющих практический 
смысл соотношениях размеров) для максимальных напряжений, причем 
а^юіоніяійе впвюс. Этот результат используется для оценок в § 9 ра­
боты.

§ 5. Задачи для конуса и плоского клина

Рассмотрено кручение конуса. Известное решение теории упру- 
еоств получается весьма просто при использовании теоремы о миниму­
ме ,

Решении задач о деформации клина, нагруженного в вершине,при­
менялись и.ВЛоровчинским для оценки напряжений и ИЛ.Френкелем 
да определения жесткости зубьев.

Однако задачи для бесконечного клина с острием не являются 
математически определенными. Без нарушения уравнений и условий 
задачи к любому решению могут быть добавлены некоторые дополни-* 
млькно решения, интегрально сводящиеся к нулю. Определенность 

только для усеченного клина при известном распределении 
нагрузки по ого основаниям.

приближенное рассмотрение стесненной деформации клина на ос- 
qgbc допущения о подобии распределения напряжений в цилиндрически! 
еечеиигх приводит к решениям, не зависящим от радиальных размеров 
жоа, При нагружении клина силой в вершине задача решается о по­
мощью теоремы о минимуме, н результат совпадает с известным.

Іные обстоятельства имеют место при нагружении клоа иомен- 
ми, йвнвмнэацня пг*?енциальяой энергии с помощью изоперк* 
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метрите-wx- задач-' приводит к следующему результату для нормаль­
ные ийадя^е-ний » цилиндрических сечениях:

... М_к^Н_кв_
U/* 2гг(ко(. cfiK<*-sfiKo() ’ ' '

где К+J») , М - изгибающий ыомеят, - половина угла 
при вершине клина, Q - угол от оси клина, Г - расстояние от 
вершины.

Простейшее решение теории упругости существенно отличается 
от (3), приводят к противоречию при с(- 128° (парадокс Карозер- 
са) и, по-видимому, не может быть рекомендовано для практических 
расчетов.

§ 6. К вопросу о краевом эффекте при равномерном 
изгибе выступа (зуба)

Рассматривается вопрос о распределении нагрузки (приложен­
ной в вершине) и напряжений по длине прямого выступа (зуба нм- 
линдрмческого колеса) при равномерном прогибе. Этот вопрос в ля- 
тературе освещен неточно, Оценка краевого эффекта существенна 
при построении расчета зубьев в неплоскях случаях и при выявле­
нии причин фаевых поломок,

В средней части длинного зуба, работающего без переноса, 
имеет место плоское деформированное состояние, при котором вдоль 
зуба действуют нормальные напряжения баз (jtf - коэффи­
циент Пуассона, (эга ~ нормальные изгябашие напряжения). У кран 
зуба бу- 0, с чем и связан краевой эффект. При/7 » 0 краевого 
эффекта не было бы. В реферируемой работе дано качественное опи­
сание явления и подтверждающий его вариационный расчет сопкой 
консольной пластинка. Численные опенки, приведенные нике, являют­
ся приближенными для пластинки в, тан более, для зубьев.

Если равномерно нагруженный бесконечно длинный выступ раз­
резать плоскость#, перпендикулярной образующей, отбросить одну 
из частей и запенить ее воздействие напряжениями (5У, то прогиб 
полубесконечного выступа останется равномерным, Напряжения бу 
складываются в момент, который отгибает край выступа в сторону 
общего прогиба. Без них, т.е, тальк? от равномерной изгибающей 
нагрузки, прогиб зуба у края будет меньие, чем на удалении от не­
го. Дальнейший вывод: пре равномерном прогибе выступа оя у ярая 



нагружен больие (на 40$), чем в средней части.
Сказанное касается только самого края выступа. В целом эона, 

прилегающая к краю, нагружена несколько меньше, чем средняя часть 
длинного выступа. Действительно, разрез бесконечного выступа, По­
нимаемый на этот раз как разрушение связей упругой системы, при­
водит к увеличению работы внешних сил, т.е. к увеличению в сред­
нем прогиба крайней части при равномерной нагрузке. При равномер­
ном прогибе крайняя зона должна быть, следовательно, несколько 
разгружена. Зона пониженных удельных нагрузок (до 88$)' имеет про­
тяженность от 0,15 до 0,8 (в долях высоты выступа).

У основания выступа краевой эффект проявляется в уменьшении 
изгибающих напряжений (при абсолютно жесткой заделке до нулг:),что 
соответствует экспериментальным данным ряда авторов. Однако далее 
следует зона увеличенных (на величину до 6,5$) изгибающих напря­
жений.

ГЛАВА Ш

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ К РАСЧЕТУ ЗУБЬЕВ

§ 7. Экспериментальная проверка принципа затухания 
применительно к зубу

Согласно принципу затухания (Г.Нейбер) распределение напря­
жений в местах концентрации практически не зависит от распределе­
ния нагрузки в удаленных сечениях. Принцип затухания не имеет 
строгого характера, так же как понятие концентрации напряжений.

Считается, что если под зубом достаточно больной сплошной 
массив материала, то напряжения у его основания определяются одно­
значно. Косвенное подтверждение такого мнения основывается на опы­
тах Нимана и Глаубитца, изучавших влияние толщины обода зубчатого 
колеса. Прямого исследования влияния направления силового потока 
в массив под зубом в литературе не отмечается.

Вопрос изучался поляризационно-оптическим методом. Полукруг­
лая плоская модель с зубом стандартной рейки модуля М = 10 мм 
имела ряд отверстий по периферии (радиус 120 мм с центром в рай­
оне э^ба). Была обеспечена возможность иарнирного крепления мо­
дели в двух точках (на двух пальцах), т.е. крепление было стати­
чески определенны^ а потому контролируемым. Замеры выполнялись 
ьри разных вариантах крепления.

- 12 -



Несмотря на то* что картины полос под зубом при разных ва­
риантах были существенно различными, значения замеренных макси- 
мальных напряжений отличались не более/ чем на 2%, что соизмеримо 
с точностью эксперимента.

Таким образом, была подтверждена возможность определения 
максимальных напряжений в зубьях без учета распределения нагрузки 
по периферии большого массива под ними.

§ 8. Эвольвентные координаты и уравнения для напряжений

Предварительно приводятся уравнения равновесия в случае про­
извольной ортогональной координатной сетки на плоскости:

|f-“ + Ку (Ч
О Sy

и аналогичное уравнение с переменой местами индексов // и И . 
Здесь Sat Sv - длины дуг координатных кривых, но не координаты, 
т.е. независимые переменные, /(//, Ky - кривизны.

плоским сечениям, нормальным к границе зуба (ломаные сече­
ния), соответствует система координат, названная эвольвентной.Од­
но из семейств координатных линий суть прямые, второе - эвольвен­
ты по отношению к линии центров кривизны граничной кривой (эволю­
ты) .

В эвольвентных координатах 9ft (рисЛ) уравнения равновесия 
принимают вад:

'3^21 . 1_ Эбе о Tet п d(5t_ + / Э2ві + 6Лбе 
д/ Ъв r+t~u’ Qt r+t дб r+f '

Уравнения равновесия решаются, т.е. сводятся к квадратурам, 
что составляет преимущество эвольвентных координат:

Ъ di’ <»

Здесь положено, что кривая t = 0 суть граница тела (зуба), 
свободная от внешней нагрузки.

Уравнение неразрывности в Звольвейтных координатах имеет
вад:

ifr- * й * й 'й? SAv^-o.

о.
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Для точек границы, свободной от внешней нагрузки, уравнение 
неразрывности с использованием уравнений равновесия может быть 
представлено в форме, не содержащей других напряжений, кроме 
а именно:

§ 9. Гиперболический закон распределения напряжений

Гиперболический закон, свойственный приближенной теории 1фи 
вых стержней, применяли для расчета деталей сложной формы Н.Н.Афа­
насьев, а затем А.В,Верховский. Энергетическое истолкование гипер­
болического закона, данное в работе, заключается в следующем.

Интегральные условия равновесия для нормальных напряжений в 
поперечном сечении кривого стержня имеют вид (рассматривается пло­
ский случай и используются обозначения предыдущего параграфа, наг­
рузка приведена к центру кривизны):

/(7-+ = М, [<ой dt == Ра
о °

Так же как в случае прямых стержней, минимизируется потен­
циальная анергия, связанная только с нормальными напряжениями на 
площадках поперечных сечений, т.е.

что составляет допущение расчета. Использование теоремы о минимуме 
приводит к гиперболическому закону:

(7)

Сравнение с уравнением неразрывности Для точек границы (6> 
пок^ниоает, что вблизи максимума напряжения по нормали к границе 
падают круче, чем по гиперболе первого порядка, т.н. гиперболиче­
ский закон должен приводить к систематической ояйбке для максималь­
ных напряжений.

цано численное сравнение с решениями теории упругости для 
кругового бруса, и сделан вывод, чт^ гиперболический закон приво­
дит к занижению максимальны/ напряжений в практически реальных слу­
чаях до Причем, как показывают материалы § 4, эта оценка
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вряд ли будет заниженной и при других возможных решениях теории 
упругости.

Аналогичные обстоятельства имеют место для случая чистого 
изгиба, симметричной детали с глубокими вырезами, строгое решение 
для. которого было дано Г. Кейбером, а приближенное решение с приме­
нением гиперболического закона — А.Б».Верховским.

§ 10. Геометрические соотношения для зубьев

Приводятся известные соотношения, описывающие геометрию 
эвольвентой зубчатой передачи и переходной кривой ножки зуба при 
нарезании инструментом реечного типа. Приводится также выражение 
для производной радиуса кривизны граничной кривой.

В предлагаемом приближенном расчете зубьев применяются неко­
торые геометрические построения, касающиеся положения опасной точ­
ки. Аналитическое проведение касательной к переходной кривой ножки 
зуба через заданную точку на оси зуба (рис.2) сводится к трансцен­
дентному уравнению относительно параметра CXs , через который опи­
сывается геометрия переходной кривой:

f(^s) = Г3 -Г,- gsin 9 = 0.
ZРасчеты ведутся при модуле /77 = I; ~ радиус делитель­

ной окружности, Z - число зубьев; a + с-г* ~ коэф,
высоты, С - коэф.радиального зазора, Л/ -радиус закругления ис­
ходного контура, j» - коэф.коррекции.

Уравнение решается последовательными приближениями по мето-
ду Ньютона:

d<sn4 "7~-----Г ’
У (ОСт/7>

где в правой части стоит предыдущее значение 0(5 и его функции, а
в левой - следующее приближение,

Процесс сходится в 2t3 действия.
Для произвольной граничной кривой доказываются следующие не­

обходимые в дальнейшем дифференциально-геометрические соотновения 
(рис.1):

= du _ Л , п (8)
dQ cos в ’ dQ и)тд 6.
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Г Л А В А ЬУ

ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯІКЕНЙЙ У ОСНОВАНИЯ ЗУБЬЕВ

§ II. интегральные и граничные условия равновесия

В известном расчете зубьев при изгибе по методу ломаных се­
чений выполняют только условие равновесия по моменту (рисЛ)

J(u -t)Ох di: х Ру,

о
я далее полагают, что на оси зуба = 0, что не строго, и приме­
няют гиперболический закон (7).

ймеет место второе необходимое условие для напряжений Од , 
которое устанавливается с помощью следующих предварительных ра­
венств (Ови - значение <5д на оси зуба, Рд - равнодействующая):

= р= j\dt ~pxca?8<-pysm9.

d X 8 о
Далее с использованием дифференциально-геометрических соот- 

ношеяий (8) исключается вертикальная составляющая Рх , что дает 
в итоге: /гэ

dH^DJ. a r> CLUL- Ex 
-^g-+PetgU Geu 5[п2в~casg ■ (Ю)

Условия (9) и (10) являются необходимыми и достаточными для 
построения равновесной системы, что доказывается с привлечением 
уравнений в звольвентных координатах (5). Их дифференциальными 
следствиями являются следующие равенства: 
J(<6e SinQ~Tet COS<8)dt=■/(<5вЯІп6<-^ ~ca^ (n)

J(r^)^dt~&gu(r+u)zc1:g 20=0,

при i = U <6ecig20 + 4^=0, &e+6t=O. и?)

Показано, что поиск решения с использованием двучлен^ог'* 
исходного закона, например (7), приводит к линейному дифференци­
альному уравнению первого порядка, т.е. решение-определяет'а с 
точностью до константы. Принципиально ее надо определять с псиодью 
условия, согласно которому напряжения на достаточно большой 



не под зубом равны нулю. Расчет может быть упрощен, и это делает­
ся в § 13.

§ 12. Построение исходного закона

Для случая изгиба зуба строится исходный закон, более точ­
ный, чем гиперболический. Чтебы иметь возможность применить теоре­
му о минимуме, интегрально-грайичное условие (10) приближенно за­
меняется следующим:

Jd>Bdt = А,
о

где Д - неварьируемая величина, а дс - произвольное, но отно­
сительно малое расширение зоны интегрирования. Тем самым выража­
ется ограниченная свобода вариаций равнодействующей .

Условие равновесия по моменту (9) без внесения существенной 
ошибки может быть переписано в виде:

U+bt
J'(и - t)6Bdt = X Ру, 
о

поскольку при t = U подинтегральная функция равна нулю.
Вблизи оси зуба удельная энергия деформации выражается че­

рез с помощью соотношений (13) следующим образом (положено
= О, поскольку решение плоской задачи при заданных нагрузках не 

зависит от коэффициента Пуассона):
б/ =г<7 * dg£2e)d.

У поверхности удельная энергия и ее производная по нормали 
к контуру зависят только от (при t = 0 <6t = 0). Приве­
денные соотношения позволяют составить следующее приближенное вы­
ражение для потенциальной энергии в объеме между двумя близкими 
сечениями:

*Х‘■ £ ctfaeftdt.

С помощью теоремы о минимуме устанавливается следующий ис­
ходный закон:
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(14)
Xf(u- і)+Хг

Гиперболический закон (7), который соответствует учету энер­
гии только напряжений 6# 1 в рамках более общего приближенного 
подхода получает оправдание при углах 9 , близких к 45°, причем 
при меньших углах он приводит к занижению напряжений у поверхно­
сти, и оценки соответствуют данным в § 9, а при больших углах — 
к завышению.

§ 13. Предположение об опасной точке

Чтобы избежать интегрирования упомянутого в § II дифферен­
циального уравнения, вводится следующее предположение:

Опасная точка определяется приближенно касательной, прове­
денной к контуру из точки приложения изгибающего усилия на оси зу­
ба, т.е.

(15)

Пояснения заключаются в следующем.
Из всех цилиндрических сечений с центром на оси зуба только 

в одном, а именно в том, центр которого расположен в точке прило­
жения изгибающего усилия, могут отсутствовать касательные напряже­
ния, поскольку их момент относительно центра равен нулю. Т.е. ка­
сательные напряжения если и не равны нулю, то по крайней мере ма­
лы. Далее, если пренебречь кривизной цилиндрического сечения, то 
е помощью уравнения равновесия (4) можно придти к предположению 
(15), а более строгим является следующее чіовйе в той же точке:

О. (16)

Положение опасной точки существенно зависит от ряда факто­
ров, таких как наличие или отсутствие соседних зубьев, форма го­
ловки зуба, которые почти не влияют на значение максимального на- 
Пряжения. Расчеты В.Л.Усюенко и расчеты автора по методу конформ­
ного отображения дали практически одинаковые значения максимальных 
напряжений, но значительную разницу (до 7°) в угле 9 для опасной 
точки. Таким образов, некоторый произвол ж нестрогость при опреде­
лении опасной точки могут быть оправданы.
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Вблизи максимума напряжения изменяются плавно, поэтому и в 
тех случаях, когда предположение (15) не может соответствовать 
строгому максимуму (с учетом его неопределенности)., оно может ра 
сматриваться как приближенное.

Приведены сравнения с результатами расчетов по методу кон­
формного отображения для зубьев стандартного исходного контура. 
Наилучшва совпадение имеет место в середина участка приложения си­
лы к зубу, для которого расчеты имеют смысл- В целом положение 
точки приложения усилия к зубу оказывает меньшее влияние на поло­
жение точки с максимумом напряжений, чем это определяется предпо­
ложением (15).

Расчеты по методу конформного отображения показали, что точ­
ки максимума у основания зубьев при изгибе и при сжатии весьма 
близки друг к другу*

Для проверки предположения использованы также экспермменталь 
ные данные ЭЖ Бабенковой. Заметные расхождения имеют место лишь 
при приложении нагрузки на модуль ниже вершины зуба, что может 
быть пояснено с помощью соотношения (16)*

§ 14. Случай сжатия зуба

При сжатии зуба (исходная задача разлагается на две — изгиб 
и сжатие) имеет место лишь одно независимое интегрально — гранич­
ное условие:

2 f(6scos 9+ £1П 9)dt = — Pc* . (J?)

о
Задача о сжатии зуба оказывается более неопределенной, чем 

случай изгиба. Поскольку интегрально-граничных условий одно, а не 
два, распределение напряжений в большей степени зависит от обстоя­
тельств, не связанных с интегралом внешней нагрузки, в частности, 
от способа приложения снимающей нагрузки. Расчеты по методу кон­
формного отображений дали следующие соотношения максимальных нап­
ряжений от сжатия в зависимости от точки приложения нагрузки ( в 
вершине, на пол-модуля и на модуль ниже вершины зуба стандартного 
контура, = 0):
Z « I-’, 1:0,98:0,755; Z = 100, 1:0,965:0,7.

Поэтому при сжатии построение удовлетворительного приближен- 
него расчета применяемыми в работе приёмами оказывается невозможным 
Однако сжимающие напряжения малы по сравнению с изгибными и могут
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быть учтены более грубо. Уместным будет принять исходный завом, 
минимизирующий энергию напряжений » при условии, что их рав­
нодействующая, которая входит в условие (17), не варьируется. Та­
ким законом будет гиперболический без постоянного слагаемого. Да­
лее можно принять, что отсутствуют касательные напряжения в ци­
линдрических сечениях, поскольку они равны нулю как у поверхности, 
так и на оси зуба. Использование соотношений (16), ( 5) и (17) 
позволяет выразить нормальные напряжения у поверхности:

Рек

Формула обеспечивает точность + 15% при приложении нагрузки 
в вершине и на пол-модуля ниже вершины, но приводит к завышению 
результата до 1,5 раза при приложении нагрузки на модуль ниже вер­
шины.

Расчет по методу цйлірідрйческйх сечений А.В.Верховского в 
тех же случаях дает ошибку до 30% (нагрузка в вернине). В энерге­
тической интерпретации гипотеза А.В.Верховского соответствует ми­
нимизации энергии нормальных напряжений на площадках цилиндричес­
ких сечений, при этом не учитываются напряжения на ортогональных « 
площадках, что и приводит к ошибке. Расчет в системе ломаных се­
чений является более удачным, что отчасти пояснено в § 12.

§ 15. Упрощенный расчет на основе гиперболического эакона

Подстановка гиперболического закона (7) в условия (9),(П), 
(12), (Х5) дает четыре уравнения для . Что-

d в de
бл представить расчет в наиболее простом виде, вводится дальней­
шее упрощение -St = 0, т.е. не учитывается переменность радиуса

/ -жкривизны (звольвентные координаты заменяются обычными полярными). 
Для сечения, соответствующего предположению об опасной точке, по­
лучено при изгибе:

ру £^(В'1)*гА~1?-иВ ,

где обозначено
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R*r.u,

Вблизи оси зуба напряжения отрицательны.
Приведены сравнения с результатами расчетов по методу кон­

формного отображения, характеризующие*точность гиперболического 
закона (Т) и закона (14), а также уместность неучета переменности 
радиуса кривизны,

Гиперболический закон дает для максимальных напряжений ошиб­
ку до 8->12%, направленную в сторону занижения напряжений, что со­
ответствует предварительным выводам § 9. По мере перемещения точ­
ки приложения нагрузки вниз по контуру ошибка уменьшается. Подтвер­
ждается вывод § 12, оправдывающий гиперболический закон при углах 
Q л близких к 45°.

Яеучет переменности радиуса кривизны дает отклонение поряд­
ка 3-5%, направленные в сторону уменьшения ошибки, вносимой гипер­
болическим законом.

Исходный закон (14) приводит к удовлетворительным результа­
там (точность до 5%)» однако расчеты относительно Сложны.

Известный расчет по методу ломаных сечений приводит к зани­
жению максимальных напряжений до 15% ври приложении нагрузки в 
вершине зуба и до 25% при приложении ее в зоне однопарного зацея- 
ления. Но далее эта ошибка несколько уменьшается за счет пеучета 
концентрации прй вычислении напряжений от силы сжатия.

С цел^ю уыеяьяения ошибки при допущении гиперболического за­
кона можно поступить аким же образом » в рассматриваемое прибли­
женном расчете. Как показали сравнения, неучет концентрации для 
напряжений сжатия приводит к ошибке примерно в два раза, но в об­
щем итоге это лает 5*6%, причем"на стороне растяжения зуба — ь 
сторону увеличения максимального напряжения.

При неучете концентрации для напряжений сжатия итоговая фор­
муле для максимальных напряжений на стороне растяжения жеет вид:

/“Л * б Psin£. (19)

Сравнения е результатами ВЛЛстиненко показали, что для 
зубчатых колес внешке го зацепления стандартного исходного контура 
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формула <19.) дает отклонения в пределах + 6%. Однако в нестандарт­
ных случаях при относительно больших углах, давления и силах сжатия 
возможны ошибки до +14%.

Поэтому предусмотрен второй вариант упрощенного расчета,при 
котором аадряжеиия от силы сжатия учитываются по формуле (18).Сум­
марные отклонения при этом лезсат в пределах от 0 до -10%, включая 
нестандартные случаи.

За рамки приведенных оценок выходят отдельные случаи прило­
жения нагрузки на модуль ниже вершины (верхняя точка однопарной 
зоны при зацеплении с рейкой), когда при общей малости напряжений 
относительная ошибка доходит до +30% в первом варианте и до +9% 
во Етором. В связи с этим область применимости метода при указан­
ных оценках точности следует ограничить значениями углов в t ог> 
ределяющих положение опасной точки согласно предположению, до 50°, 
4TQ перекрывает большинство практически важных случаев.

Основания для уточнений заключаются в использовании соотно­
шения (16), уточняющего предположение об опасной точке, а также 
более совершенного исходного закона (1*4).

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСУ ТОЧНОГО 1Ч0ЧШ ЗУБЬЕВ
110 МЕТОДУ КОНФОРМНОГО» ОТОЬТАГЙЮ

§ 16. Построение отображающей фу№ии

Основная трудность при построении отображающей функции свя­
зана о условием, согласно которому ее проойздная COe(Wj не долж­
на обращаться в нуль айгде в области. Это условие относительно 
легко можно выполнить (правда, лишь достаточным, но не необходимым 
обпазом), если искать отображающую функцию в форме, предложенной 
В.Л.Устиненко:

■ CJ.fi >r!, бп.>0, fzo)

где W-~ U + f V ~ точка полу плоскости (нит;*), - точка
полуплоскости с зубообразным выступом*

Задача заключается в отыскании коэффициентов 
так, чтобы кривая V - 0 на плоскости Z возможно ближе соответ­
ствовала заданному контуру эуо'а. Для решения применялась миними­
зация суммы квадратов отіаонеяйй в обратном ;тобэажении



для некоторой системы точек у = 1,2,...ДО на заданном контуре. 
Было выяснено, что число точек может быть не особо большим, по­
скольку кривые, соответствующие функции (20), являются плавными. 
Число дробных членов в расчетах бралось к = 5.

В связи с частным видом функции (20) отображение для произ­
вольного симметричного выступа не может быть сколь угодно точным. 
Поэтому*проверялась возможность построения более сложной функции 
(с полюсами не на мнимой оси), что, однако, не привело к успеху. 
В одном примере процесс минимизации сошелся к локальному минимуму 
среднеквадратичного отклонения с плохим приближением, чего при 
использовании функции (20) не случалось. Дальнейшее изложение ка­
сается функции (20).

Некоторая вспомогательная задача - определение координат 
U, V в обратном отображении по заданным X,у решалась по методу 
Ньютона, что приводит к следующим выражениям для приращений иско­
мых величин на каждом шаге последовательных приближений: 

где F- Re Gr ~Jm oJ(vy)-y, R~

За начальные приближения* можно брать, например U = О, V = 0.
Условия ап>о, 6„ >О обеспечивающие конформность, удобно 

выполнить с помощью подстановки d/t = ехр>с£п, вп=ехрувп , так 
что вновь введенные коэффициенты о(п , Д, могут принимать любые 
действительные значения.

При некоторых значениях коэффициентов Уо , о(п, для ко­
торых в случаях, где это уместно, будем применять общее обозначе­
ние , уточнения коэффициентов <5^^ определялись следующим

Для выбранной системы точек X/ , У, на контуре зуба нахо-
образом.

R_ 'dv _ an[Su~R(6n-v)]

dv__ о Rffin -и/-cXb zsjXQlL Yl 
dA (*г<-ъг)[и*+(6п-у)г]г
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* щнтввадаше суммы M-Z ц ■■

д$п у д$п
Минимизация осуществлялась методом скорейшего спуска, при 

котором зависимости Іў от $3 „считаются линейными, я ярираяе- 
няя (%„ заранее связываются пропорциональными соотноиеаиямйь Были 
подобраны следующие соотношения, обеспечивающие удовлетворительную

где -А
ложем

сходимость процесса:
-А &М 
"вл д^л

- коэффициент пропорциональности. Для сокращения записи но- 
~ Мп •

Формула, заключающая один цикл расчета, устанавливается из 
условия =0 и имеет вид:

і(лм„

Далее к значениям коэффициентов добавляются и начина­
ется следующий цикл расчета.

Для выбора начальных значений коэффициенте» использовались дан­
ные В.ЛЛстиненко. Бралось Зл в пределах от 0,5 до 0,01 по гео­
метрической прогрессии и ап --L (модуль зубьев т = I).

В одном варианте нижнее значение было поднято до 0,03, и 
тогда процесс минимизации пошел путем стягивания всего контура к 
началу координат, что не дает решения.

Е расчетах, приведших к решению,выполнялось 120 повторений 
цикла последовательных приближений. Примерно через 30-40 повторе­
ний процесс становился крайне медлительным, но четкого минимума не 
было. Время расчета на ЭЦВМ "Минск-22п составило примерно 4 мин.

Отклонения Іў на плоскости W составили величину порядка 
0,003*0,004 (в модулях). На плоскости Z Точность увеличивается 
при приближении к основанию зубьев, что связано с уменьшением в 
этол направлении модуля производной (jj'(W) ♦ В районе переход­
ной кривой нохки зуба отклонения визуально неразличимы.

Составленная программа содержала также процесс переноса силы 
с контура губз яоятур зубообразного выступа и насчет напряжений



который выполнялся по формулам В.Л.Устиненко.

§ I?. Расчет выступа (зуба) на растянутом основании

Задача может иметь отношение к расчету зубкеь в особых слу­
чаях нагружения* Решение найдено путем видоизменения решения B.JL 
Устиненко для зуба, нагруженного силой.

Напряжения выражаются по известным формулам через две анали­
тические функции Ф(И^и (W) , и для них нами было получено:

У(ы) + ' W^,irw)^a„ Ф„ ~ &(w)+(w+1&т
Tw+ сЬп)* ~

Здесь б/г~ напряжение, растягивающее полуплоскость с зубо­
образным выступом, -ф^'бл) - действительные числа, для оп­
ределения которых выполняются подстановки Ж^чЗ^т - 1,г,4^5К. 
что приводит к системе уравнений вида:

Выражение для (W) содержит неопределенности в точка* 
раскрытие которых по правилу Лопиталя приводит к 

кому результату, чем подтверждается правильность решения (фуакци* 
\p(W) действительно оказывается аналитической)

Расчет для зуба стандартной рейк* дал коэффициент кодцрктра- 
цмм напряжений 1,43=.

Ремение получено совместно с Н,М/Шоломовым{ который ариывюи, 
err ж исследование прочности промежуточных колес о тонок оболок

Гфоожаое. МЕТОД РАСЧЕТОВ ПРИ КРУЧЕНИЙ СТЕРШИ К 
ПРИЛОЖЕНИЕ R ЗУБЧАТОМУ (ШЛИЦЕВОМУ; Ш.

йв основании уравнений и условий адач* о хру&еаиа Ь’ pe>C'O*i7 
игшмг'* -*лбдуюо» предложениям



(21)
j)^sds = 2Gcff'fld.F, 

<$r2Vsds -2GcJ’Jr2dF'+2M.

Здесь в левой части стоят интегралы по контуру, а в правой
— по площади поперечного сечения,

<р - произвольная гармоническая функция,?^ - касательные 
напряжения у поверхности, С ~ угол закрутки на единицу длины 
стержня, & - иьдулъ упругости при кручении, Л/ - крутящий момент, 
г ~ полярный радиус»

В частном случае = I равенство (21) выражает известную 
теорему Р»Бредта.

Некоторые попытки непосредственного использования интеграль­
ных условий (21) для определения напряжений не привели к успеху.

Переход к уравнению Фредгольма выполняется с помощью гармо­
нической функции f Гдв jo - расстояние от некоторой
точки вне контура, - угол, отсчитываемый от нормали к контуру 
из этой точки, с последующим предельным переходом от точки вне 
контура к точке на контуре. Получено:

- + <ф FFFX.. ~ 2&сф cosy cosecds,

где значение напряжений фу в точке К, от которой исчисля­
ются размеры р и - угол между радиусом-вектором из точки
К в текущую точку и внешней нормалью к контуру в текущей точке.

В точке К ядро уравнения имеет значение 
где К - кривизна.

Размеры J3 , и о( выражаются через полярные координаты 
и углы наклона внешней нормали в точке К и текущей точ^е.

Объектом численных расчетов был шлицевый вал трактора 
Интегралы заменялись суммами по формуле Гаусса с 8-ю ординатами. 
Всего на одной стороне шлица было 40 узловых точек, и относительно 
напряжений в этих точках задача свелась к системе линейных алгеб­
раических уравнений.

Средне-арифметическое значение вычисленных напряжений по 
протерке с помощью теоремы Р.Бредта отличалось от точного в 6-й 
значащей цифре? Время счета на ЭЦВМ "Минск-22" составило 5 минут.

Были рассчитаны варианты с различными радиусами закругления 
у основания шлица при сохранении высоты рабочей боковой грани. Уве-



личение радиуса с 0,3 ми до 1 мм даст уменьшение максимальных на 
пряжении на 22%.

ВЫВ о д U

1. Предложена энергетическая интерпретация основных техниче­
ских теорий расчета упругих элементов, которая характеризуется ми 
нимизацией части потенциальной энергии и по сравнению с традицион­
ными построениями на основе гипотез о нсискривлении допускает фор­
мализацию вывода расчетных формул с помощью специально доказанной 
теоремы о минимуме и возможность поиска уточнений путем более пая­
ной минимизации энергии»

Энергетический подход иллюстрирован рядом примеров з приме­
нен к приближенному расчету зубьев.

2. Дано качественное описание и вариационный расчет распре­
деления нагрузки и напряжений у края длинного выступа (зуба)» из­
гибаемого без перекоса.

3. Экспериментально обоснована возможность расчета напряже­
ний в зубьях без учета распределения нагрузки ио периферии боль­
шого массива под зубом»

4. Составлены и исследованы уравнения для напряжений в 
эвольвентой системе координат (ломаные сечения).

5* Исследован гиперболический закон распределения нормальных 
напряжений на площадках ломаных сечений, который соответствует ми­
нимизации энергии только этих напряжений. Путем приближенного уче­
та энергии других напряжений составлен бодее точный закон, который 
равнозначен гиперболическому при угла сечения 45°. При
меньших углах гиперболический закон приводо к занижению ваприжн 
ний у поверхности до 12%.

6» Введено и исследовано предположение, согласно которому 
положение опасной точки у основания зуба приближение о^еделяетса 
касатвл'ной, проведенвой к контуру через точку лржложевия изгибаю­
щего усилия на оси эуба.

7. Применительно к точному расчету зубьев раирабреад и час­
тично исследован метод построения конформно-отображающей функции > 
форме ВД.Устмненко путем минимизации средйе-квадра-тичного откло­
нения и обратном отображено# Освоены вычисления на ЭЦВМ. Помимо 
самостоятельного значения, эта часть работы позволила получить чи­
сленный материал для оцеяок допущений приближенного метода.
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Составлено решение для зуба на растянутом основании.
8. Рекомендуется приближенный метод расчета зубьев на осно­

ве предположения об опасной точке и гиперболического закона, при­
чем для компенсации погрешностей от него, а также для упрощения 
не учитывается переменность радиуса кривизны контурной кривой и 
концентрация напряжений от силы сжатия. Точность метода + 6%, за 
исключением случаев относительно больших сил сжатия (более 0,6 
от изгибающей силы). Предусмотрен второй вариант расчета с более 
точным учетом напряжений от оилы сжатия и общей оценкой точности 
от 0 до -10%. Оценки охватывают зубья внешнего зацепления стан­
дартного контура и ряд нестандартных случаев»

Для строгих расчетов рекомендуется разработанный способ по­
строения конформно-отображающей функции, однако область примени-- 
мости автором не выявлена.

9. При участии автора на Минском тракторном заводе осуществ­
лен ряд мьооприятий по увеличению изгибной прочности зубьев ше­
стерен. Для некоторых из них при этом была обоснована возможность 
замены марки стали с 20ХНР ffa 25ХГТ, что дало значительный эконо­
мический эффект (*^55 тысяч рублей),

По материалам диссертации были сделаны доклады:

1. На Межвузовской научной конференции по расчету и проек­
тированию трансмиссий автомобилей, тракторов и тепловозов, ДОинск,
1968.

2. На заседаний кафедры теоретический механики БПИ. Минск,
1969.

3. На XXX, XXXI и ХХХП научно-технических конференциях БПИ. 
Минск, 1969, 1970, 1971.

й. На заседании кафедры сопротивления материалов БПИ. 
Mmes. 1971.

5. На общегородском семинаре по механике сплошных сред при 
Белгосуниэерсмтете. Минск, 1971.

6. На конструкторской секции НТО Минского тракторного заво­
да, 1971.
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Основное содержание работы отражено в публикациях:

1. В.Я. Рубенчик, Г.К.Т а т у р, Э.Г. Лившиц, 
Новый метод расчета максимальных напряжений изгиба & зубьях зуб­
чатых колес. Материалы Межвузовской научной конференции по расче 
ту и проектированию.трансмиссий автомобилей, тракторов и теплово­
зов (тезйсы и аннотации). Минск, 1968.

2. Г.К. Т а т у р, Э.Г. Л и в ш и ц, В.Я. Р у б е н ч и к. 
Расчет максимальных напряжений у основания зуба о ’’Вестник машино­
строения”. 1969, № 10.

3. В.Я. Рубенчик. 0 построении конформного отображе­
ния для расчета напряжений в зубьях шестерен. Материалы секции 
теоретической и прикладной механики ХХУІ научно-технической кон­
ференции БПИ. Минск, 1970.

4. Г.К, Татур, В.Я. Рубе н ч и к. Минимизация энер­
гии для некоторых случаев расчета упругих элементов. Известия
АН БССР, секция физико-технических наук, 1971, № 2,

5. Г.К. Татур, В.Я. Рубенчик. О приближенном 
расчете максимальных напряжений при изгибе зубьев.-Об. ’’Прогрес­
сивная технология машиностроения”, вып.П, Минск, 1971.
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