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Граничные уеловия на веех гранях выполняютея точно. По­
лученное решение удовлетворяет уравнениям Ламе.

Р е з ю м е .  Даетея применение рядов Фурье е дополнительны­
ми членами для решения задачи изгиба пилиндричеекого еекто- 
ра, у которого одна из цилиндричееких поверхноетей закрепле­
на, вторая евободна от нагрузки, продольные торцы нагружены 
каеательными уеилиями одного направления, а поперечные тор­
цы имеют нулевые нормальные напряжения и касательные пере­
мещения. '

Л и т е р а т у р а

1. Р е к а ч  В.Г. Руководство к решению задач по теории уп­
ругости. M., 1966.
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П.В. А л я в д и н ,  канд. техн. наук

ОПТИМИЗАЦИЯ БАЛОК И ПЛИТ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 
ПО КРИТЕРИЮ- МАКСИМАЛЬНОЙ ЖЕСТКОСТИ

Рассматривается задача оптимизации нелинейно упругих ба­
лок и плит, лежащих на слое конечной толщины. Используемая 
модель обобщает модели полупространства, полуплоскости и 
иинклеровского основания. В качестве критерия жесткости при­
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нимается разность прогибов центра и кромки плиты. Требуется 
минимизировать модуль этой величины. Для жестких или ко­
ротких балок и плит под действием локальных нагрузок в цент­
ре это равносильно выравниванию давления на упругое основа­
ние, что повышает его несущую способность. Для длинных ба­
лок и плит задача сводится по существу к уменьшению макси­
мальных прогибов конструкции, т.е. к увеличению общей жест­
кости системы. В данной работе для сформулированной пробле­
мы оптимального управления предлагается эффективный метод 
последовательных приближений, формирующий практическое ре­
шение уже на первых итерациях. При этом производится неоп­
тимизационный расчет некоторой заданной системы "конструк­
ция-основание" и используется решение вспомогательной зада­
чи оптимального управления непосредственно для конструкции. 
Исследуется влияние типа и характера ограничений на управля­
ющую переменную, в качестве которой принята цилиндрическая 
жесткость, на оптимальное решение. Показывается, что интег­
ральное ограничение в виде равенства, когда объем задан, мо­
жет быть нерациональным по сравнению с неравенством, когда 
объем ограничен.

Рассмотрим свободно лежащую на слое конечной толщины 
нелинейно упругую балку, материал которой подчиняется сте­
пенному закону в" = А 0 , где А и ее -  параметры ма­
териала. Для линейно упругого материала ев= 1, А = Е, E -  
модуль Юнга. C учетом выражения для кривизны балки [і^  и 
для вертикальных перемещений точек поверхности слоя
от действия сосредоточенной нормальной к его границе единич­
ной силы [2 ]

2 OQ , 2 у • J ч
1-^0 г  ^  ^W ('ę ) = ■—гттг:—  I — :— :----- ::— ;------- do<LТГНЕо о

где oL/H) -  функция Бесселя 1-го рода 0 -го  порядка; 
Н, E^, I ^ Q -  толщина слоя, модуль деформации и коэффициент 
Пуассона основания, уравнение состояния системы "конструк­
ция-основание" примет вид

d

d  X
D (х )

d '

d x
V  ( р ( х ) , х )

эе
=  - р ( х ) +  q ( x ) . ( 1 )
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Здесь V  (х ) -  вертикальные перемещения балки в точках с ко­
ординатами X,

С+Х C - X

v ( p ( x ) , x ) / P ( X - - Z ^ ) W ( T T ) C i T ; +  р (х + -z; ) w(-z;)d'ę;

о о
начало координат расположено в центре балки; 2с -  длина бал­
ки; р(х) ,  q (х) -  реактивное давление и внешняя нагрузка; 
D (х ) -  управляющая переменная, жесткость поперечного сече­

ния балки на изгиб. В случае прямоугольного поперечного се­
чения Ь • h (х )

D (х ) = 2 A b ( h / 2 ) ^ ^ ^  / ( s 6 + 2 ) .

Для пластины на упругом основании в условиях плоской де­
формации уравнение цилиндрического изгиба имеет вид, анало­
гичный (1 ).  Если материал пластины линейно упругий, ае  ̂ 1, 
необходимо заменить модуль Юнга E приведенным модулем E = 
= Е/(1 -  2)^ где yu. -  коэффициент Пуассона материала, и
все нагрузки привести к единичной ширине Ь= 1 . Для пластины 
из нелинейно упругого материала можно использовать метод 
"упругих решений" [ [з ]  , последовательно уточняя величину E^.

Уравнение (1 ) описывает также изгиб балок или плит на 
упругом полупространстве при H— и на винклеровском ос­
новании C коэффициентом пропорциональности К = ( 1 - ^  )Е  [ (1 -

-2 yU .^ )(l+  /̂ q )J при H—►О. Случай плоской деформации

может быть исследован и при Ь /с— или при другом w ('ę)
[ 2 ] .

Условия на границе правой половины балки или плиты с уче­
том симметрии конструкции и нагрузки относительно центра 
примут вид

v " '  ( O)=O;  v ' ( 0 ) = 0 ;  v ' " ( c ) = 0 ;  v  " (с)  = О, (2 )

где штрихами обозначено дифференцирование по х.
Оптимизационная задача состоит в определении такого рас­

пределения жесткостей поперечных сечений D ( x ) ,  при котором 
вертикальное перемещение кромки балки или плиты относитель­
но ее середины минимально

min |v (с ) -  V  (О ) I . (3 )

Ограничения на управляющую переменную могут быть 
кальными

ло-

45



D _ ( x )  ^  D ( x )  ^  (x)  ,

или (и) интегральным в случае ограничения объема

(4 )

f  D d x  ^ L ;  L =
J 4Ь  ̂ 88 +
0

1/(9е+2)
■) , (5 )

где D (х) ,  D_^(x) ,  V q -  функции предельных жесткостей и 
величина объема балки или плиты, заданные из условия сов­
местности неравенств (4 )  и 5 ).

Избавимся от ограничения ( 5 ) ,  вводя дополнительную пере­
менную  V  ^ при помощи уравнения

И условий на концах

(о) = о ; ( с )  4=, Ij .

( 6 )

(7 )

за-B случае фиксированного объема неравенства в (5 )  и (7 ) 
меняются равенствами.

Таким образом, сформулирована замкнутая задача оптималь­
ного уравнения (3 ) для системы (1 ) ,  ( 6 )  с условиями и огра­
ничениями ( 2 ) ,  ( 4 )  и ( 7 ) .  В связи C тем что решение постав­
ленной задачи на основе стандартной вычислительной методики 
С 4 .5 ] оказалось сложным, в данной работе для нее разработан 
специальный метод последовательных приближений.

В качестве начального приближения возьмем любую функцию 
жесткости сечений из допустимого множества, определяемого 
ограничениями (4 )  и ( 5 ) .  Например, для ограничения (5 ) в 
виде неравенства примем Dq ( х ) = D _ ( х ) .

Пусть уже найдено к -е  приближение (х) .  Соответст­
вующие этому уравнению (х) и р ^  (х ) определим с тре­
буемой точностью путем численного решения на ЭВМ ' уравне­
ния (1 ) при соблюдении условий (2 ) ,  например с помощью 
стандартной программы для расчета линейно упругих балок на 
слое конечной толщины (̂ 6, . Учет нелинейности работы мате­
риала выполним методом "упругих решений" путем организации 
внутреннего итерационного процесса. Здесь же можно учесть 
нелинейный эффект односторонней связи конструкции с основа­
нием, последовательно уточняя границы зон отрыва.

Опишем построение (х ). Используем видоизмененное
уравнение состояния ( 1 ) ,  заменив в нем переменную р^  ̂ (х) ,
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зависящую от (х) ,  на (х) ,  и исключив в левой части
(1 ) зависимость ^ (^ ) P

к t  ^к +1  = -Р к  + Я ( х ) .  ( 8 )

Физически это означает, что вместо реального основания, не­
посредственно связанного и активно взаимодействующего с 
балкой, на последнюю действует лишь его пассивное давление, 
найденное из предыдущей итерации. Обратная связь "балка-ос­
нование" учитывается в процессе приближений на каждом шаге 
C помощью решения точного уравнения ( 1 ) .

C учетом принятого упрощения исходная задача (3 )  превра­
щается во вспомогательную, решение которой получается в ана­
литической форме. Для этого уравнение ( 8 ) ,  дважды проинтег­
рировав, приведем к виду

-1/as
(9 )

где “  изгибающий момент в сечении балки или пли­
ты, C учетом формулы Коши, равный

Mк+1 (х ) = / ( q  ( х ) - P (х) ) (х- ' г ; ) сП; + Q ^ x  + M ^ ,

Q q , ~ интегрирования, определяе­

мые из двух последних условий (2 ) .  Два оставшихся условия 
(2 ) удобнее преобразовать, перенося начало координат в центр 
деформированной конструкции:

v ^ ^ l ( O )  -  О ( 10 )

Задача ( 3 ) ,  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  ( 9 )  и (1 0 ) представляет собой за­
дачу Майера с закрепленным левым концом и с перемещаю­
щимся многообразием, заданным с помощью равенств или нера­
венств, на правом. Приведем уравнение (9 )  к нормальной фор­
ме и используем необходимые условия оптимальности на осно­
ве принципа максимума Понтрягина [j4,5]]. Сформулируем со­
пряженную систему и проинтегрируем ее с учетом условий
трансверсальности. Далее составим (;^нкцию Гамильтона.

Для оптимальности управления ограничении -
неравенства (7 ) необходимо, чтобы для некоторого числа
^ ^  О при каждом X функция Гамильтона достигала максимума 
по всем допустимым управлениям. В случае ограничения-ра-

47



венсгва в ( 7 ) ,  объем задан, число не ограничено Вы­
числяя максимум, получим решение вспомогательной задачи о 
балке максимальной жесткости

D ^ ^ j^ (x ) = [^min I^D^(x) ;  т а х | Ъ _ (х );

( 11 )

где (x ) = Q ee+ 2 ) ( с - х )  M ^  + і  se(ee+2)/2(«6<-l)

Для плиты оптимальное решение имеет аналогичный вид в со­
ответствии C вышесказанным.

Число "V и координаты точек переключения, определяющих 
границы участков активных ограничений, определим исходя из 
условия (5 ) C учетом (1 1 ).  Удобно вначале задаваться вели­
чиной V , а затем, найдя оптимальную форму конструкции и ее 
объем, уточнять последний из условия (5 ) .  Такая методика 
соответствует решению неявно заданного уравнения (5 )  относи­
тельно У . Здесь оказывается эффективной модификация мето­
да Ньютона [^4] .

Простым и практически важным является случай, когда фик­
сируется одна из точек переключения режимов управления. Тог­
да из (1 1 ) непосредственно находим число и форму балки 
или плиты, а из (5 )  -  объем. ^

Принимая, далее D = D ,  (х) ,  продолжим итераци­
онный процесс до тех пор, пока не будет выполняться условие

Ĵ ne ^ Q ”  заданное малое число.

Вычислительный опыт свидетельствует о высокой скорости 
"экспериментальной-' сходимости предлагаемого метода. Часто 
уже первая итерация дает практически приемлемое решение. Та­
ким образом, C известной осторожностью для оптимизации ба­
лок и плит можно использовать простую формулу (1 1 ),  имея
результаты неоптимизационного расчета конструкции на упру­
гом основании.

Приведем пример, иллюстрирующий скорость сходимости ме­
тода. Рассмотрим балку ограниченной высоты, нагруженную в 
центре сосредоточенной силой Р. Задана координата точки пе­
реключения X , однозначно связанная с объемом материала. 
Примем «е =^ l, H = 2 м, E = 10 МПа, yix = 0 ,3 5 ; Ь = 1 м ,
D _  = 3-10®  МНм2; D ^ = У* 10® MHm^; = 3 ,0  м. Полу-
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чено следующее изменение объема (в м ) по итерациям, начи­
ная C нулевой: 9 ,578 ; 13 ,350 ; 13 ,383 . Дальнейишм уточне­
нием можно пренебречь. Приведем оптимальную высоту балки 
кусочно-постоянного сечения для каждого i -го  участка
(h .  , ), м: (1 ,0 6 2 ; 3 ,0 0 0 );  (0 ,9 4 7 ; 1 ,3 3 3 ); (0 ,7 1 1 ;
1 ,3 3 3 ); (0 ,4 5 6 ; 1 ,3 3 3 ); (0 ,2 2 9 ; 3 ,0 0 0 ). По формуле (1 1 ) 

можно получить и непрерывную функцию высоты балки, при 
этом ее объем и жесткость изменятся незначительно. По срав­
нению C балкой того же объема, но постоянной высоты h = 
= 0 ,6 6 9 1 5  м, оптимальное решение имеет на 35% большую 
жесткость, на 39% уменьшает разность давлений на основание 
и позволяет увеличить нагрузку P на балку на 26%.

Отметим, что прочность конструкции обеспечивается за счет 
выбора соответствующих ограничений высоты и (или) объема.

Принятый выше степенной закон деформирования при ае = 1
отражает линейную, а при О <  эе <  1 -  нелинейно упругую ра­
боту материала. При эе= О материал приближается к жестко­
пластическому. Этот же закон справедлив для описания про­
цесса установившейся ползучести,если деформации в нем заме­
нить их скоростями.

Рассмотренная здесь вспомогательная задача является об­
ратной по отношению к прямой задаче оптимизации балки ми­
нимального объема и заданной прочности или жесткости [^8j в 
условиях ползучести при аналогичном степенном законе дефор- 
мирювания: Поэтому, используя в предлагаемой итерационной 
процедуре вместо решения (1 1 ) вспомогательной задачи реше­
ние работы (s]] , получим проект балки минимального веса, ле­
жащей на упругом основании и работающей в состоянии уста­
новившейся ползучести или при пластических деформациях.

Для конструкции из линейно упругого материала, ае = 1, оп­
тимальная форма не зависит от параметра нагрузки.

При одном и том же объеме материала жесткость балки или 
плиты больше в случае активных ограничений по объему по 
сравнению с активными ограничениями на высоту, особенно при 
знакопеременной функции изгибающего момента.

Ограничение на объем материала следует задавать в виде 
неравенства. Ограничение в виде равенства оказывается нера­
циональным, если величина фиксированного объема превышает 
величину оптимального объема конструкции, полученную при 
учете только ограничений на высоту.

Численные эксперименты показывают существование опти­
мальной длины балки максимальной жесткости при ограничении

4 Зак. 6803 49



сверху только на ее высоту. За пределами этой длины балка 
или вырождается, или^с учетом ограничений снизу, имеет мень­
шую жесткость.

Р е з ю м е .  В работе сформулирована и решена задача опти­
мизации линейно и нелинейно упругих балок и плит на упругом 
основании при ползучести, и указаны свойства конструкций 
максимальной жесткости.
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УДК 531 .8

Л.А. Б о р и с е н к о

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ИНЕРЦИОННОГО 
ТРАНСФОРМАТОРА МОМЕНТА C ИМПУЛЬСАТОРОМ ХОББСА

Схема инерционного трансформатора момента с импульсато- 
ром Хоббса представлена на рис. 1. Он состоит из центрально­
го колеса 1, сателлита 2 и водила 3, образующих двухколес­
ный планетарный механизм. На сателлите эксцентрично закреп­
лен груз М.

Выберем в качестве обобщенных координат углы поворота 
водила 9 и сателлита . Угол поворота центрального коле­
са ^  выражается через G іл. ъ соответствии с известной 
из кинематики планетарного механизма зависимостью
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