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СЖАТР1Е (растяжение) УПРУГОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
ПРИ ТОЧНОМ ВЫПОЛНЕНИИ УСЛОВИЙ ОТСУТСТВИЯ 

НАГРУЗКИ НА ЧЕТЫРЕХ БОКОВЫХ ГРАНЯХ

Среди литературы, посвященной решению задачи о равнове­
сии упругого параллелепипеда отметим [jQ , в которой дается 
применение вариационного уравнения Кастилиано.

В настоящей статье к реше­
нию задачи о равновесии упруго­
го параллелепипеда применяется 
вариационное уравнение Лагран­
жа [2 ] . При этом заранее точно 
выполняются все краевые условия 
на четырех боковых гранях парал­
лелепипеда, а на остальных двух 
условия выполняются за счет ре­
шения обыкновенного дифферен­
циального уравнения, составленно­
го на основе вариационного прин­
ципа Лагранжа.

Рассмотрим сжатие (растяже­
ние) параллелепипеда продольной 
нагрузкой Р. Стороны основания 
параллелепипеда равны а и Ь. 
Систему координат расположим, 
как указано на рис. 1 .

Ряды аппроксимирующих функций 
для данного случая запишутся

Рис. 1. Сжатие прямоугольного па­
раллелепипеда, закрепленного в осно­
вании продольной нагрузкой.
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Условия отсутствия нагрузки на боковых гранях

6" = % = % = о
X ху X Z

^  = % = о
у ух ' V Z

при X = +

при У = ±

2
Ь

Исходя из этих условий запишем уравнения, в которые 
входить компоненты рядов аппроксимирующих функций

будут
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+ + G < U , r , * y ^ U , , * 3 x ^ U , n t
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b
y = ± "

при X

при X

■̂ о Ь 2
s ^ o i *  f  г г ь ^ у  „ 3*  іУз(

+ ■ ^ W '  )ч з  I ,4 02 

21 ' '
^ V ^ ^  + 3^^U 3 o+2 r2  Wq o = O ;

У z ®y O l 21

y=+ -

Oпри X

при X

+ y^-'^^o + 2yW  ^)
03 02

^01- ^ V % 3" 2%2 = 0=
V 2 I  = O. T .e . = -C .

Для замкнутости системы шести уравнений с семью неиз­
вестными составим вариационное уравнение, которое выражает 
равенство нулю работы всех действующих на данное тело сил 
на возможных перемещениях: §> U О; S v  = О; §W = 1.

В общем случае вариационное уравнение имеет вид [2J

|J J (K - J D -2— 5^udv - JJJt •• § E d V  + y y P ^ S u d S -O .
VV 3t

Для данного случая ^ w  = I

Г  Q d F '  = Od z  J z

Подставим в это уравнение (о по формуле
Z

л- _ Э W _ .  эи  э у _ ,
3 Z  ^ ^ 2  ’
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тогда после преобразований получим

~Х2 " Ł o *  12 ''^ 0 2 **  ’^ 1 0 *  ~ Т  ' ^ з о ' ^ ' ^ о і  *

Учитывая, что ^21 предыдущие уравнения
перепишутся следующим образом:

03

!

2 2
U^o"- - ^ C  + w J ^ +  ^  w j ^ ) = 0 ;

0 3 ' 10 4 OO 02 '

- O :

' ' 0 l * - T ' ' 0 3 * ^ % 2 - ° '

% 0* 4  '"20* 4  '"02' *̂ 2̂' "I'o* 4  '̂ 30* ''o i  *

* 4  ''оз» - ° •
Определение компонентов перемещения сводится к решению 

полученной системы. Решая данную систему методом подста­
новки, получим три уравнения, записанные операторным мето­
дом:

2 2

«  '* z '"0 0 *  f i  T I  ‘' f  %2»-'^г<'2<'"20*'"02>-°‘

W 2o- ^ 2 < 4  ‘^ ^ 2 ' '" 0 2 - !^ 2 ‘' z '"0 0 ‘
^ U L = Q lC  -.2' ■ d -  2У-

2 '  
?Г-.(ТТГ d - 2 )W „^ +°2  12 Z ■' 20

d ^ -2^12
W = _ V d

02  ^2 Z OO '

Из двух последних уравнений системы выразим ** ^ ^ 2

25



=20

=02

6 y , ( b ^ d ^ 4 . 1 2 d ^ ) W ^ ^

- (> f - 4 )a ^ b ^  d f+ 6 ( jr+ 2 ) ( a ^ + b ^ )  d J + 2 8 8 ( i f - l )Z Z

6 (a  V  + I 2d ^ ) W 00
_ ( j r - 4 )a ^ b ^ d  J+6 ( jT+2 ) ( a^ +b ^ )  d J + 288 (2T -1 )

Z  Z

Подставляем выражения и ^ q 2 в первое уравнение
системы

ą4 2 4 ( i r - ł i la?t- b £ l d 2  1 4 4 (З у -4 | ~ ] .
Z 2 , 2  Z 2 , 2  J  OO •

^a Ь ^ei ^
Характеристическое уравнение последнего выражения

^ 4  _ 2 4 (У - 1 )  (а^  + Ь^) ^ 2  ^ 144  ( 3 ^ - 4 )  ^ ^  _

о.Jfa Ь ^  2 ^ 2  
Jfa P

Корни уравнения 

оС2
1>2 Jfa^ Ь 2  ^ а ' ^ Ь ^ І '

а 2 . ь 2 ) і . .

2 ' 2
- ( 3 j f - 4 )  Jf а^ Ь ^  .

B результате нахождения ко'рней характеристического уравне­
ния перемещения запишутся следующим образом:

V\^q=A+Bz +C^ sirioC^z+C^ CO Sol^z+ Cg s in  z  +

+ C c o s  0^2 ^ '

W ^Q =------ --------- -- (C^ s in  z  + C g  c o s  Z  ) +

+ -----—--------- (Cg s in  o6 g Z  + C^ c o s  oćg Z  ) ;

б г ў ,й .^ А '  S s - A ^ a ''

^ 0 2 -------

X ( C g  s i n  o l g  Z +  C ^  C O S  o 6 g  Z  ) J
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где
^ = -

A ^ = -2

а ' =
2 ,2а оі

I

(Cg COSoL^ z  -  s in

2 ^ 2 . 4  a b ot^ .

2 r , 2 , 4  

> 'I 2 , 2

(a^+b^ )o6  J + 2 8 8 (y  - 1 )  ; 

2. + 2 8 8 ( ? T - 1 ) ;

, 2 , 2 Я  ,2

Пример I ,  Определить компоненты напряженного состояния 
прямоугольного параллелепипеда, стороны основания которого 
а и Ь и высота h при условии, что 6"^ = -р  при z  = h .

OO "Р е ш е н и е .  При Z = O l ;  = О. Так как W
^ ^ x z  ^ у  Z

” "^O  ” ^02  ̂  О, то нетрудно заметить, что А = С =С^=С ^ = 0.

Далее вг^ = ^  .

+ x 2 w ^ ^ + y 2 w ^ ' ^ ) + ^ r 2  V

Z = H
О

при X

2
при X

2
при у

^ w '  + ( U  + V  ) = _  - ^  
OO 2^ 10 O l^ G-

V21) - о .

Эти уравнения, используя значения для ^огч»
JL CJ о  CJ JL Z

'' 01' '̂ ОЗ- ''21- '"оо- '"20 “ ™02-

г г (в »^ ^ с ^  c o s o Ł ^ h  Т ^ У *
O O O O  O O

'3 Ъ ^ ^ и - ^ - б а  - 6 Ь ‘^)
CO +
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3 (а^
*  ------^ --------- A  --------------------  ®3 = °® “^2 ' ’  -

2

-  ^ ° s  oL^)n + °^2^3  '^2

1 2 ^  B 1 2 ^̂  ĉ | b
------ f ..c ,  c o s o 6 h  + ---------------7— COS 06 h = 0 ; (2 )

I  I  A^ 3 2

1 2 гГ„оС^А' 1 2 ^  a "
------ f —^ -----C . cosoC  h +  ------ ^-----------C _ c o s o ^  h = o . (3 )

A ĵ I  I  A^ 3 2

Из (2 )  и (3 )  следует, что Cj^=Cg = O, из уравнения (1 )  нахо-
ДИМ в

о ^ _  J2— ( f  - I L .
G  ( З г г - 4 )  •

в  итоге имеем 6"^= СУ О; в -^ = -р ; x z  ^  y z  ^  ^ х у °

Пример 2. Условие примера 1, но S' = - р - р - х ^ -  р у^ 
при Z = п .
Решаем аналогично предыдущему.
A = C = = O (см. пример 1 ). Далее имеем

Z - I n
O

при X

2
при X ^ ^ 2 0

2
при у ^ ^ 0 2

J T W '  + + ^ n i ) ='2 '  10 O l '

' 2 ' ® ' ' 0 3 * ^ ^ 1 2 '

G

Pl  .
G  ’ 

G

или ^ { B  + cL^C^ COSoC^ Н+об^Сд c o s  + ^ у _ і )

’з ^  Ь ^ с і ^ - б а ^ - б Ь ^ )
COS h +

ч у  2 ^ 2 / 2  O 2  ̂ 2 ,
3 3^2°^ 2 ^  Ь oL ^  -  6а - 6 Ь  )

А _
Cg COSoC^ h -
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1 2 ^  В 12 î- А  P
-------C O S o C ^ h +  ----------------------- | ^ C 3 C o s ^ ^ h = - - X .

-  (В.+ оС^С^ cos  h + cL^C^ co s  h )j = _ ; ( i ' )

■ C ^ c o s  +

3 ,,
1 2 ^ _ о6 ; а " р.
-------=— =---- C COS oL h = -.-7-^

А „  ^З 2 G- •
^ ( З ' )

Из уравнений (2  * ) и ( 3 * )  находим и C^, а затем из 
уравнения ( 1 ) -  В :

^ i  =

S  =

A j  ( - P l  А  -̂  P 2 S >

144  c o s o 6 ^ h ( a ^ -  b ^ )(o 6 ^ _o c2 )

a ^ ( p ^ a ' -  P^ Bj^)

1 4 4 ^ ^ a L ^ c o s  U . ^ h { й ^ ■ - Ъ ^ ) ( o L ^ - o L ^ )  G

р(г<--1 ) ,
■б ( заг  - 4 )

(P i A" + Р 2 В з )[з^ Г 2 «^ ^ (а ^ Ь S S e a S e  b ^ )+

1 44  У з  (З гГ -4 )^ | ( об J -  сС^)

+ ( З у - 4 )  А  J  ( р ^ а ' - p 3 B ^ ) [3 y 3 c 6 | (a ^ b S S 6 a S e b ^ ) '+

( а ^ - Ь ^ ) о "  1 4 4 У з ( З у - 4 ) < ^ з ( = б 2

+ ( З у - 4 ) а ]
-----------------±—

2 2 
( a ' ^ - b ^ ) G

Значения (о t (э >% ^ %  после очевидных преобразо-
„ X у  X Z  y z

ваний следующие:

( c o s  2 . 3  Z  B j  ̂ ( - P j â " + Р 3 В 3 )

- P l  C O S  063 h - "  i 2 ( a S b 2 ) ( c L2 _ 2 | )

C O S  06 Z

i------------ ^ V -
' c o s

c o s  oL^ Z

COSoi  h 
2

( “  -  X^) :
4
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^ I ’ COSo6j^Z a " (p^A' -P2B ĵ ) COSoĈ  Z

^ - [ - ^ 2  c o s ^ jh  *  i 2 ( a 2 - b 2 , , ^ 2 _ ^ 2 ,  < C O S  oC h  
2

c o s  I ІЗ
-  c o s  cC FT ) f ( -  У ) ;. 4

j-(-p ,.A '' B ,

I 2 8 8 ( a ^ - b ^ ) ( < i j - " i 2 ) a ^

e ć j ^ s i n  Z

c o s  h

0^2 s in  oC Z P OĆ s in  °^2 ^ L  4x^ .
-----------  — ; - ) -  ---------------- И  -  x ) ;cos-̂ 2̂  2 4 a ^  cosod H J

y z

(Р д̂ а ' -Р 2 В д̂ )а !*

P P P P PL 2 8 8 ( a  - b  ) ( о 6 ^ - с б р ь ^

s in  0̂ 2 ^ 

2 c o s

Ч c o s o 6 ^ h 2 c o s  o6 h 
2 4 b  ^ I

противления материалов); I -  x =y =0; II -  x = ± ~ ~  , у =0; ІП —x =0, у =

= ± _ k ;  IV -X  = ± - Ł , y  = ±-^ .
2 2 2
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Графики изменения ^ и (э (у ) и при

P= 3, P^ = 2, P^ = 1, а= 1, Ь= 2, z = 0 , 5 h , ^  = 3, изображены на 
рис. 2, а, б соответственно. Графики изменения (о ^ ^ ) при
p = 3 , P i  = 2 , P^ = I ,  а = 1 , Ь = 2 , }f’= 3  изображены на рис. 2 , в.

Как частный случай рассмотрим растяжение (сжатие) пря­
моугольного параллелепипеда продольной нагрузкой Р, в осно­
вании которого лежит квадрат со стороной а.

Для квадратного сечения

и  =V  • и  =V  =C=O* и  = V  , W  = W  
10 0 1 ’ 12 21 ’ 30  0 3 ’ 20  02

Учитывая последнее, ряды аппроксимирующих функций значи­
тельно упрощаются, т.е.

U = x U  +X^ и  - V = v U  + V ^ U  • W= W  + W  +и X V 3 Q. QQ+x 20  ^

^ y  .

Условия отсутствия нагрузки на боковых гранях следующие:

= ^  = ^  = O
X ^ x y  X Z

при X =  +

Для того чтобы найти значения ^ 3q » ^QO ^ ^ 2 0 ’ ^^*

обходимо найти значение об используя корни характеристиче­
ского уравнения, где вместо Ь надо подставить а, тогда по­
лучим

2 ^  1 2 0 У  -4 )

а К
затем упрощаем выражение для ^ qq

^QQ  “  А  + В Z  + C j  ̂ s in  Z  + C ^  с о  S  об Z

заменитьДалее в формулах для и гл надо, о I U  OU ZU
на а И вместо oL подставить значение.

В итоге получим

W ^ ^  = A + B z  +C^ s in  oLz  + C ^ c o s  oCz ;

W  = _ — (С,  s in  oL z  + c o s  z  ) ;
20 2 , _ ^  o^ 1 2a ( 5 a- - 8 ) ------------------

^ l O 2 ( ^ + 1 ) B -
(3 ^  -4 )  / 1 2 (3 «^  - 4 )

2
a ^
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-  sin об z ) ;

; 213 ^ . (С c o s  об Z .C  s in o6 z ).

a ^ (5 ^  - 8 ) К a V
U ,

' Р е з ю м е .  В предлагаемой статье дается приближенное ре­
шение задачи о сжатии прямоугольного параллелепипеда про­
дольной нагрузкой C использованием вариационного уравнения 
Лагранжа при условии точного выполнения отсутствия нагрузки 
на его четырех боковых гранях.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ В ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ

Как известно, напряженное состояние плоской задачи теории 
упругости может быть выражено через две функции комплекс­
ного переменного при помощи соотношений Колосова-Мусхе-  
машвили. В случае действия в некоторой области сосредоточен­
ной силы в точке z относительно выбранной системы коор­
динат, эти функции имеют вид

^ °  - 2 ^ (1  и  ^
8е(Х i У ) Z ( Х + І У )

2іГ ( 1+ эе ) О 27Г (1+se) z _  z

( 1 )

(2)
О

где X и У -  проекции сил на координатные оси; ee = 3 - 4 v ;  V -  
коэффициент Пуассона.

Получим вид функций ¥* и в случае действия в фиксиро­
ванной точке ^  ̂ центра расширения. Для

этого опишем вокруг этой точки окружность малого радиуса е  . 
Проведем через z  ^ две взаимно перпендикулярные прямые. В 

точках ^0 2 ’ ^0 3  ^ ^^04 этих прямых с
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