
в качестве примера рассмотрим стержни с одинаковой пло­
щадью поперечного сечения, для которых техническая теория 
дает одни и те же результаты.

Данная уточненная теория дает результаты, которые зависят 
от размеров поперечного сечения стержня. Эту зависимость 
можно проследить по табл. 1.

Р е з ю м е .  В данной статье дано определение спектра собст­
венных частот продольных колебаний упругих стержней прямо­
угольного сечения с помощью полиномов третьей степени при 
условии строгого выполнения отсутствия нагрузки на боковых 
гранях.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРА ЧАСТОТ ПРОДОЛЬНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ C КВАДРАТНЫМ 
СЕЧЕНИЕМ ПРИ УСЛОВИИ ТОЧНОГО ВЫПОЛНЕНИЯ 
ОТСУТСТВИЯ НАГРУЗКИ НА БОКОВЫХ ГРАНЯХ

В [і^ дана постановка задачи о нахождении спектра частот 
продольных колебаний упругого параллелепипеда при точном вы­
полнении краевых условий на его боковой поверхности.

В качестве примера были определены собственные частоты 
продольных колебаний упругого параллелепипеда с квадратным 
поперечным сечением. При этом аппроксимация деформирован -  
ного состояния поперечного сечения стержня была выполнена с 
помощью полиномов третьей степени. Возникает вопрос, а ка­
кова точность полученного решения, т.е. какие частоты следует 
считать достаточно точными? Это важно для коротких стерж­
ней, так как техническая теория продольных колебаний для них 
непригодна.
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Поэтому в данной статье дается второе приближение реше­
ния задачи при помощи полиномов четвертой степени. Искомые 
упругие перемещения представляем в виде следующих конечных 
рядов:

U =  ;

V  = ^ ’

Для квадратного сечения при симметричном закреплении и 
нагружении относительно плрскостей X O Z h Y O Z  следующие 
обобщенные перемещения равны между собой:

V = U  * и  = V  - V = U  - W  = W  ;W =W 
^ O l  ^ 1 0 ’ 12 ^ 2 1 ’ 03 3 0 ’ 20 0 2 ’ 40  04*

Поэтому для нахождения 7 неизвестных независимых обоб­
щенных "'перемещений строим 5 дифференциальных уравнений из

а
условия отсутствия нагрузки на боковых гранях х = у = + и
два вариационных уравнения на основе вариационного уравнения 
равновесия элементарного слоя [ 2̂  .

Указанную систему дифференциальных уравнений можно при­
вести к системе трех обыкновенных дифференциальных уравне­
ний со следующей матрицей:

OO 20 ^40
Пра-
ваячасть

о
20,

3 - 4 ° * ^  а
d

Z

2

IOa^. 
G ^14 - d |  ^

0

V a ^ d ^  2  2

--------- - 4 W  +р—----^
6 2 ^ G  6

2
40

а^
" io ”

о

2
- V ^  d2 Z d.^ (4 - v )+ 4 {v _ l )

О Z
^ -^ a U ^ (6 -V ).

+ 2a^(V - I )
о
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Для решения полученной системы дифференциальных уравне­
ний запишем форму решения для ^ 2 0  ’

W ^ ^  = A sh  оС  ̂ z  + В sh  oL^ z  +C sh  oL^ z  ,

где о б o6g находятся из характеристического уравнения

V а
6

105
оЛ  ( V + 1 ) а ^ 1 ,4
G- 105

сС

6

I- ^ ^
СО Г~ 9 со'

+ Ў  - ^ [ ( I - V )  1 6 а '^ + ^  — ( 8 V н-2 0 ) а
21

cL̂ ' +

] = о ;

Для нахождения коэффициентов А, В, C используем условия 
на свободном конце стержня при z  = h

^  = х ( ^^ x z  4
-х")[с

W  ” 220  1 , а 2 . W ^g-4 ] = 0 .

/ (5 ^ d P  = V G a ^ W Q Q  + 4 G a ^ ( ^

+ 2 G a ^ (  —
80

Z

Фактически эти два условия сводятся к следующим трем:

Vaw ” = 0 ;  - 4  W  + - W ^ '  = 0 :  V W  ' + {
4 0  ^  ' ' Ч О  3 2 0  ' 0 0  '  6

2 4V
— ) W  ' 2 ’ 20

. 2а ^ ( - ^
80 df - >  < o - ° -

Введенные условия на верхнем конце стержня обращают 
нуль касательные напряжения

N  = у " (о  ̂ d P  пои Z = H

и обобщенную силу

0Г d P
Z

при

На нижнем краю стержня обращаются в нуль продольные пе­
ремещения W  и касательные напряжения %

W = O ;
X Z

о при
X Z

Z  = O,
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Используя указанные условия на верхнем конце стержня по­
лучаем следующее частотное уравнение:

= О
^ l ^2 ®3

®4

^7

2 , 2
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I 3> X X
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Т а б л и ц а  I .

h,M 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Техничес­
кая теория 7852 2 35 56 39261 5 49 65 7 06 70 8 6 3 7 4 1 0 2 0 7 8 117783 133487 149191

I 1-е  приб­
лижение

7761 2 1 2 7 4 37783 4 64 00 6 22 60 7 9 0 7 6 9 6 1 3 4 1 1 3 2 8 8 130492 147725

2^е приб­
лижение

7722 20012 240 46 2 52 86 3 33 02 4 1 7 0 4 4 3 3 9 0 4 6 7 3 6 5 5 3 9 0 5 82 10

T  ехничес- 
кая теория 785 235 6 392 6 5496 7067 8637 1 02 08 1 17 78 13349 14919

10
1-е  приб- 

пижение 785 2354 3917 5468 7003 850 6 904 6 1 00 04 1 14 28 12779

2-е  приб­
лижение 785 235 2 391 0 5452 696 6 8440 985 2 1 11 80 1 25 80 1 28 56

Техничес­
кая теория

393 1178 1963 2748 3533 4319 5104 5889 667 4 7459

20 1-е  приб­
лижение

393 1178 1962 2746 3527 430 6 5082 585 4 6622 738 4

2-е  приб­
лижение

393 1178 1962 2744 3522 429 8 5 0 6 8 5834 6590 , 7 3 3 8



в качестве числового примера рассмотрен стержень из ста­
ли со следующими механическими характеристиками и размера­
ми:

^9 кгс
а  = 8 -10 "

M
f i  = 7 , 8 5 * 1 0 ^ ^  ;

M

а = 1 м;. ^>^=3; h = 1 м; 10 м; 20  м.
Для нахождения искомых частот о) составлена программа в 

комплексной области чисел применительно к машинам ''Минск -  
32*' и "ЕС^.

В итоге вычислений получаем результаты в сравнении с 
первым приближением и технической теорией (табл. 1 ).

Р е з ю м е .  В статье дано определение спектра собственных 
частот продольных колебаний упругих стержней квадратного се­
чения при точном выполнении условий отсутствия нагрузки на 
боковых гранях с помощью полиномов четвертой степени.
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ИЗГИБ УПРУГОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА ПРИ ТОЧНОМ 
ВЫПОЛНЕНИИ УСЛОВИЙ ОТСУТСТВИЯ НАГРУЗКИ 

НА ЧЕТЫРЕХ БОКОВЫХ ГРАНЯХ

Литература, посвященная решению задачи изгиба, обширна. 
Достаточно указать на монографию В.Н. Ионова и П.М. Огиба- 
лова "Прочность пространственных элементов конструкций" [Y ], 
где на основе вариационного принципа Кастильяно рассмотрен 
изгиб упруго-пластической плиты при различных условиях на 
контуре (жесткое защемление, свободное опирание, свободный 
край).

В предлагаемой статье, к решению задачи изгиба прямо­
угольного параллелепипеда применяется вариационное уравнение
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