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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРА СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 
ПЮДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГИХ СТЕРЖНЕЙ 

C ПРЯМОУГОЛЬНЫМ СЕЧЕНИЕМ ПРИ ТОЧНОМ 
ВЫПОЛНЕНИИ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ ОТСУТСТВИЯ 

НАГРУЗКИ НА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Как следует из [1 , 2̂ , точное определение спектра частот 
колебаний упругих стержней прямоугольного сечения затрудне­
но. Поэтому на практике в технических расчетах для определе­
ния спектра частот продольных упругих колебаний пользуются 
формулами, которые позволяют решить эту задачу без учета 
формы поперечного сечешія. Хотя площадь поперечного сечения 
и входит в уравнение продольных колебаний стержней [ з ]
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НО ДЛЯ постоянного сечения эта площадь может быть сокраще­
на ( 1 ). Поэтому техническая теория продольных колебаний уп­
ругих стержней постоянного сечения не учитывает геометрию 
поперечного сечения стержня даже с помощью такой обобщен­
ной характеристики как площадь.

В [ 2]  получена система динамических уравнений для иссле­
дования продольных колебаний стержней прямоугольного сече­
ния при строгом выполнении краевых условий на боковых гра­
нях. В качестве примера рассмотрена задача определения час­
тот продольных колебаний упругих стержней с квадратным се­
чением и результаты расчета сравнены с  технической теорией.

При этом оказалось, что для упругих стержней с квадрат­
ным сечением собственные частоты по уточненной теории с по­
мощью полиномов третьей степени отличаются незначительно от 
технической. Рассмотрим, каково же расхождение между уточ­
ненной и технической теорией определения собственных частот 
продольных колебаний для стержней с прямоугольным сечением.



Запишем систему динамических уравнений:
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Построенные выражения для упругих перемещений точно вы­

полняют условия отсутствия нагрузки на боковой поверхности 
упругого стержня,т.е.
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Согласно закону Гука, получаем следующие ф̂ >рыулі.і 
упругих напряжений:
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B дальнейшем для упрощения задачи полагаем C = O.

В результате раскрытия определителя третьего порядка по­
лучаем следующее дифференциальное уравнение:
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Дифференциальное уравнение (2 )  может быть относительно 
любой из трех функций: ^ q q » ^ 2 0 '  ^ 02 ’  ̂ качест­
ве разрешающей функцию ^ 20 ’ решение, при усло­
вии W = O  при Z  =  O:
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где oL удовлетворяет кубическому характеристическому уравне­
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Частотное уравнение получается в результате выполнения 
условий на свободном конце стержня, т.е. при z  = h
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T абЛ’Ица I .

h,M CO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Техническая
теория 785 2 3 5 6 3 9 2 6 5496 7067 8637 102 08 1 17 78 13349 14919

10 а=0 ,5  M 
Ь= 2 м

785 2 3 5 0 3 9 0 0 5398 633 6 6956 9 0 9 0 8 1 31 08 1 42 08 1 56 06

а=0 ,25 м
Ь = 4 м

784 232 4 3 1 9 8 4 5 0 8 740 6 893 0 1 05 06 12092 1 36 84 1 52 76

20

Техническая
теория 393 1178 1963 2748 353 3 431 9 5 1 0 4 5889 667 4 7459

а=0 ,5  M 
Ь = 2 м 393 1178 1960 2 7 4 0 3 5 1 6 4 2 8 4 4 5 2 0 504 0 577 2 632 8

а=0 ,25  M 
Ь = 4 м

393 1176 1950 2 7 0 0 319 6 348 6 4 5 6 2 6644 7 1 8 8 789 8

30

Техническая
теория 261 784 1306 1829 2351 2874 3397 3919 4 4 4 2 4 9 6 4

а =0,5 M 
Ь = 2 м

261 784 1306, 1829 2351 2870 3 3 8 8 3902 4 4 1 2 491 6

а= 0 ,2 5 м  
Ь = 4 м

261 784 1306 1822 2332 2826 3 1 9 4 335 4 3 7 2 8 3 8 4 2



в качестве примера рассмотрим стержни с одинаковой пло­
щадью поперечного сечения, для которых техническая теория 
дает одни и те же результаты.

Данная уточненная теория дает результаты, которые зависят 
от размеров поперечного сечения стержня. Эту зависимость 
можно проследить по табл. 1.

Р е з ю м е .  В данной статье дано определение спектра собст­
венных частот продольных колебаний упругих стержней прямо­
угольного сечения с помощью полиномов третьей степени при 
условии строгого выполнения отсутствия нагрузки на боковых 
гранях.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРА ЧАСТОТ ПРОДОЛЬНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ C КВАДРАТНЫМ 
СЕЧЕНИЕМ ПРИ УСЛОВИИ ТОЧНОГО ВЫПОЛНЕНИЯ 
ОТСУТСТВИЯ НАГРУЗКИ НА БОКОВЫХ ГРАНЯХ

В [і^ дана постановка задачи о нахождении спектра частот 
продольных колебаний упругого параллелепипеда при точном вы­
полнении краевых условий на его боковой поверхности.

В качестве примера были определены собственные частоты 
продольных колебаний упругого параллелепипеда с квадратным 
поперечным сечением. При этом аппроксимация деформирован -  
ного состояния поперечного сечения стержня была выполнена с 
помощью полиномов третьей степени. Возникает вопрос, а ка­
кова точность полученного решения, т.е. какие частоты следует 
считать достаточно точными? Это важно для коротких стерж­
ней, так как техническая теория продольных колебаний для них 
непригодна.

8


