
где = 4E-|/3pR^; ]32 = ( ^  ̂ — 4E-j S /3) /p R. 

Оболочка ii при разгрузке движется по закону

U2 =Ui
Подставляя (3.7) и (3.8) в условие совместности движения (3 .4 ), полу­

чаем линейное интегральное уравнение Вольтерра Il рода для определения 
контактного давления при разгрузке.

Методы решений уравнений подобного типа хорошо известны [6] .
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(Б ГУ)

СВОБОДНЫ Е ОСЕСИМ М ЕТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИ Я КРУГЛЫ Х ПЛАСТИН  
ЛИНЕЙНО-ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ, ЗАЩ ЕМЛЕННЫХ ПО КОНТУРУ

Расчет круглых пластин линейно-переменной толщины с начальной по- 
гибью срединной поверхности часто осуществляется на основании введе­
ния гипотезы о незначительном влиянии погиби на напряженное состояние, 
причем погрешность такой гипотезы не оценивается. В настоящей работе ме­
тодом малого параметра получено приближенное выражение для собствен­
ных колебаний круглых защемленных пластин линейно-переменной толщи­
ны, срединная поверхность которых является прямым круговым конусом 
раствора тг -  2у?д, где «  1.

Рассматриваются тонкие пластины, одна из ограничивающих поверхнос­
тей которых является плоскостью, а вторая — конической поверхностью. 
Предполагается, что толщина пластины меняется по закону

h(x) =h [̂1 +X ( 2 -f- 1) ( I )

где а — радиус пластины; х — координата, отсчитываемая от ее центра по нап­
равлению образующей срединной п о в е р х н о с т и , = h ( ^ ) | Х | «  1 (рис. 1) .



Задача о свободных осесимметричных колебаниях круглых пластин пе­
ременной толщины сводится к интегрированию следующей системы диффе­
ренциальных уравнений равновесия [1 ] :

1
X

X

d
dx

d
dx

(х N^) -  J-
^ X

+ P h V = 0 ;

(xQ ) -  — tg N  ̂+ ph w = 0;X о  i f
(2)

Q = —
 ̂ X dx

где обобщенные силы и изгибающие моменты; v, w —
компоненты вектора перемещения в направлениях образующей срединной 
поверхности и нормали к этой поверхности; р — плотность; частота коле­
баний, при следующих граничных условиях:

V (а) =W (а) =w'(a) =0. (3)

Рис. 1. Круглая пластина линейно­
переменной толщины C начальной 
кривизной срединной поверхнос­
ти.

Предположим, что пластинка односвязна. Тогда в ее центре должны быть 
выполнены такие условия:

W'(O) =V(O) -  tg (P̂  w(O) =Q^(O) -  tg cpęj-N^(O) =0. (4)
Эти условия означают, что угол раствора срединной поверхности пласти­

ны не меняется в процессе колебаний, перемещение центра пластины в гори­
зонтальном направлении отсутствует, а перерезывающая сила равна нулю.



Введем безразмерные переменные:

^ ; . w  = ^ ; r  = |;• Tl = Io  • 
' o - ' 0? = CÔ --

а а a

h D=Ii^; A _ 12(1 -

Eh3 Eh,

2 , А .

Ч
„2v „2 12h

 ̂ N = А [ -Й У  + J L  (V + tg W) ] ;
E h - dr

.2 , ,2N (v + tgv?Qw) + i^--gp ] ;
E h ;

M = 1 2 (1 -A  M - - D  [ - d^w U dw
) ;r O X

Eh? ■ d r 2 ' r dr

M = - Ш Ы ^ )  M  ̂= D [ ____ L
r

dw
dr

—  P  — d^w
dr2

Eh-

Q = I  A.  (rM  ) -  I  M . .
r dr r

(5)

Тогда для определения w, ^получим следующую систему дифферен­
циальных уравнений:

r d [rD (-
2 ' ^d w ^ J i  _ ^ ) ]  +D( 1

r dr dr dr̂ ' r dr r

4- 1) d w \ 1 Д . tg I
V + tg(/j„w + 7> dvI / гЛ

r \ I K
r ■dr"

1 r I d^ -I- — (V + tg іл„- w) ] )  -
r dr L dr r J r

+ V . ) + ćó'̂  hv = 0
dr

Граничные условия (3) — (4) принимают следующий вид: 

v(1)=w (1)=w '(1)=w '{0) = V(O) -tĝ p̂ -w{0) =Q^(O)-tgip^N^(O) =0. (7)
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Интегрирование системы (6) —(7) проведем по методу малого парамет­
ра. Поскольку

tg(Po = XhQ+0(X^); h=1+X(2r-1);A=-^ [ I +X(2r-1)];

*^0
D = I + 3 X (2 r-1 ) + 0  (Х^),

TO, полагая

W = S  WjX ,-̂ v = S  VjX ;
i=0

схэ
CO =  S  CO j X  ,

i=0

i=0
(8)

получим для определения Wj, Vj, cOj следующую систему дифференциальных 
уравнений и граничных условий:

(9)

н2
-  ( + - .1 d )2 W  ̂ + CO

dr2 г dr O
I

12 , cf + 1 d -  ^ )
"h2 dr2 r dr p2

0

Vq (I) = Vq (O) =Wq (I) =Wq (I) =Wq' (O) =O,'

- (

^ i n
Wq - 1

-  %  r ^  r2 =  0 ;
0

d2 -b 1 d \ ^ \д/ -Ą- c o 2  w. 
odr2 r dr

I  W - I  ~

( 10)

dr'-

+ 6 ^  M 4 r - 2 ) w  +-12 +
г dr2 г2 dr  ̂ иГ  ̂ г

dv"
+  ̂ ) ; 

dr

, d2 + 1 ^ ) u  ̂ + co2 VЛ - 
dr  ̂ ^dr’̂ r

24
—  ( — 9. + 7, 10 d Ŵ£  ^  ) _ JL? (i; -----O<v< O dr  ̂  ̂ "' drhr

0 о

о 1 о

(11)

10



( I ) = w ,  ( I ) = W '̂ ( I ) = VV̂ ' ( O ) ; V ,  (0) ( 0 ) ;

^  III 1/^1», I /̂  ' V ( — W-I — — W-I + — 2 'I  ̂ I
= [ 6 { w J + - ^  Wq ) +

+ ДД (Ч^+ —ТГ O г °  г - 0
(12)

Граничные задачи (9), (10) представляют собой две независимые систе­
мы уравнений для определения и так что в нулевом приближении 
(т.е. при X = O) получим следующие собственные вектор-функции и собст­
венные частоты: (w^_)

О п=1 on' которые описывают задачу об изгиб-
п=1 O ji сх) ^JI OO

ных колебаниях пластин постоянной толщины; ( 'v^ )̂ (^Qp) °° пред­
ставляют собой собственные функции и собственные частоты задачи о ради­
альных колебаниях пластин постоянной толщины. Они являются решениями 
таких задач:

_ (  j L . + - L
d r  r dr

) 2 w ‘' on ^ ( % n  II 2 VV * = 0 'on  ' ''o n

= < % n > ‘ (1) = ' (O) = [ - ^  I  III I 
< % n >  “ 7 < % n '

= 0;

+ - ^  ( w '  )'] г - о
= О .

(13)

(1 4 )

вид
Ортонормированные собственные функции-решения (13) — (14)

on ( г )
_  ' р ( У % п  '■ >

имеют
O 'v  I t
----------------;  ̂ '■d'' =

Jo < V ^ n >  о
о, к 5̂ n ; 

Т, к= п.
(15)

причем есть решение уравнения:

) Jr(7 5 jn >"on )
- —  -I-

Io Jo (\/^on^

= 0 ; (16)

( -  7 ) C ^ ( C > ^ C  = o; "''o n^ O ; (17)
dr2 r dr

«on"' = C ( O ) = 0. (18)
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Ортонормированные собственные функции-решения (17) — (18) имеют
вид

=on Ж .
Ж 2

1

"' on ' ^ on ' ^OK
о

J i  <— rdr  =

%А2 
_ Го ; к # п ;

Ь  ; к  =  п ,

причем есть решение уравнения

(19)

Jl <
л Л 2

% п >  =O- (20)

В первом приближении получим две системы возмущающих вектор- 
функций и собственных частот, учитывая результаты нулевого приближения:

изгибные колебания / w* + X w l ; (со* +Xcol^) ^I игч I гч \ O K  I К

X v 'I k K = I

(21 )

радиальные колебания X w " \  ; (<̂ 0к
I k  \ K = I

^ O K +^^1к / K=I
Изучим сначала (21). Из (11) и (12) имеем:

( 22)

(
dr^

+ —1 d . 2 I I , 2 ^ 1
г dr ' ^ l к  ̂  ̂ Wi  ̂ + 2 со^  ̂ со/-Г 1OK I k ^ K  "^lK

=12-
d^w* 12г&̂  d̂ ^OK

dr'"
% к  _  -г ( 4г  -  2 ) (со M  ^  W   ̂ .T T ^  о  O K  ' '  '  о к '  O Kdr'

(23)

w /^(1) = (w/^)' (I) = (w^’̂ )'(O) = O;

1̂к>"’-  7  < -^2 <^1к>'і = 3 ( 1 + -ь
'   ̂ Г- .0  ! ,(v fe o lOK

(24)

Для устранения неоднородности граничных условий в (24) сделаем замену 
функций
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Тогда вместо (23), (24) получим:

Л —  + 2 ------ ^ ) 2 w '  + ( S *  w* + 2 W q ^ ćo '̂
dr2 г  dr I k  o k  I k  o k  i  к  o k

I _
I К OK

.2^1d w'
12 + J 2 ^  ( 4 r _ 2 )  (C ' )2C;' +< ' d OiX OKdr'- dr

+ [ 6 4 -  ^  ( c j '  ) 2 ( r " ^ - 2 r 3  + r2)]
r 6

J „ ( V O '  >
°  OK

) = F (w' ) ;
\ ~ .  OK

+ (25)

(26)

'^ KL  (1> = (w'i^)'(1) = (w^^)'(0) = [ -  (w^^)'"- -1 (wj^)"+

+ J- (w ‘ )■]
I k  r-> 0

= 0.

Умножим (25) H a w  r, (13) n a w  r и проинтегрируем no r от O до 1 .Тогда, 
on I k

учитывая формулу Грина, получим

t<^(!.к>^ -  ^ 'lx  J  ^OK^n''d'-=

= / F  (w* ) w* rdr .
OK on

При K = n из последнего равенства имеем

S«  = 
I k

I r  3
_̂___ f [  12 d w ПК- _ L 2  + 6 P

2 D '  d r3

d2w'OK 
dr 2

OK

6 ^ O K '- ..)2 ęo' + f 6 4 - - I^ - ( D [ j^ ) 2 x
dr

+ ( 4 r - 2 )  (co'q ^)^ w + [64
OK

(r4 _ 2h3 + r2)] ( -----  ̂ ) _ L ± ł L j ^ ^  rdr. (27)
■ ■ (V D ' ^doVco^K 'o OK
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Упростим (27) C помощью известных формул вычисления интегралов от 
функций Бесселя [2] и интегрирования почастям. Учитывая (14), (15), (16),  
получим

’  dvr-l

г I г> ' dr ' dr
со 1к

1O K  о  о
-  ) ^ d r - ^ J

d w OK

OK о
w' +OK ^

I
^  9+2 CO Г (w ) ^dr-COOK J ' ок' OK (28)

Рассмотрим теперь (22) . Из (11) и (12) имеем:

J 2  (
7:2 нг2 ho dr

24

I  _d_ -  - I  ) S "
dr ,2 IK

dv"OK + v" ) ■
dr  ̂ ,  '^OK ' '

5"  ) 2 v "
OK 1 K

+ 2co CJ V = 
OK I k  OK

(29)

V '  ( I ) = V * '  (O)=O. (30)
I k  I k ^

Рассуждая аналогично предыдущему, получим

І Ь р ± 6 . ' л ; М ^ ) 2 ^ , ,  13,1

^OK ' *̂ о ^
Обратимся к вычислению cj* по формуле (28) . Воспользовавшись из-

I k
вестными формулами теории Бесселевых функций [2] и соотношениями (15), 
(16), имеем

d w
W

CJ dr OK

OK

1

L  ( \ / б ^  )'1 ^ У ^ О К  '

^ OK

- 6  •/

о  J

J l  ( V ^ r )  I , CjJ  г  ) OK '

‘ '^ок' 'o < V

dr
CJ ) OK '

Спомощью (15), (32) и разложений произведений (z) (z) и
(z) из [2] , представим (28) в виде

(32)

s ' I k  _= -  I +- I? < V ^ >

CJ
OK OK OK I ( V ^  ) J q ( \ / ^
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XE 4 + -
m=0 (m!)  ̂(2m) ! (4m+3)

3p____
2 (m+1) (2m+1)

-] +

I ( _ 1)Пі (2m )! ( \ / ^OK \ 2m (33)

m=0  ̂ Iq > (m!)^(2m + 3)
OK

x [ 2 + 3(1 -t>) (2m+1) ] 
2 {m+1) 2 (m+2)

Совершенно аналогично имеем ^  h 2m
-1) '^ (2m f2) ! (- °

LK = I - 2 v ••2 2 ^/T2
CO ) OK '

‘" ok
2 , J ô - I I  ) m=0 ((m+1)!)2(tnL2)!m!(2mf3)

(34)

V i J OK

Из [1] известно следующее значение первой собственной частоты задачи об 
изгибных колебаниях пластин постоянной толщины; coL = 10,21582. Из (33)

-;1_ 3C точностью до 10 имеем
со 10 _

со I
OO

0,625 + 1 *̂2,141.

Поэтому для первой собственной частоты возмущающей задачи получим 
следующие выражения:

Ć j ' = ć o '  + X S '  +0  (Х )̂ =10,21582 [ 1 + Х {0 ,6 2 5 +1 -̂2,141) +
1 OO 10

+ 0 ( Х 2 ) ] .  (35)
Эта формула показывает, что учет начальной погиби срединной поверх­

ности приведет к увеличению или уменьшению частоты ее собственных коле­
баний в зависимости оттого^озрастает ( Х > 0) или убывает ( Х < 0) с увели­
чением х толщина этой пластинки.
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