
Переходя к безразмерным координатам f  =  х!а, т? =  у/а, где а — наиболь­
ший размер плиты, можем заключить, что формула (5) имеет порядок точнос­
ти о (h^/а^). Формула, аналогичная (5 ) , может быть получена и методом асим 
птотического интегрирования [ 2 ] . При этом выражение для w отличается отCM
формулы (5) членами порядка {h/a)^. При отсутствии горизонтальных 
смещенийТГ, 7 и касательных (сдвигающих) усилий р. (/ =  1,2) формула
(5) совпадаете выражением для полученным в [3, 4 ] .

В заключение отметим, что формула (5) может быть использована для 
решения граничных задач изгиба плит на упругом основании в условиях их 
сцепления с учетом сдвиговых эффектов.
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УДК 539.3

С.В. BOCAKOB

Д Е Й С ТВ И Е  СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ НА УПРУГО Е  
Ч Е Т В Е Р Т Ь  ПРОСТРАНСТВО

В [1] дано в общем виде решение первой краевой задачи для пространен 
венного клина из несжимаемого материала и предложено итерационное реше­
ние задачи при произвольном коэффициенте Пуассона материала, В [5] и [6] 
использован принцип наложения для решения задачи о действии сосредото­
ченной силы на упругое четвертьпространство. Интегральное уравнение для 
решения задачи о нагружении клина и доказательство возможности решения 
этого уравнения методом последовательных приближений для случая упру­
гого четвертьпространства получены в [2 ]. Однако в указанных работах не 
приводятся выражения перемещений границы упругого четвертьпространства 
в случае действия сосредоточенных сил, необходимые для расчета фундамен­
тов сооружений, расположенных вблизи горных склонов.

В настоящей работе на основании результатов [1] получены интегральные 
уравнения для случая загружения упругого четвертьпространства нормальной 
сосредоточенной силой. Эти уравнения решены в замкнутом виде.

Рассмотрим четвертьпространство с упругими постоянными G \лу,к грани 
которого приложены сосредоточенные силы (рис, 1). Для определения его 
напряженно-деформированного состояния используем решения уравнения Ла­
ме в следующем виде [1 ] :
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d F
2Gu = ------- + 4 (1 - 1̂) (Ф COS0 -I- sin0) ;

dr   ̂ ^
I ÓF

2 Gi/ =  — —  ----  + 4 (1  ~  v) (Ф-СО50 — Ф, s in 0 ) ;
r  дв 2 ^

2 Gw= + 4(1 - і^ ) Ф , ;

F = Ф . + x Ф  + / Ф  + / Ф^ .о 1 2  3

( 1 )

( 2)

(3)

(4)

Здесь Фf^{ г,в , z  ) ( /г =  О, 1, 2, 3) -  гармонические функции; г,в,z -  ци­

линдрические координаты.

Рис. 1. Упругое четвертьпрост- 
ранство, загруженное сосредото­

ченными силами

Выражения для напряжений в цилиндрических координатах [ 4 ] :

(̂ 2ф с?̂ Ф_ 1 (?^Ф ^̂ ^Ф̂
а = ----- -О + -----— — ( COS0 --------  ̂ + 5 ІП 0 ---------  ̂ ) —

 ̂ дг^ dz^ г dd  ̂ dÔ

dФ dФ 2 (1~v) дФ.
— ( 1 — 2v) {cosO----  ̂ + sind — 2 ) + -------- (cosd — - —

dr dr r  de

dФ^ dФ
s in 0 -----M + 2 v -— 2 + z  (

dS dz dr

(̂ 2ф ^ 2ф

dz^

^er =
аФ 2 (1- 1̂) аФ ,  ̂ а Ф _

-----  + ---------- (cos0 ------̂ + s in 0 — ]
dr г dd dd

dФ

dz

2 ( I - V )  а Ф ,

dd

1Ф = ------- ------  + 2 (1 — V ) ( Ф^ COS0 ~  Ф sin0)
r  de 2 1

(5)

( 6)

(7)

(8 )
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Согласно [ I  ] ,  в дальнейшем примем Ф| “  О, Тогда функции

( г, 9, z) и Ф  ̂ (г, в, z) определяется из граничных условий:

йФ  г

дв ® =  2 (1 - V )

а Ф . г

дв
'в= ±а 2(1 -V) ’ ’ а ,  IBZ  •©= ±а ‘

Функции (г, в, z) и ( г ,  в, г)  найдем из системы уравнений

г дФ дФ.  г
(cose - ^ ‘ + s in 0 ~ % = ± а  =  Г - : ---- . 1« = * "  '■

(?ф

2 ( I - V )

аФ <?*Ф,

1 а^Ф <̂ ф
^ + COS0 -------1) -  г (1 -  2v) (COS0 + s in 0 - ~ -^)]
'  dr dr в-±а.

=  l r o , - r {

+ Z
дф̂

д^Ф д^Ф дФ,  д^Ф.
------P + ------ 0 ) - r ( 2 v ----  ̂+ Z ---- ^  +

дг^ dz^ dz дг^

dz в=±а

(9)

( 10)

( 11)

( 12)

Для получения решения нагрузку представим в виде симметричной и ан­
тисимметричной составляющих по координате б,

При симметричном воздействии сил РІ2, выполняя условия (10), поло­
жим;

OO OO

2(1 - V )
О о

OO OO

( а т) Ch {Вт) K.^ ( o r ) c o s  (oz) dodr; (13)

2(1 - V )
O O ^

( o j ) ch (Вт ) K.^ i o r ) c o s  { oz ) do dr; (14)

OO OO

2 (I-V) % =  S f  А ̂ O O  2 ( o t ) s h  (Br) K.^ (or ) c o s  (oz) dodr, (15)

Фз =  0. (16)

Выражение \2) для нормальных перемещений на гранях четвертьпрост- 
ранства имеет вид

2Gv Iо -+ Л  =  2 ( 1 -v )  (Ф COS0- Ф  s in 6 ) I
‘'“ * 4  2 1 0 ^+5

4

1G2



=  ± ^ J  J [A  ( a,r) sh (ttt/4) — A  ̂ { o,t ) ch {пт/Л) ] x
2 O O

X )cos (oz) dodT,

Найдем преобразование Фурье и Конторовича—Лебедева от r>2Gv |

(17)

r  -2Gv I 0=±-? = J I  r.2G»/ I К.  ( o r ) COS (az)
flfr

dz =

^ (a,j3)sh(^i3/4) -y4j(a,|(a,0) ch (я|3/4)

8 a Ó ch (яг) + ch (я|3)

При вычислении (18) использованы значения интегралов [3]

dH.

f  (X) =  I  J^  о [  J  ^ ( f ) c o s  ( а г ) с У г ]  c o s ( a x )  d a ;

J/ f.^ (a r)/C .^  (a r)dr  =-  ■п'- I

2a ch (тгг) + ch (тг(3)

(18)

(19)

( 20)

Далее из (9) и (13) с учетом т„ | =  О получаем

\ - 2 v  ~  ~  Sh (тгт)
Ф„ =  — ------ - s [ 2  J / — Ch {вт) X

OO

X / ■ 
о

4(1 -  V) ’ OO ash ( тгг/4)

(а,р) Sh (тг(3/4) -  4 ,  (а,(3) ch (тг)3/4) 

Ch (тгт) +Ch(TTjS)
djS X

X AT. (а г ) COS ( a z ) с/ас/т.
IT

Я
На гранях четвертьпространства при в =  ± —

4

1 — 2v ;__  °° - c r c h X
Ф„ I = ----------- V  2 f [ е + COS ( аг shx) 1 х

о 0= ± ^  4(1 - V )  о ^

“  COS (jSx) А (a,jS)
X f / n ^ Y —  — *-------  d^cos {аг) daĆT,X J  J а Chx сЬ(я0/4)

о о
При выводе (22) использованы соотношения (11) и интегралы [3] ’.
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cos (тх) cos (]3х) Ch (яг/2) ch (тгіЗ/2)
J -------------------------------  C l x = T l -

chx ch (ттт) + ch (тг/З)
(23)

f ch ( яг/2) COS ( гх )/С. (or) d r  =  — cos Ia rs h x ) ;
O
OO

TT —ar Chx
Г c o s(rx ) K. (or) dr =  — e 
o ^

r ' (
д^Ф

дг^ ćz^
последовательно находим

в=±- 4̂

-a z c h x
I — — + ------

дг'  ̂ dz^

a cos (oz) [sh^xe

) [e  + cos ( or shx) ] cos az =

— or chx
ch'^x cos (or  shx) ] ;

— arch X
^K.  ( or)  [ ch X C O S  (arshx ) ~  sh xe ] dr =
O

я chx cos (rx ) Tl shx  sin (rx )

2a сЬ(ят/2) a sh (яг)

Принимая BO внимание соотношения (19), (26) и (27), получаем

д^Ф

(24)

(25)

Для вычисления преобразования Фурье и Конторовича—Лебедева от

(26)

(27)

dr^

1 - 2 v

в=±^  S n - i ' )
, ■ У Т  | J L ------- *’’ ■7'

А (о,(i) dP
S S ;.. n̂ f T T  .J ~— *1 th XCOS ()3х) sin  ( тх) сУх ]
о о ch (я|3/4) Sh (яг)

4 Ch (ят/4) сЬ(ят/2)

(28)

Преобразование Фурье и Конторовича—Лебедева от

C учетом (19) и
дФ  ̂ дФ^

г (cosd---- - + s in 0 -----2.) I
дг дг O= ±-̂

4

K.^ (аг ) -= / а QOS (rf)  dt ,
о

J ^/T а s h fSh ( пт \

(29)

У
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имеет вид

(?ф дФ.
г (совв----- + 5ІП0 7

дг ' в=  ±-

V  2 А 1а,Р)
— ----------------------г г — 1-----------Cthtsin (Tt)Cos(Pt) c/tcfp, (30)

8 (1 — v) Sh(^r) о о сИ(я]3/4)

Подставим в (12) выражения (28), (30) и (14), (15 ). Поскольку на гра­
нях клина при действии сосредоточенных сил, приложенных в точке а , 
г \ „ —РІЛК.  (оа) [ 4 ] , после некоторых преобразований получим

окончательное уравнение Д Л Я  определения (о,т):
Sh (T tT ) Ch (яг/4)

(о,т) -  (1 -  2v) ----- J
(о, 13) dp

г  +  Sh ( я г /2) 

Здесь использовано значение интеграла

T +  Sh (ят/2) о Ch (я|3/4) [ch (ят/2) +сЬ(я]3/2)]

(31)
2Ру/ 2 Sh (ят) Ch (ят/4)

---- (1 - V )  ------------------------  к , ( о а ) .

J ( Cthf -  thf) sin ( T t )  C O S  (Pt) eft =

sh ( ят/2)

2 сЬ(я|3/2) + C h  (ят/2)

Интегральное уравнение (31) можно решить методом итераций [1] путем 
разложения по малому параметру е =  1 — 2i^. Однако при этом получаются 
сложные интегралы, которые не удается выразить через элементарные функ­
ции. Поэтому представим решение уравнения (31) в виде

A^ (о,т) =Ch^ (ят/4) / f (o , x )  cos2xc/x 
о

(здесь не рассматривается вопрос о свойствах функции f(o,  х) (32 )), 
Используя соотношения (23), (29) и (19), получим

{ f (a ,x )  [ch
 ̂ ят

2 -------  (1 - 21 )̂
Sh (ят/2)

sech (2х) ] +

2 Р \ Р Г  Sh (ят) Ch (ят/4) -oachx
+ -----^  (1 - И

T +  Sh (ят/2) 
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(32)

T +  Sh (ят/2)

-oachx 1
е Y CQS (тх) с/х= О, ,



Отсюда

2Р \ Г Т  Sh (тгг) Ch (тгг/4)
A^(OJ)  = -------^  ( I - V ) ------------- -̂-----  X

П'' 
— aachx

T + Sh (тгг/2)

X J
COS (гх) с/х

Q 1 - 2  (1 -  2v) th (тгг/4) sech (2х)/Д^ ^
; Л, =  г +  Sh (тгг/2),

(33)

По А^{а,т)  из (11) находим ( сг, г ) , а затем из (21) —Ф^(г,в ,г  )
Эти функции позволяют определить напряженно-деформированное состояние 
[ (1) — (8 ) ] упругого четверть пространства в случае действия на него нормаль­
ных сосредоточенных сил, приложенных симметрично.

При антисимметричном действии внешних нормальных сил РІ2 необходи­
мо, выполняя условие (10) , принять [1 ]

OOOO

2 { ^ - v )  Ф ц = / /  {а,т) Sb (вт)К.  ̂{аг) COS {az)dadT-, Л
О о
OO OO

2 ( 1 -V ) Ф = J  J А (o j ) Sh (вт) К . ( o r ) COS (oz) d OdT) 
 ̂ о о ^

OO OO

2(^~v)  =  / J >4̂  { а, т) Ch (вт) K..  ̂(or ) cos {oz) dodr,

(34)

о о

Ф з = 0 ,

Повторяя для этого случая предыдущие вычисления в соответствии с 
(17) — (30), получаем:

OO OO OO

ф.
4 ( I-V )

л^(а,|3) COS (іЗх)

1 — 2 v ”  -arch X
v 2  J J J [c os(a rshx) - e  ] x

O O O

, dx
ash(Tri3/4)

cos (oz) dod^— -  ;
chx

д^Ф д^Ф 
г  (-------Q + ------JP)

dz^ в= ±-

1-2 V л ^ А (.о,т)
=  ±  ̂ Г.Т п^\/2 [ ----- ------------------+^ 8Т г а 4 Sh (тгт/4) Ch (тгт/2)

А (о,(5) COS (Px) dp
+ / /  — г : ------------------- th x s in  (тх)£/х1 ;

OO Sh (я|3/4) Sh (тгг)

дФ, (?Ф^
г {cose -----* + s in 0 -----

dr dr |в=±^
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\f2 A (a,j3) cos (j3x) t/jS
=  ± ---- ------  f f — J--------------------  CthfSin (Tf) c/f

8 ( 1 — 1̂ ) O O sh (тг|3/4) sh ( t t t )

sh (ttt/2) sh (тгг/4)
>4j ( a ,T ) - ( 1 - 2 v )  ---------------- -̂----- X

X ;

г  — sh (яг/2 )

(оЗ) d& 2 P \ f 2
( 1 - И  X

о sh (я/3/4) [ch (тг|3/2) +ch (7Гт/2 ) ]

sh (яг) sh { ят/2)
X ------------ -̂------  К. {aa) .

г  — sh { я г /2) ^
Представляя решение (35) в виде

А (а,г) =  S h  (яг/4) C h (ят/4) J f  ( а ,х ) cos (тх) с/х, 
‘ о

(35)

имеем

A^ (а,т) =  —
2/» V T *

(1 -  I')
S h (ят) S h (яг/4)

Л

я
- a a c h x

X /
е COS (тх) с/х

о 1+2 (1—2i^) t h  (7Гт /4) S e c h  (2х) /Д

Д  ̂ =  Sh (7Гт /2) ~  T ,

(36)

В качестве примера найдем выражение для нормальных перемещений 
грани клина, к которой приложена сосредоточенная сила Р. На основании (17) 
путем суммирования перемещений в случаях действия симметричных и анти­
симметричных сил Я/2 (см. выражения (1 3 ) - (1 6 ) , ( 3 3 ) ,  ( 3 6 ) )  получим:

2 Я ( 1 — V) Sh^ (тгт) - a a c h x  с/х
2G\/ = -------;----- J J -----д—  J е COS(TX)

7Г О О X (r,x ,v )

X к.  (аг) COS ( аг) doc/т ;IT

T th  (ят/4) ,  th^ (ят/4)
X (т, X, I') =  1 + 4 (1 -  2v) — — -  4 (1 -  2v ) ^

Ach (2х) Ach^(2х) '

(37)

А =  Sh  ̂ (ят/2) — T^ .

Заметим, что
T th  ( ят/4) ,  th^ (ят/4)

4 ( 1 _ 2 т > ) ------------------4 ( 1 - 2 v ) ^ -------г------  < 1
Ach (2х) Ach* (2х)

при всех VG [0 —0,3] и всех т, x G  [ О, °о ] .  Поэтому (37) разлагается вряд
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r th  (тгг /4)
1А  ( t , x , v ) = 1 - 4 ( 1 -  2v) : + 4 ( 1 - 2 i ; ) ^ x

th^ (тгг/4) 4r^
X ------ ------  (I + ------ ) +

Ach^(2x) A

Ach (2x)

(38)

Численно асимптотическими методами определялись перемещения грани 
клина в случае удержания только первого члена (38) и первых трех членов 
(38 ), содержащих множители (1—2v) и Оказалось, что наибольшее
различие в перемещениях для этих двух случаев наблюдается вблизи ребра 
клина при малых Z . Однако максимальное различие в перемещениях не превы* 
шает 9 %, Поэтому для практических расчетов достаточно ограничиться одним 
членом разложения (38),

Далее, используя значения [3, 4] интегралов

f K .  ( o r )  К.  (aa)c:is (oz) do =
4 \ / ^ c h  (тгг)

P  ̂ (Ohix) •

Ch (Pr) I/
J — —  ■ [ 2 (chM+cosP)l ^ ;

ch (тгг)

chfx =
2ar

получим выражение для искомых перемещений 

P( ^-v '^ )  C 1
V =

п Е ( -у/ {а-г)^  ч / І Т + Т р Т Р '

*1 2 
—  M l +  -  ] - I -  ( ChM ) C^rj.
г ^ о  Ch(TTr) А ^ J
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