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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИКИ ГРУНТОВЫХ ВОД 
НА ОСУШАЕМЫХ ЗЕМЛЯХ ПРИ ВЗАИМНО 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОМ РАСПОЛОЖЕНИИ ВОДОПРОВОДЯЩЕЙ 
И РЕГУЛИРУЮЩЕЙ СЕТИ

Натурные наблюдения за водным режимом мелиорируемых земель 
показывают [1 , 2 ], что при осушении со сравнительно хорошей водопро­
ницаемостью (порядка 3—5 M  сутки) водный режим этих почв склады­
вается под влиянием не только регулирующей, но и водопроводящей 
сети. Особенно активно это проявляется в условиях Полесья, когда 
мелкий торфяник подстилается хорошо водопроницаемыми песками. В 
этих условиях редкая сеть водопроводящих каналов глубиной 2—3 м 
зачастую перекрывает осушительное действие мелких дрен и от строи­
тельства последних можно отказаться.

Прогноз водного режима в этих условиях требует учета наряду с ре­
гулирующей также и водопроводящей сети. Эта задача приближенно 
исследована А. М. Ивицким [3] при параллельном расположении осуши­
тельной и водопроводящей сети. Поэтому ниже рассматривается случай 
взаимно перпендикулярного расположения осушительной и водопрово­
дящей сети.

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть мощность водоносного слоя 
в момент времени / = O составляет Hq. B некоторый момент времени /> 0  
начинает действовать система из двух водопроводящих и двух осуши­
тельных каналов (дрен) с мощностью водоносного слоя Ни Н2 , Яз, Я4 
(рис. 1). Предполагается, что с поверхности грунтовых вод имеет место 
испарение (—) или инфильтрация осадков (-Е) интенсивностью 8 . 
Требуется установить динамику грунтовых вод на осушаемом участке, 
ограниченном этими каналами- Расположив систему координат так, 
чтобы плоскость (х, у) совпала с начальным горизонтом уровня грунто­
вых вод (Но), можно поставленную задачу математически сформули­
ровать следующим образом.

Требуется найти решение дифференциального уравнения

дН
Ot

д^Н . д т
~тдх^ (1 )

при следующих краевых условиях:

Н{х, у, 0) =  0, Я(0, у, t) = H„ H (а, у, t) ^  Н„

(2)

k^ =
Ш,ср (3)
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где k — коэффициент фильтрации; б — удельная водоотдача; —
средняя мощность водоносного горизонта.

Р е ш е н и е  з а д а ч и .  Используя принцип наложения, можно ре­
шение дифференциального уравнения ( 1 ) записать в виде

H {х, у, t) =  LZi(х, у, t) +  и^{х, у, t), (4)

где 1]\ — решение однородного уравнения ( 1 ) (при е = 0 ) при гранич­
ных условиях (2 ); U2 — решение неоднородного уравнения ( 1 ) при ну­
левых граничных условиях.

Р е ш е н и е  о д н о р о д н о й  з а д а ч и  известно из теории тепло 
проводности и может быть записано в таком виде [7, 8 ]:

у, 0 = ab 2  “
Jtmx \ . I %пу Sin -------  Sin ^

+  { -  і г + 'я , exp

m, M=I

_  J L

Ь

{t-x)

л п

Sin

Jtm

0 0 

п п ц

н , л -

йтйц +

+  J [Hs+ { -  ІУ+’̂Н̂ ] ехр -  

Xdxdr\}.
Вычисляя двойные интегралы и вводя обозначения

I =  — ; T]= CT =  я2(т2 +  пЧ̂ ),
a b  Ь

s m | = ) x

(5)

(6)

T =
кН

получим следующее искомое решение данной задачи 

Ui — HiAi +  Н^А2 +  HsA^ +  H^Ai, 

где

m

т ,  п — 1

(7)

A l - 4 у  ------- [1 — (— 1)"] {sin (пт|)5іп(япт])
, na

— sin (я m I) sin (я /г т]) }. (8)

Остальные коэффициенты имеют такой же вид. Для получения Аг необ­
ходимо в Лі I заменить на 1 —|; Az получается из Ai, если поменять 
местами |  с т) и m с п; Л4 получается соответственно из Az заменой г| 
на 1 —т].

Ряды, входящие в выражения для Ą-, сходятся весьма медленно 
для всех I, т].

Покажем (на примере А\), как путем несложных преобразований 
можно улучшить сходимость рядов. Воспользовавшись соотношением [4J

msin(mx) я зЬ[а(я—л:)]
Ą- а® sh (я а) (9)
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и учитывая, ЧТО при четных п Л] = 0, просуммируем по т ряды первых 
слагаемых. Тогда

^  _  J _  у  Sin[я (2«+  Цг\] Sh[я (1 -  |)(2 и +  1)/] _

OO OO

- 8 2  2 :

„=1 { 2 п + \ )  Sh [я (2/г-Ь 1)/]

т
(2 « +

Так как согласно [4]

sin (я т sin [я (2 я +  1 ) ti] ( 10)

я 2т-)-1 Sh [я (2 т + 1)/]

= I T
sin (яті)

m =0 sh [я / (2 m +  I)] . -  2
m-=I

sin (ЯТ|)

TO

Al=  ----  "Varctg
J t m =0

sin (ЯТ])
sh [я / (2m +  I)]

sh [я I (2 m — I)] 

sin (яті)'У arctg
[5 Ь [я /(2 т — Ш]

OO OO

8  у  у m
(2 n + l ) a

e~’' sin (я m I) sin [я (2 я +  I) т]]. (И)
Коэффициенты Л2, Лз, Л4 получаются аналогично вышеизложенно­

му, формула ( 1 1 ) дает практически удобное представление искомой 
функции при больших т. В работе [5] в выражениях для Лз, Л4 пропу­
щено Я

При малых же значениях т ряды как формулы (8 ), так и ( 1 1 ) схо­
дятся весьма медленно, что затрудняет их практическое использование. 
Поэтому ниже приводится решение этой же задачи, удобное для малых 
значений т. Для этого вместо (5) можно записать решение в виде [7, 8 ]:

Ui(x, у, f)= Ą -  2  м п(ят^) { [  f  ^ 3  [г/е -
m=ł 

(2Ь -  yV
О О

t а

■{2Ь~у)е  +  ...]sin  Г я ^ ^ - ^ Х

{Ь -  у)^

а

{Ьл-у)
О о

Х [ ф - у ) е  _ ( й  +  ^)е AkHt-Ь) +  ... j Sin j +

+  T
о о

(2а — x Y

{ 2 а - х ) е  +  ...] sin dGdri +
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i  Ь
о ,  (д -

я .  \{а-х)е
о о

V

{ а + jc)2

1‘де

~(а+х)е  +  ...]s in п т ц dQdx] [ ,

Вычислим первый двойной интеграл уравнения (12):
t  а

“е-Р.» (26 -  уУ

V
\уе *kHł-6) _^2Ь—у)е +

о о
(26 + УУ

+  (26 + у) е '**’'<* ~ — ... ] sin
л m I

d Q d t

(12)

е .^ = 2 Г ’я ^ ^ ( ^ - 0)3. (13)

(14)

Вычисление этого интеграла' будем производить почленно, обозначая 
через Ifnj интеграл, который дает /-е слагаемое уравнения (14), т. е.

Учитывая, что

/ =  У  /  .
/ = 1

S i n l ^ ^ b l = — [ 1  +  ( - 1 )'"+Ч 
а / пт

(15)

и вводя подстановку Z  = t —6 , можем первый интеграл выражения (14) 
переписать в таком виде:

t  а

 ̂ m l

er~̂ i

о о 2 V  я6Ц^- 0)з
_ / я т £  ,g 4k4t-b) Stn (— ^ 1 dQdl =

cl е~“̂ с  ̂ 2   ̂ dz.

где
a [ l _ u ( _ i ) « + i ]  у

C =  --------- --------------  ; P =
2 я я mk

а ntnk

(16)

(17)

Вычисление интеграла /„ i произведем операционным методом. При­
меняя к подынтегральной (|)ункции преобразование Лапласа, можем за­
писать для изображения [6 ]

F ( S )
-  (s + а) г - Y  ~ Т  ^ е е  ̂Z  ̂ dz. (18)
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г. -1 PВведя в этот интеграл подстановку 'Ф= ^  , получим после неслож­
ных преобразований

Поскольку

2  ,____  ГF  (S) ^--2 /p(s+a) ^  Ф Jd^.
V  P J

! /p(s + a)V̂ ^

(19)

ТО

F ( S ) 2 Ур(5+а) (20)

Так как интегрирование оригинала от 0 до / соответствует в области 
изображения делению на переменную 5 , то искомое изображение инте­
грала (16) можно записать в таком виде:

M U l  =  C ] /
1 __ g— 2 У  P (S + a) (21)

Переходя в этом выражении от изображения к оригиналу с помощью 
табличного соотношения

L-I  ̂ 2 V  P ( s + ol) 1

S ”  2  [
е~~ 2  ̂“Р erf̂ 7 у  a t  ] +

+  е2 ł" “Р erfc ^  j ,

получим следующее значение искомого интеграла (16):

U = / ] / ( ] / - £ - _ / - Л  1 +

+  е eric dt (22)

Подставляя в этот интеграл значения р, с, а согласно (17) окончатель­
но будем иметь

m l

а [ 1  + ( -  
2пт

Tl ту

+  е “ епс

erfc _  _̂ —пт I /  - -  +
\ 2 к У  t V Ф J

2  к У T  / г ) ■
(23)
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Поскольку каждое последующее слагаемое интеграла (14) отлича­
ется от первого наличием членов {2Ь—у), {2Ь + у)^ {4Ь—у), 
и т. д. вместо у, то можно получить любой из компонентов равенства (14) 
путем замены в (23) величины у на {2Ь—у), {2Ь + у) и т. д.
Например:

 ̂mi
а [ 1  +  (—

1  /~  kH \

Вводя обозначения 

P =  в

2лт

Tl т  { i b — y )

Tl т  { i b — y ) / 4 Ь  —  и

erfc ■ ^ ---4 -  \ 2 k Y  t

e r f c
A b - y   ̂ -X4- я т  У  —
2k V  t

Tl т  { 2 n b Ą - y )

"  e r f c

2 k V

( Щ Ш - п т  і / 1
2 k V  t r a

kH_
2

kH__
2

X m  { 2 n b - ^ y )

+ e ^
Tl m  ( 2 n b — y )

P ==e ̂ m ,  n  ^

' \2nb у 1  /"  k4 Л
l 2 k Y  t Г д2 J

{2n b—
_ 2k~Y

e r f c
(2nb—y) i /— -zi — я m 1/

I k Y  t ^
kH

• 1-

Tl m  { 2 n b ~ y )

+  C “  e r f c
{2nb— y) l /ЯШ \ /  ---

у  d
kH

22 k Y  t
запишем выражение интеграла (14) в такой компактной форме: 

а [ 1 + ( -  1 )'"+!]
Im =т 2пт

' S p  - S pт , п  т ,  п

(24)

(25)

( 2 6 )

_«=0 п = 1

Переходя в этом выражении к безразмерным величинам

.  ̂ У Jh , а
а  ̂ Ь

и учитывая, что при m четном запишем окончательное выраже­
ние для

Im = Я ( 2 т  +  1 ) 2 ^ > п . п - 2
_ п = 0 п = 1

(27)

где

‘ e r f c
2 п  +  т)

21Y  т:
ят Y +

— —  ( 2 п - г Г і )
+  е  ̂ e r f c

2п-\- ц
. 2 л Т Т

-  - f  я  m  T (2 8 )
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F̂ т п

TC m .- —  ( 2 п — г )̂ ̂ erfć?
2п — ц

^ ] / Т T tm Y +

^ ̂  /о
■\- е  ̂ erfc

2 п — т]
----- г=- +  л m I/ T

І 2 / К т
(29)

Таким образом, получим следующее выражение для коэффициента 
Az в формуле (7);

OO

т = 0

sin [я {2т +  1)] 
(2т +  1) ^  т ,  п  * т ,  п

L гг=0 п — 1

(30)

Формула для Лф получается из Лз путем замены в выражениях 
(28—29) Tj на ( 1 —т]). Очевидно, что А\ и Л2 получаются соответствен­
но из Лз и Л4 заменой т] на а на Ь\ Ь на а-

Р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о й  з а д а ч и  (4) при нулевых гра- 
г[ичных условиях для больших T может быть записано так [7, 8 ]:

Поскольку

4б 
ab 6

X  e x p

а b t
Sin Я т~ Sin я п

т , м=“ 1 О О О

’ 1 X

dldr\dQ. (31)

Sin I я m I d I = ------
а J пт [ I  +  ( -  I ) ” + '] .

e x p k^n^ / 9 , o dт? + rv

—  e x p k̂ n̂  f

d0 = - ^
k^n^ m̂  + n?

m? +a‘ \ ' 6*

TC интеграл (31) приводится к следующему виду:

16 8 X l  I —t/,= S i : -я ^ б Р  ( 2 т  +  1 ) ( 2 н  +  1 ) а
т=0 п=0

sin [я (2т

+  1) |] sin [я (2л +  1) T]]. (32)

Здесь так же, как и ранее, введены безразмерные величины g, г], а и т, 
определяемые по (6 ) .

4  S аж. 631
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Для малых значений т более удобно вместо (31) записать такую 
зависимость [7, 8 ]:

Û  =  Щ- >  .Sin 
ао

m n k

OO

/71=0

а Ь t
пт х\ C C .

Sin

0 0 0

1
а } 2 V n k \ t - Q )

X  e x p

+ e x p

V i - Q ]  e x p

2Ь^-у + цУ
2 F ] / / + + 0

\ 2 -

+exp

— .- —exp
k Y t  — dl i

2b +  у
2k

^ + 11

2k Y t -

— ...)d |d T )d 0 . (33)

Приведем вычисление интегралов этого уравнения. Интеграл
ь

Ii = J  ехр
о

у  — ц
2 k y t  -  Q

dr\

подстановкой
г = d \ \ = - 2 k V t  - Q d z

2k y t - Q

приводится к следующему виду:

Ii =  2 k V t  -  Q 

Интеграл

e r f  (
2 k y t - Q

e r f
y - b

2k - V t  - Q j

/ 2  =
I " '

(t-b)

0
tri n̂̂ k̂

e r f  ^
У

2k V t - Q
- e r f  I - d r - ”

2 k y t — Q

(34)

(35)

, вычислим B такой последовательности. Вводя вгде а  =  ---- 2

него подстановку t—Q = z, dQ — —dz, интеграл от первого слагаемого (35) 
записываем так:

/ ;  =  - ^  Г  e - « e r f  (- _____

‘ V ^ J  \ 2k V  г
dz.

Принимая
и  =  еті ( — ^__- I ; d n  =  dz,

2 k V  г

воспользуемся формулой интегрирования по частям. 
Тогда (36) преобразуется так:

1/:
а

У

1 — e“ “̂ erf I —̂ 7—
\  2k у  t

t

2ak V я j
Z  2 g - M g V 2fe V г )

+

dz.

(36)

(37)
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Рис. 1. Расчетная схема в плане (а) и разрезе (б).

Вычисление интеграла в этом уравнении было выполнено выше 
(формула (18)). Поэтому выражение (37) окончательно запишется так:

/; =
1

а я
1 — е~"“̂ ег{ I — У

2k Y  t
------ е

' 2
 ̂ А ^ “ erfc (— =P

2k Y  t

- Y ^ t — е * ^ " erfc i  — - ------h ^2 \ 2k Y  t

По аналогии запишем значение второго интегрального выражения (35), 
которое отличается от 1'\ наличием выражения (у—Ь) вместо {у):

/:
1

аY  л
1 f Zi \   ̂ г1 — ------ е к erfc

2kY t j  2
У
2 k Y T

y^at
1 / -

--------e к erfc
2

У — b ____
-  -f Y ^ t  

2 k Y  t '

Тогда

a \^  JC
a.t erlY-A - P \  — erf i —̂ M—

V 2kV  t J \  2kY  t
+

[ F { y - b ) - F { y ) ]  L (38)

где

f /  a
f W - e "  ‘ I

У Y O.
erfc

2kY t Ą- Y  I •
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Следовательно,
b a ł

. f Titnt Sin ‘

0 0 0 а I 2V  якЦі
а [1 + ( _ l ) m + l ]

exp У — ^

a n Y я
[ у - ьerf I 2kY t

2k~Yf — 9

—erf
2k]/ t

e-̂ (̂t-̂ '>d‘цd‘Ę,dQ

+

[P (у -  b) -  F ІУ)] j.
Аналогично
b a t

Ш0 0 0

. / n m t  
Sin  '

a I 2У nk/{t —

g[l +  ( - 2 r+^]
an y ' n

exp / _^ +  n 
[ 2 k V t - b '

erf ( -  I —erf I _
2kV t I V 2kY  t

e-’‘V-^d'^dr\dQ— 

y + b

+ ~ Y  IF ІУ)- F  (y+b)] [,

b a t
Sin

0 0 0

Ktn^
^ Y  п к Ц і - Q

exp 2b — у +  У]
2кўТ/ / /^

а [ 1 + ( - у Ч
a n Y

^ л [ Л ± М А - ^ л { Ж ± Л
2kY t 2кУ t +

4 - _ L  [f  (ft +  f  {2bĄ-y)] I .

C учетом этих выражений, введя безразмерные величины (6 ), по­
лучим следующее искомое решение:

и , - ------------........................  ^ l l + (  1 ) " ^ Ч  s in(nmQ  / V( - 1 ) « + |  Г 2 г —

т=\  Zt==O

X

X e r f l^ y ; ! - )  + f(rt+ ii)
2 I Y

+  ^ ( - 1 )"+' ĵ 2 e-’"-»^erf I +
Z t= I

где

+  Fin--K])

Ttm (zt±Tj)

(39)

F {п ± ц )  =  е  ̂ erfc
п ± г \

— —п т у  T
21Y'

+

% т  ( п ±  Г])
 ̂ erfc

и ±  Т)

. 21 Y ~ ^
- \-n m Y  t (40)
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Рис. 2. Графики функций 
Л 1,2 (а), Лз,4 (б) у Лв (в).

Объединяя решение однородной и неоднородной задач, получим 
искомое решение задачи в таком общем виде:

2
H = Ui + =  Н2А̂ -г Â  , (41)

где Al в зависимости от т определяется по формулам (И) или (30); 
Л  обозначает выражения, стоящие в уравнении (39) под знаком

2
У  П

Таблица 1

Значения A i  при /= 1 ,  6^т]==0,25 по формулам

T (И) (30)

0,001 0,024 0,000
0,006 0,043 0,022
0,010 0,101 0,088
0,020 0,201 0,198
0,030 0,266 0,267
0,040 0,309 0,309
0,050 0,339 0,339
0,060 0,360 0,360
0,070 0,375 0,375
0,080 0,387 0,387
0,090 0,396 0,396
0,100 0,403 0,403
0,110 0,410 0,410
0 130 0,417 0,417
0,150 0,422 0,422
0,170 0,425 0,425
0,190 0,428 0,428
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Применение полученных зависимостей для практических расчетов 
затрудняется бесконечными рядами, входящими в формулы для Ai и 

, Чтобы облегчить пользование этими формулами, были проведены 
расчеты на ЭЦВМ «Минск-22» по определению значения параметров 
Al и Ae в зависимости от т], /, т. В результате были составлены де­
тальные таблицы этих величин при различных сочетаниях ц, I, т. 
В этих расчетах Ai и As вычислялись по соответствующим формулам 
для малых и больших T и затем проводилась их стыковка. Для примера 
в табл. 1 приводятся значения величин Ai при /=1, g —ц^0,25. Как 
видим, формула ( 1 1 ) до т = 0 ,0 2 0  дает ощутимую погрешность; при 
больших значениях т получаются одинаковые результаты. Поскольку 
представить здесь все результаты расчетов ввиду ограниченного объема 
статьи не представляется возможным, на рис. 2  приведены кривые из­
менения величин Al и Ae в практически наиболее важной точке — 
центре прямоугольника. При значениях т, близких к 0,16, режим фильт­
рации стабилизируется и приближается к стационарному. При этом 
время стабилизации тем меньше, чем больше/.
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