
В О Д Н О Е  Х О З Я Й С Т В О  Б Е Л О Р У С С И И .  Вьгп. 3
МИНСК 1973

В. с. Усенко

РАСТЕКАНИЕ БУГРОВ ГРУНТОВЫХ ВОД ПРИ ПЕРЕМЕННОЙ 
ИНФИЛЬТРАЦИИ ИЗ БАССЕЙНОВ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ФОРМЫ

В настоящее время все шире начинается внедрение методов ис­
кусственного регулирования запасов подземных вод. Однако методы 
фильтрационного расчета системы искусственного пополнения разра­
ботаны еще недостаточно. Разработка способов такого расчета пред­
ставляет теоретический и практический интерес.

В соответствии с типовой схемой работы инфильтрационного бас­
сейна исследуем два вида переменной во времени интенсивности ин­
фильтрации (бассейн фильтрует только дном [1]):
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Здесь — P — мутность сырой воды; — коэффициент филь­
трации кольматирующих отложений; Яо — действующий напор в бас­
сейне; Zî  — толщина кольматирующей пленки; у — объемный вес 
кольматирующей пленки (рис. 1).

Рис. 1. Схема бугра грунтовых вод 
в разрезе.

Будем считать, что растекание грунтовых вод описывается двумер­
ным линеаризованным уравнением Буссинеска
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Здесь k — коэффициент фильтрации грунта; т — средняя глубина 
потока грунтовых вод; б — коэффициент недостатка насыщения (водо­
отдачи); Zig— бытовая глубина грунтового потока; h — текущая глу­
бина грунтового потока; h—ĥ  = s — подъем уровней грунтовых вод 
в некоторой точке пласта (х, у) в момент времени t.

2Ь 2Ь 9h
Рис. 2. Расчетные схемы пластов 

в плане:
а  —  н е о гр а н и ч е н н о го ; б  —  п л а с т а - к в а д р а н т а ;  

в  —  п л а с т а -п о л о с ы ; г  —  к в а д р а т н о г о .

Рассмотрим сначала растека­
ние бугров грунтовых вод при 
первом виде инфильтрационного 
питания.

Используя известный в ма­
тематической физике метод источ­
ников и стоков для неограничен­
ного в плане пласта (рис. 2 , а), 
можно записать [2—4]

Aat 'dldi, (3)

где 2h — ширина бассейна; 21 — длина бассейна т — пе­
ременные интегрирования.

Интегрирование по  ̂ и  ̂дает {3]
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Далее найдем интеграл

I = erf dx
] /  T у У T (5)

„ I ^ + Ь _  ̂ г/ +  Iгде Ai = ----- Ao=̂  -------------- T=
2 У  а 2 У  а
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Учитывая, что интегрирование ведется в таком промежутке времени
У ± I:/ Y(̂ o)(/2—^i), ЧТО -----7= -  <  0,7, ибо Zi = р/а = ----------  почти всегда доста-
2 у at-̂  2р^о^о

точно велико [1 ] (ńg — толщина кольматирующей пленки в момент вре­
мени Zi), интеграл (5) можно вычислить приближенно.

Принимая [5]

erf (и) —7=  ^ -----—
3

можно (5) приближенно записать в виде
І2
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Интегрируя (6 ) и подставляя пределы, получим
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Аналогично можно найти интегралы

120̂ 19 4̂» з̂(̂ 2» 3̂> 4̂ (̂ '̂ З’ ^4’
л х — Ь . у — I где Xg -7^-^-^=, ^

Ч V  к

2 V ^ ’ 2 ] /  а

(6)

(7)

(8)

Тогда повышение зеркала грунтовых вод под влиянием работы прямо- 
угольного в плане бассейна в неограниченном пласте можно рассчитать 
по формуле

S =
яб а

^ / ,  /г-= У - 7,.8 (9)

г=1
В случае квадратного бассейна A i/= Д 2/ и IKzI==IKJ.
Если прямоугольный бассейн расположен относительно начала ко­

ординат так, что (рис. 2 , б)

 ̂ ^i Ь и ^i —  ̂ Ii 

< 0 ,7 ,

(10)

X ±  Ь I У\ + ^
2 V ^  ' ’ 2 VVk

7 Зак. 661
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ТО расчеты растекания бугров грунтовых вод можно вести по формуле 
(9), сделав в выражении для замену переменных (10).

На достаточно большом удалении расчетной точки от границы 
бассейна для прогноза динамики уровней грунтовых вод целесообразно 
пользоваться расчетной схемой для круглого бассейна, сделав при­
ведение прямоугольного в плане бассейна к равновеликому по дебиту 
и площади круглому бассейну ( 1 ).

Результирующее положение поверхности грунтовых вод от действия 
нескольких бассейнов можно получить, используя принцип суперпо­
зиций

(И)

где Sj — подъем поверхности грунтовых вод под влиянием /-го бассей­
на; п — число бассейнов.

Для полуограниченного пласта результирующее положение грунто­
вого потока рассчитывается по формуле

S =  ' V  (S; +  ps] ), ( 12)

/= 1

где P = I для непроницаемой границы пласта; р = — 1 для проницаемой 
границы; Sj — изменение поверхности грунтовых вод под влиянием бас­
сейна, отраженного относительно границы (параллельной одной из 
сторон бассейна) пласта.

При расчете необходимо в 'kj подставить вместо Ь и I величины 
6 * и Z* для отраженных источников.

Решение для пласта-полосы (рис. 2, в) можно получить из (3), вос­
пользовавшись принципом отражения и наложения источников по 
формуле

1
OO
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(x-U2ni)‘+(y-:)^
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( х - 4  ^ + 2 п 1 ) ^  +  ( у - : у

+  Px^ dldl, (13)

где Pjr = I для обеих непроницаемых границ; р — — 1 для обеих прони­
цаемых границ; 62 =  ̂ 1 +  2 6 . Интегрируя (13) по î, получим
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Д а л е е ,  п р и м е н я я  ф о р м у л у  П у а с с о н а  [ 6 ] ,  п е р е п и ш е м  ( 1 4 )  в  в и д е
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Результирующее положение поверхности грунтовых вод при работе 
нескольких бассейнов можно рассчитать по формуле (11), где Sj опре­
делятся по (18) C учетом расположения бассейнов относительно общего 
начала координат.

Если бассейны действуют в пласте-полуполосе, то расчеты ведутся 
по формуле (12) C учетом предыдущих замечаний, где р — +1 
отражает влияние поперечной границы пласта-полуполосы.

Решения для пласта-квадранта (рис. 2, б) легко получить, если 
отобразить реальный бассейн относительно границ пласта (совпадаю­
щих C осями координат) и относительно вершины пласта и произвести 
наложение потоков, создаваемых каждым из четырех бассейнов по фор­
муле

S =
n b Y  ^ i=\ г = 1 /=1 г=1

Л20)

■рттск /  ̂ I JА ДС ■* г > > ■* г
чений X —

ВЫЧИСЛЯЮТСЯ по (7) для соответствующих зна-
х ± г  ,-  — — (б — переменная интегрирования, которая для мнимых

(отраженных) бассейнов отсчитывается от общей для всех четырех 
бассейнов системы коордйнаі); и — коэффициенты, учитывающие 
^.характер предельных условий на границах п л а с т а - к в а д р а н т а , +1;  
^ 4- 1.

Решение поставленной задачи для пласта-прямоугольника 
(рис. 2, г), можно получить, воспользовавшись решением задачи о рас­
текании бугра грунтовых вод единичной высоты в пласте-прямоуголь­
нике [2]. Для этого необходимо вычислить следующий интеграл:

s(x, у, t) L
46 ] /а а

■̂ /------ Дs{x, у, t)
V '

(21)

где S (х, у, t) — функция, описывающая растекание бугра грунтовых вод 
единичной высоты для пласта-прямоугольника, значение которой при­
ведено в работе {2] для различных предельных условий на границах пла­
ста-прямоугольника.

Если все четыре границы пласта-прямоугольника непроницаемы, то

S (х, у, t ) =  t [S(X2 , t) — S(Xi, t) +  S(X3 , t) — S(X4 , "X

X [Sjy^rt) — s(^i, t) -f s(^3 , l )  — s ^ 4 , l ) l , (22)
где

Уі =
у — L —

" . г/2 У Л- h —
L L

Уз У i
к

Уі̂ У +  W 
L

При всех четырех проницаемых границах функция s {х, у, t) при­
нимает вид

Г(хГ ^  о  =  [S {Х̂ , t) — S f) —  S (Хз, о  +  S (Ę) Óf X

X [s (^, t) — S (Ў і, f) + S ІЎІ, t ) —s {у̂ , f)], (23)
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где

S (а , t) =
Jt

OO

1 :-/2=1
п

(24)

Чтобы записать выражение для 5 {у, /), необходимо в (24) х заменить
на у. а д на Ят, %= —̂  .

Iy
Если одна из границ области, например х=  непроницаема, то 

функция, описывающая растекание бугра, имеет вид (22), где в первой
квадратной скобке функции s (х, t) заменены на функции

OO

Т(х, D = —̂  V ---- 5 * Sin п{п — 0,5) Г. (25)
Я п 0,5

/2=1
В случае непроницаемости двух непараллельных границ в (22) необхо­
димо заменить все формулы 5 (х, /) и 5 {у, t) на T (х, t) ^ T {у, t).

Аналогичным образом записываются решения для любых комбина­
ций предельных условий на границах пласта-прямоугольника.

Таким образом, чтобы получить решение поставленной задачи, не­
обходимо вычислить три типа следующих интегралов:

to ”
N{Xi, l/j, 7 ) =  f  — —  Xп п

іл /2=1

X
OO

У—я т
/72=1

X Щ  Л  у .
dx
Vl

OO OO

X= — sin п я Xi sin т я yj j* (̂ 2+Х2/?г2) T

/2=1 /72=1 ti

Интегрирование дает следующую первообразную функцию:

dx

N {Xi, yj, t)-~
я ^ | / я

OO

у
/2 =  1

I Sin п я X,. у -
sin т я уJ

/72= 1

X

x e r f [ ] ^  {tî  +  t я ]  . 

Аналогично можно записать

(26)

N*{Xi, yj, t) 4 V l  .P =  >  Sin га я X,
п ~ 1

OO

I
/72= 1

sin (т — 0,5) я у I
(д?—0,5) Y  — 0,5)“̂̂

X

X erf |я  ]/" [п̂  +  — 0,5)̂ ] 1 1 (27)
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JX̂ у  л у ,
п = 1

sin (п — 0,5) я Xi 
п — 0,5

X

X
OO

i :т - 1

sin {т — 0,5) я Уі
(тп-0,5) V{n-(),bf+%? (m-0,5)2 егі{я |/'[(rt_0,5)M -y(/n-0,5)"] }̂.

(28)

Причем в выражении (27) в зависимости _от сочетания предельных ус­
ловий на границах пласта-полосы Xi w у  ̂ совместно с п и т могут 
меняться местами.

Для практического использования решений необходимо выражения 
для функций N, iV*, протабулировать, и тогда расчеты можно вести 
по формуле

S (X, у, t) - Ix
46 ] /а а

4 4

S S
I = I  / = I

N (Xi, t/j, t) (29)

в которой знаки перед каждым слагаемым, как и само значение функ­
ции, берутся в зависимости от предельных условий на границах пласта 
в соответствии со знаками в формулах (22) и (23).

Например, если все четыре границы пласта непроницаемы, то в со­
ответствии C (22)

s(x, у, t) 1
46 Y  а

г/2 , f) — N (Xi, Уз, t) -f N (х̂ , у ,̂ t) —

— N {x̂ , t) — N (Z, t) Ar N (Г|̂ , t) — N  (х7 г/ł, t) A-

+  N (х̂ , t) + N (Y, Уз,1) — N (Y, Y,T) — N (Y, г/з, t) —

— ^  (Xi, г/з, О — гУ (Y, Y,  f) — N, (х7, Y, f) — N (Xg, Y., О +

+  ^  (Xi, г/4, t) . (30)

При всех проницаемых границах в (30) следует лишь поменять 
знаки Б соответствии (23). В случае непроницаемости двух непарал­
лельных границ в__(29) необходимо функции N (х̂ -, у 1)  заменить на 
функции iV** {xi, у^,  t). Если одна из _гра_ниц проницаема или непро­
ницаема, то используются функции N"̂ {xiy у t), а знаки записываются 
в соответствии со знаками, получаюыхимися в итоге, например, перемно­
жения выражений первой скобки в (2 2 ) на выражение второй скобки 
(23), если проницаемая граница пласта х=  и т. д.

Далее перейдем к рассмотрению растекания бугров грунтовых 
вод при переменной интенсивности инфильтрации второго вида.

Чтобы получить решение для неограниченного пласта, необходимо 
1в (3) вместо

Y a t
значение интеграла вида

подставить величину т. е. необходимо найти
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Его приближенное значение будет

4̂ 1̂ 2 Г /  ̂ H . Ц  2̂
/ l -

4
я

+

я
' ‘  ̂ g-ET dx —
Зт̂ + 9х»

Яі?̂ 2 i f t  ( — ет)
е Ц%1 ,

1 +  —  8̂ +

}Ą + %1
+ 18

е~°-̂  Е»
18 Iu

(31)

Тогда изменение зеркала грунтовых вод с учетом (8), (9) и (31) можно 
рассчитать по формуле

 ̂ У  1 ,  I =  /,; (32)
лб

/=1

У 1 (Яі, ^2, /), 1 2 (Яі^ Я4, f ) ,  /3(^2, Я3, f ) j  /4 (Я3, Я4, У)

вычисляются по (31), а

 ̂ X  +  Ь  +   ̂ 1 _
^  "  2  ̂ 2 V ~ I   ̂  ̂ 2 V  а

„ I . =
2 У а

Для полуограниченного пласта решение (32) принимает вид

S = Qi
лб i :/=1

{ f i + i n (33)

где /j* вычисляются по формуле (31), в которую подставляются со­
пряженные (относительно границы) значения

Для пласта-квадранта решения записываются по (20), куда вместо
Ii подставляются интегралы Д*.

Решение задачи о растекании бугра грунтовых вод для пласта-по­
лосы можно найти из (16), заменив в этой формуле —т =  на Qie~~~̂ ,

У  a t
т. е. можно записать

S = ЧЯг ]
2 8а

Г* Г — 2 T _
J ( 1 + Р Д ^ -------------------------  [Рд: (sin « я  X i -
и M = I

— sin я я Х2) — (sin я я Xg — sin я я Х4)] erf У%
2У

— erf ___^
2

e - < ^ d T , (34)
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г Il
где Y = — ~ у  ^ остальные обозначения соответствуют формуле (16).

Введем следуюнхую функцию;

2N(x, у, t) V - L s i

п=\
S in n n x I  {у, t), (35)

где

<*'•'»“ 1 (ттт —  (/22тг2 -Ь 7 ) T

+  f  4- у)
6 /  +  у

_j____ /̂з

erf К  Y) ^3 -  erf ] /  -[ - у)

^_(я2тг2 + ̂ )7з

6 V n  I V l V t
(36)

Тогда общее решение для рассматриваемого случая можно записать 
в виде

* =  W T  +  Ś  [ «  й -  й .  о  +

+  P^H V ,  у̂ , о]^ (37)

Чтобы получить решение для пласта-полуполосы необходимо фор­
мулу (37) применить также для отраженных относительно поперечной 
границы бассейнов и результаты просуммировать по формуле (12).

Решение для пласта-прямоугольника для рассматриваемого случая 
согласно (21) будет иметь вид

s{x, у, t) =   ̂ "  -■ "
Aba

I" S (х, у ,  х )  е d  X, (38)

где функция S {х, у, т) имеет тот же вид, что и в первом случае, т. е. 
определяется формулами (22) и (23).

Для построения решения, которое можно было бы использовать 
в практических расчетах, необ.ходимо вычислить следующие интегралы:

M (Д-. Ур о =  -  —
І2 /г=1

_riZ irrZ .г •е Sin п  я  X: X

X
п

OO

i :m-=l

I T •—  е smmnyi
т
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SП=1

Аналогично

S in  п Jt Xi 
п

Sin т я У:
т [{п̂  +  л? +  Ц

т=1

[{n̂Ą- Г.2+Х] тЫ

(39)

уP О =
Sin п л X;

п^\
X

X

OO

Sт ---1

sin {т — 0,5) я yj6—{тг2[п2-ьХ2(т—0,5)П + Т> ^
(т  — 0,5) {я̂  [п̂  + к^{т — 0,5)̂ ] +  Yl

(40)

yj ,  t) - я^
sin in — 0,5) л Xi 

п — O^ X

X

OO

S
т=\

sin (m — 0,5) я yj) е
{ т -  0,5) {я2 [{п- 0,5)2+^2 { т -  0,5)̂ ] +  у}

(41)

Подставляя полученные формулы, которые можно протабулировать 
в (38), получаем расчетные формулы, аналогичные выражению (29), 
где перед квадратной скобкой стоит множитель ^і/4б. Замечания отно­
сительно учета предельных условий на границах пласта остаются такие 
же, как и к (29).

Результирующее изменение поверхности грунтовых вод под дей­
ствием нескольких бассейнов подсчитывается по принципу суперпозиции.

Рассмотренные здесь расчетные схемы инфильтрационного питания 
потока грунтовых вод из бассейнов охватывают большое количество 
вариантов расположения (прямоугольных в плане) инфильтрационных 
бассейнов относительно границ пласта и существенны для практическо­
го прогнозирования искусственного регулирования запасов подземных 
БОД. Полученные решения имеют вид, поддающийся табулированию 
C использованием ЭЦВМ.

Для дальнейших разработок представляет интерес рассмотрение 
многослойных сред.
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