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Аннотация. В работе рассмотрены особенности моделирования процесса индентирования сферическим 

индентором при различных коэффициентах упрочнения n исследуемого материала. С помощью метода 

конечных элементов получены диаграммы индентирования материала с заданными свойствами, близкими 

к стали Ст3. Выявлено изменение расчетных значений твердости и модуля упругости при увеличении 

значения n. Получены значения n, при которых упругие свойства в виде модуля упругости при 

индентировании EIT наиболее совпадают с заданным значением в 200 ГПа. Построены профили сечения 

зоны индентирования для различных n. 
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Abstract. The paper examines the features of modeling the process of indentation by a spherical indenter at various 

strain hardening exponent n of the material under the study. Indentation curves for a material with specified 

properties close to St3 steel were obtained using the finite element method. Difference in calculated hardness and 

Young’s modulus with increasing n value was revealed. The values of n were identified at which the elastic 

properties in the form of indentation modulus EIT most closely coincide with the specified value of 200 GPa. The 

cross-sectional profiles of the indentation zone were built for different n. 
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Введение. При компьютерном моделировании 

процессов деформации ключевую роль играет опи-

сание поведения материала при определенной 

нагрузке. В случае моделирования процесса инден-

тирования важно учитывать функцию упрочнения 

материала, так как при индентировании возникают 

напряжения, превышающие предел текучести мате-

риала σy. Возможности метода конечных элементов 

применительно к задачам моделирования процесса 

контактного взаимодействия позволяют оценить та-

кие явления как навал и прогиб в зоне деформации. 

В дальнейшем это позволит учесть влияние указан-

ных факторов при разработке методик обработки 

экспериментальных данных при измерении механи-

ческих свойств методами инструментального ин-

дентирования (ИИ). 

Методы. Для решения задачи моделирования 

контактного взаимодействия при индентирова-

нии применяется метод конечных элементов 

(МКЭ) в среде COMSOL Multiphysics. Решение 

осуществляется временным решателем для осе-

симметричной геометрии. Для описания поведе-

ния материала при деформации используется мо-

дель степенного закона, также используемая в ре-

шениях задач индентирования в работах [1, 2] и 

представленная в формуле (1). В процессе моде-

лирования сравнивается поведение материала при 

различных коэффициентах упрочнения n = [0,0–1,0] 

с шагом 0,1. Для испытуемого материала заданы 

модуль упругости E = 200 ГПа и предел текучести 

σy = 250 МПа.  

σ = Kεn при ε > εy,                               (1) 

где K – константа материала; εy – деформация при 

пределе текучести; n – коэффициент упрочнения. 

Контактная глубина hc для расчета твердости 

HIT и модуля упругости EIT при ИИ вычисляется 

двумя способами. Первый основывается на рас-

чете глубины при индентировании шаром и опи-

сывается формулой (2) [3, 4].  

hc = (hmax + hf) / 2,                                (2) 

где hmax – максимальная глубина внедрения отно-

сительно поверхности материала, hf – остаточная 

глубина, при которой нагрузка уже отсутствует.  
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Второй способ основан на построении касатель-

ной в области разгружения (метод Оливера-Фарра) 

[5]. В таком случае используется формула (3).  

hc = hmax – ε (hmax – hr), (3) 

где hr – точка пересечения касательной с осью 

глубины h, ε – коэффициент, учитывающий форму 

индентора. Для сферического индентора ε = 0,75. 

Применимость разных способов обоснована в [6].  

Результаты. Построенные в процессе модели-

рования диаграммы индентирования представ-

лены на рисунке 1. Значения по глубине инденти-

рования нормированы относительно hmax для ви-

зуальной демонстрации изменения угла наклона 

этапа разгружения. Действительная глубина же 

уменьшалась с увеличением n 1057 нм до 586 нм 

соответственно. Расчет твердости HIT представлены 

в таблице 1 (справочное значение твердости для 

аналогичного материала Ст3 –131 HB ≈ 1,3 ГПа).  

 

Рисунок 1 – Диаграммы индентирования P(h) 

Таблица 1 – Твердость HIT, ГПа в зависимости от 

способа расчета для некоторых n 

n 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

hc (hf) 0,83 0,98 1,19 1,45 1,72 1,96 

hc (hr) 0,85 1,01 1,24 1,53 1,84 2,09 

Изменение угла наклона этапа разгружения 

влияет на вычисление модуля упругости. Резуль-

таты его расчета относительно двух способов 

представлены в таблице 2. Для обоих методов де-

монстрируется снижение расчетных значений мо-

дуля упругости при возрастании n, однако расчет 

через остаточную глубину hr фиксирует большую 

ошибку относительно опорного значения 200 ГПа 

(максимальное относительно отклонение 23 % 

против 16 %). При этом ошибка в классическом 

методе Оливера-Фарра (hc(hr)) при МКЭ также 

выявлена в [7], где наблюдается завышение мо-

дуля упругости.  

Таблица 2 – Модуль упругости EIT, ГПа в зависимости 

от способа расчета для некоторых n 

n 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

hc (hf) 246 235 223 208 196 190 

hc (hr) 202 186 176 169 168 168 

При анализе профилей индентирования ис-

пользовалась геометрия после разгрузки. Про-

фили сечения зоны индентирования для разных n 

представлены на рисунке 2. Для обеспечения 

сравнения данные глубины индентирования нор-

мированы в соответствии с [3]: z/h для оси сим-

метрии z и r/a для радиальной координаты r, где a – 

радиус контакта при индентировании. Такая 

форма профилей индентирования сходится с [8] и 

имеет общий вид увеличения навала при умень-

шении n. Явление навала четко идентифициру-

ется при n < 0,3.  

 

Рисунок 2 – Сечение зоны индентирования 

Выводы. Полученные результаты позволяют 

оценить зависимость расчетных механических 

свойств по методу ИИ при увеличении коэффици-

ента упрочнения n. Зависимость для твердости 

имеет монотонно возрастающий характер, для 

модуля упругости – монотонно убывающий. По-

строенная модель может быть использована для 

анализа контактно-ударного взаимодействие. В 

этом случае потребуется более точная оценка про-

филей зоны индентирования в момент максималь-

ной нагрузки Pmax.  
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