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Abstract. We consider a mixed problem for the wave equation with discontinuous initial conditions and a 

noncharacteristic boundary condition. This problem models a longitudinal impact on the free end of a finite rod of 

constant cross-section. We seek a classical solution for the problem under consideration and establish conditions 

for its existence and uniqueness. 
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In this report, we consider the following boundary 

wave problem 

(𝜕𝑡
2 − 𝑎2𝜕𝑥

2)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥),   

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ (γ(𝑡), 𝑙),                      (1) 

𝑢(0, 𝑥) = φ(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = ψ(𝑥) − 

−{
0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙),
𝑣, 𝑥 = 𝑙,

 𝑥 ∈ [0, 𝑙],                  (2) 

α(𝑡)𝜕𝑡𝑢(𝑡, γ(𝑡)) + β(𝑡)𝜕𝑥𝑢(𝑡, γ(𝑡)) + 

+ θ(𝑡)𝑢(𝑡, γ(𝑡)) = μ1(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞),      (3) 

𝜕𝑡
2𝑢(𝑡, 𝑥 = 𝑙) + λ𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥 = 𝑙) = 

= μ2(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞),                     (4) 

where γ(0) = 0, 𝛾′(𝑡) ∈ (−𝑎, 𝑎), 𝑡 ∈ [0,∞), the 

curves 𝑥 = γ(𝑡) and 𝑥 = 𝑙 do not intersect, the 

boundary condition (3) is nowhere characteristic, i.e., 

α(𝑡) ≠ 𝑎−1β(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞). 
The mixed problem (1)–(4) models of displace-

ment 𝑢(𝑡, 𝑥) of the cross sections of the rod, which is 

subjected at the initial moment 𝑡 = 0 to an impact on 

the free end 𝑥 = 𝑙 by a load that sticks to the rod, 

where 𝑙 is the initial length of the rod, 𝑣 is the velocity 

of the impacting load, 𝑎 = √𝐸ρ−1, and λ = 𝑆𝐸𝑀−1, 

where 𝐸 > 0 is Young’s modulus of the rod material, 

ρ > 0 is the density of the rod material, 𝑆 > 0 is the 

cross-sectional area of the rod, 𝑀 > 0 is the mass of 

the impacting load. The boundary condition (3) mod-

els different ways of fixing the end 𝑥 = γ(𝑡) of the 

rod, e. g., if we assume α(𝑡) = 𝑆ργ′(𝑡), β = 𝑆𝐸, and 

θ ≡ 0, then we obtain the free end [1–3].   

Let us introduce the functions  

γ+: [0,∞) ∋ 𝑡 ↦ γ(𝑡) + 𝑎𝑡, 

γ−: (−∞, 0] ∋ 𝑡 ↦ γ(𝑡) − 𝑎𝑡, 

and let the functions Φ+ and Φ− are the inverses of 

the functions γ+ and γ−, respectively. Assertions 1 

and 2 of the paper [4] guarantee the existence of 

the functions Φ+ and Φ−. 

To solve the problem (1)–(4), we divide the do-

main 

𝑄 = {(𝑡, 𝑥) ∶ 𝑡 ∈ (0,∞) ∧ 𝑥 ∈ (γ(𝑡), 𝑙)}, 

by the characteristics 𝑥 − 𝑎𝑡 = γ−(𝑟𝑖) and 𝑥 + 𝑎𝑡 =

𝑙 + 𝑎𝑙𝑖, 𝑖 ∈ {0} ∪ ℕ, into subdomains 𝑄(𝑖,𝑗): 

𝑄(0,0) = 𝑄 ∩ 

∩ {(𝑡, 𝑥) ∶ 𝑥 − 𝑎𝑡 ∈ [0, 𝑙] ∧ 𝑥 + 𝑎𝑡 ∈ [0, 𝑙]}, 

𝑄(1,0) = 𝑄 ∩ 
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∩ {(𝑡, 𝑥) ∶ 𝑥 − 𝑎𝑡 ∈ [γ−(𝑟1), 0] ∧ 𝑥 + 𝑎𝑡 ∈ [0, 𝑙]}, 

𝑄(0,1) = 𝑄 ∩ 

∩ {(𝑡, 𝑥) ∶ 𝑥 − 𝑎𝑡 ∈ [0, 𝑙] ∧ 𝑥 + 𝑎𝑡 ∈ [𝑙, 𝑙 + 𝑎𝑙1]}, 

𝑄(𝑖,𝑗) = 𝑄 ∩ 

∩ {(𝑡, 𝑥) ∶ 𝑥 − 𝑎𝑡 ∈ [γ−(𝑟𝑖), γ−(𝑟𝑖−1)] ∧ 

∧ 𝑥 + 𝑎𝑡 ∈ [𝑙 + 𝑎𝑙𝑗−1, 𝑙 + 𝑎𝑙𝑗]}, 𝑖 ∈ ℕ, 𝑗 ∈ ℕ, 

where 𝑟0 = 𝑙0 = 0, 𝑙𝑖 = 𝑟𝑖−1 + 𝑎
−1(𝑙 − γ(𝑟𝑖−1)), 

𝑟𝑖 = Φ+(𝑙 + 𝑎𝑙𝑖−1), 𝑖 ∈ ℕ. 

 
Figure 1 – Partitioning of the domain 𝑄  

Definition 1. A function 𝑢 is a classical solution 

of the problem (1)–(4) if it is representable in the form 

𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2, where 𝑢1 is a classical solution of the 

problem (1)–(4) with 𝑣 = 0 and 𝑢2 satisfies Eq. (1) 

with 𝑓 ≡ 0, the initial conditions 

𝑢2(0, 𝑥) = 𝜕𝑡𝑢2(0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙],          (5) 

the boundary conditions (3) and (4) with µ1 = µ2 ≡
0, and the following matching conditions: 

[(𝑢2)
+ − (𝑢2)

−](𝑡, 𝑥 = γ−(𝑟𝑖) + 𝑎𝑡) = 0, 

𝑖 ∈ {0} ∪ ℕ,                         (6) 

[(𝑢2)
+ − (𝑢2)

−](𝑡, 𝑥 = 𝑙 + 𝑎𝑙𝑖 − 𝑎𝑡) = 0, 

𝑖 ∈ {0} ∪ ℕ,                          (7) 

[(𝜕𝑡𝑢2)
+ − (𝜕𝑡𝑢2)

−](𝑡, 𝑥 = 𝑙 + 𝑎𝑙𝑖 − 𝑎𝑡) = 

= {
0, 𝑖 ≡ 0 (mod 2),

−𝑣, 𝑖 ≡ 1 (mod 2),
 𝑖 ∈ {0} ∪ ℕ.      (8) 

Here (⋅)± are the limit values of the function 𝑢 and 

its partial derivatives on different sides on the charac-

teristic 𝑥 = 𝑟(𝑡), i.e., 

(𝜕𝑡
𝑝
𝑢)

±
(𝑡, 𝑟(𝑡)) = lim

𝛿→0+
𝜕𝑡
𝑝
𝑢(𝑡, 𝑟(𝑡) ± 𝛿). 

The conditions (6) and (7) follow from the continuity, 

and the condition (8) is derived from the physical as-

sumptions [5]. Note that Definition 1 gives a physi-

cally correct solution only under the additional con-

dition 𝛾′(𝑟2𝑖−1) = 0, 𝑖 ∈ ℕ. 

Theorem 1. Let the smoothness conditions 𝑓 ∈

𝐶1(𝑄), φ ∈ 𝐶2([0, 𝑙]), ψ ∈ 𝐶1([0, 𝑙]), μ1 ∈

𝐶1([0,∞)), μ2 ∈ 𝐶([0,∞)), 𝛾 ∈ 𝐶
2([0,∞)), α ∈

𝐶1([0,∞)), β ∈ 𝐶1([0,∞)), θ ∈ 𝐶1([0,∞)), be 

satisfied. The mixed problem (1) – (4) has a unique 

classical solution 𝑢 in the sense of Definition 1 if and 

only if the following conditions are satisfied: 

μ1(0) = α(0)ψ(0) + β(0)φ
′(0) + θ(0)φ(0), 

μ1
′ (0) = α′(0)ψ(0) + β′(0)φ′(0) + θ′(0)φ(0) + 

+ θ(0)(ψ(0) + γ′(0)φ′(0)) + 

+ α(0)(𝑓(0,0) + γ′(0)ψ′(0) + 𝑎2φ′′(0)) + 

+ β(0)(ψ′(0) + γ′(0)φ′′(0)), 

μ2(0) = 𝑓(0, 𝑙) + 𝑎
2φ′′(𝑙) + λφ′(𝑙). 

The results obtained in this report generalize and 

extend the previously known theorems [6–11]. 
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Аннотация. Представлен микроскоп с лазерной системой освещения, обеспечивающий качественную ви-
деорегистрацию структуры Blu-ray диска при его поперечных перемещениях. Видеорегистрация произво-
дилась на длинах волн излучения 405, 532 и 632,8 нм без удаления защитного слоя. Для формирования 
изображения использован стандартный объектив ЛОМО МИ 90х/1,25, иммерсионная жидкость – дистил-
лированная вода. Параметры оптической системы позволяют получать изображение с высоким попереч-
ным разрешением без повреждения диска.  
Ключевые слова: микроскопия, косое освещение, видеорегистрация структуры, Blu-ray диск с фильмом. 

LASER MICROSCOPE FOR VIDEO REGISTRATION OF BLU-RAY DISC STRUCTURE 

Agashkov A. 

Institute of Physics of the NAS of Belarus 
Minsk, Republic of Belarus 

Abstract. We present a microscope with a laser illumination system, it provides qualitative video recording of the 
Blu-ray disc structure during its transverse movements. Video recording was performed at wavelengths of 405, 
532 and 632.8 nm without removing the protective layer. A standard LOMO MI 90x/1.25 lens was used to form 
the image, and the immersion liquid was distilled water. The parameters of the optical system make it possible to 
obtain an image with high transverse resolution without damaging the disc. 
Key words: microscopy, oblique illumination. video recording of structure, Blu-ray movie disc. 
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Введение. Оптические микроскопы дальнего 

поля являются очень эффективными устройствами 

для получения изображения структуры объектов с 

поперечным разрешением порядка 200 нм. Основ-

ным ограничением оптической микроскопии 

является предельное разрешение, в соответствии с 

теорией Аббе определяемое выражением 

r = λ0/2nsinθ = λ0/2NA,  (1) 

где λ0 – длина волны света в вакууме; n – показа-

тель преломления среды между объектом и объ-

ективом; θ – половинный угол наиболее наклон-

ных лучей, попадающих в объектив; NA – числовая 

апертура объектива. При более детальном рассмот-

рении необходимо также учитывать состояние по-

ляризации и степень когерентности световой волны, 

а также параметры конденсора [1].  

Для улучшения пространственного разреше-

ния микроскопов был предложен метод, в соот-

ветствии с которым вплотную к исследуемой по-

верхности размещались микролинзы [2]. Иссле-

дования в данном направлении продолжаются по 

настоящее время. В большинстве случаев в каче-

стве тестовых объектов используются Blu-ray 

диски (BD) с периодом 320 нм. К недостаткам 

микроскопов с микролинзами можно отнести 

необходимость предварительного удаления за-

щитного слоя BD толщиной 100 μм, ограничение 

области исследуемой поверхности размерами 

микролинз, малая информативность – на полу-

ченных изображениях видны только треки без за-

писанных данных. Использование микроволокон 

[3] позволило увеличить только размер исследуе-

мой области в одном направлении.  

Применение дополнительной твердой иммер-

сионной линзы, контактирующей с поверхностью 

защитного слоя, увеличило числовую апертуру 

объектива микроскопа до значения NA = 1,4 для 

длины волны света 405 нм. В режиме критиче-

ского освещения это позволило зарегистрировать 

питы данных [4]. Недостатками данной системы 

является отсутствие мобильности в выборе реги-

стрируемой области поверхности диска и возмож-

ное повреждение его защитного слоя.  

В работе [5] представлен проекционный мик-

роскоп с лазерной системой освещения, характе-

ризующийся высокой яркостью и контрастностью 

изображения субмикронных объектов.  

Цель данной работы – экспериментальное под-

тверждение перспективности использования моди-

фикации данного микроскопа по методу косого осве-

щения для мобильной регистрации структуры BD.  


