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Трехмерный сплайновый вариант метода конечных элементов приме-
нен для определения напряженно-деформированного состояния торои-
дальной оболочки с локальным углублением на внутренней поверхности. 
Выполнены численные эксперименты, отмечены закономерности измене-
ния напряженно-деформированного состояния оболочки при изменении 
геометрических параметров углубления. 

Введение. Наличие различных дефектов, в частности, углублений  
в элементах конструкций, приводит к концентрации напряжений в этой 
области, что может стать причиной разрушения конструкции [1; 2]. Экспе-
риментальному и теоретическому исследованию оболочечных конструк-
ций с дефектами различного рода посвящены, в частности, работы [3–9]. 

В оболочках, предназначенных для хранения и транспортировки раз-
личных жидких сред, на внутренней поверхности возникают локальные 
коррозионные углубления. Концентрация напряжений в области локаль-
ных углублений может стать источником разрушения. В связи с этим 
большой научный и практический интерес представляют исследования по 
определению напряженно-деформированного состояния (НДС) в оболоч-
ках при локальном изменении их геометрических параметров, в частности, 
в области локальных углублений. 

Несквозные трещиновидные дефекты в тонкостенных оболочках рас-
смотрены в [4], дефектные зоны в трубопроводах исследованы в [5].  

Многие исследования по оценке НДС тонкостенных конструкций 
проводятся на основе метода конечных элементов (МКЭ). Оболочечные 
конечные элементы рассмотрены, в частности в монографиях [7; 8]. Идея 
двумерного сплайнового варианта МКЭ, сочетающая параметризацию сре-
динной поверхности всей рассматриваемой области и метод конечных 
элементов с бикубической аппроксимацией искомых переменных в преде-
лах каждого элемента, была изложена в [10–12]. Расчеты оболочек слож-
ной формы в двумерной постановке методом конечных разностей приве-
дены в [9]. 

Однако для оценки НДС элементов тонкостенных конструкций с ло-
кальными несквозными дефектами необходимо исследовать в трехмерной 
постановке, в частности, как в [6; 13–15]. В работе [16] рассмотрена мето-
дика расчета тороидальных оболочек на основе МКЭ с изломом срединной 



123 

поверхности. В [17] расчет оболочек произведен с применением объемного 
восьмиугольного конечного элемента. Для произвольно нагруженной обо-
лочки вращения в [18] разработан шестигранный объемный конечный эле-
мент с неизвестными в виде перемещений и напряжений. В работе [19] из-
ложен алгоритм расчета конструкции в форме эллиптического цилиндра на 
основе МКЭ с интерполяцией полей перемещений, в котором используется 
четырехугольный криволинейный конечный элемент с восемнадцатью 
степенями свободы в узле. 

В данной работе исследовано НДС тороидальной оболочки с локаль-
ным углублением, расположенным на внутренней поверхности оболочки  
в трехмерной постановке и выполнены численные эксперименты. 

Основные соотношения трехмерного сплайнового варианта метода 
конечных элементов. Трехмерный сплайновый вариант МКЭ сочетает 
параметризацию всей рассматриваемой трехмерной области и метод ко-
нечных элементов с кубической аппроксимацией искомых переменных.  

Радиус-вектор точки рассматриваемой трехмерной области фрагмента 
тороидальной оболочки толщиной h запишем в виде: 

 
    cos( ) (cos sin ) sin( ) ,n o or R R hz i j R hz k             
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где Ro – радиус окружности в поперечном сечении оболочки, Rn –расстояние 
от оси вращения до центра образующей окружности (рисунок 1). 
 

 
 
Формула (1) вводит криволинейные координаты t1, t2, t3, в которых  

образ тела оболочки представляет собой единичный куб. Радиус-вектор 
точки оболочки с локальным углублением представим следующим  
образом: 

 
 
 
 

Рис. 1. Фрагмент тороидальной оболочки 
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Здесь a, b, γ – параметры, характеризующие дефект; 
21 , pp tt  – коорди-

наты центра дефектной области; hp – минимальная толщина оболочки  

в дефектной области в точке 
2211 , pp tttt  .  

Дифференцируя соотношения (1) и (2) по t1, t2, t3, определяем ковари-
антные компоненты метрического тензора g ij: 
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Исходя из (3), определяем символы Кристоффеля: 
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Разрешающие соотношения выводим из вариационного уравнения 

Лагранжа: 
 

d d di i
i i

V V S

W V f u V p u S        ,                            (5) 

 
где W – удельная потенциальная энергия деформации трехмерного тела; 

f i, p i – компоненты вектора массовых и поверхностных сил; 
 – массовая плотность; 
ui – компоненты вектора искомых переменных; 
S – поверхность боковых граней тела. 
Рассматриваемую область единичного куба разбиваем на конечные 

элементы и решение u1 = u, u2 = v и u3 = w в каждом из них представляем  
в виде интерполяционного кубического сплайна трех переменных [11–13]: 
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где 1 2 3, ,    – векторы координатных функций по трем соответствующим 
координатным линиям; 

FU, FV, FW – трехмерные матрицы компонент искомых неизвестных u, 
v, w и его производных соответственно. 

Подставляя вариации перемещений и деформаций, учитывая незави-
симость узловых перемещений и их производных, после ряда преобразова-
ний задача сводится к системе алгебраических уравнений вида 

 
[ A ] { U }= { R }, (7) 

 
где [A] – матрица жесткости системы ленточной структуры, {U} – вектор 
неизвестных, {R} – вектор нагрузки. 

Сплайновый вариант МКЭ обеспечивает непрерывность полей пере-
мещения и его первых производных в рассматриваемом пространстве ис-
следуемого тела, что позволяет получать необходимые результаты при не 
большом количестве конечных элементов [11; 14].  

Численные эксперименты. Рассмотрена часть тороидальной оболоч-
ки, жестко защемленной по торцам наружной поверхности. Оболочка 
находится под внутренним давлением p = 100 кГ/см2. Параметры оболоч-
ки: модуль упругости Е = 2 100 000 кГ/см2; коэффициент Пуассона  = 0,3; 
толщина h = 0,9 см; радиусы Rn = 123 см, R0 = 41 см (рисунок 1). Разбиение 
на конечные элементы: 8 – по t1 , 8 – по t2, 1 – по t3. Численные экспери-
менты проведены для оболочки с локальным углублением на внутренней 
поверхности при a = b = d/ 2. Рассмотрены диаметры зоны углубления: d = 
= 18 см; d = 24 см; d = 30 см при глубинах дефекта t = 0,2h, 0,4h, 0,6h , где 
h = 0,9 cм – толщина стенки трубы, pt h h  . 

Исследовано 3 варианта расположения внутреннего дефекта (рису-
нок 2): Для варианта 1 центром дефекта в угловых координатах   и  , вы-
брана точка (0, / 4 ), для варианта 2 – ( / 2 , / 4 ), для варианта 3 –  
(  , / 4 ). На рисунке 3 приведены точки области дефекта (1, 2, 3, 4, 5) в 
которых вычисляются интенсивности напряжений. 
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