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К РАСЧЕТУ УРОВНЯ ПОДЗЕМНЫХ ВОД ПРИ РАБОТЕ 
ВЕРТИКАЛЬНОГО ДРЕНАЖА

В основе гидрогеологических расчетов вертикального дренажа при 
неустановившейся фильтрации лежат известные решения линейного 
уравнения теплопроводности и диффузии [10, 12]:
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доВ котором коэффициент пьезопроводности (уровнепроводаости) 
имеет одну и ту же величину в каждой точке пласта и, следовательно, 
не зависит от величины пластового давления и его депрессии S. На этом 
основании определение коэффициента пьезопроводности производится 
двумя способами: по графикам прослеживания уровня в скважинах 
(пер'вый способ) и в лабораторных условиях путем сжатия жидкостей 
и образцов горных пород в пределах сохранения закона Гука (второй 
способ).

В результате опытов установлено, что коэффициент пьезопроводно­
сти находится в определенной зависимости от величины пластового дав­
ления [1, 2, 5, 7, 13]. Но так как при отборе жидкости из пласта проис­
ходит изменение пластового давления во времени и в пространстве, то 
в общем случае в однородном по проницаемости пласте коэффициент 
пьезопроводности является функцией пространственных . координат и 
времени [4]. Исследуем этот вопрос для частного случая, когда скважи­
на C постоянным дебитом Q =  Const пущена в эксплуатацию в неограни­
ченном по простиранию и однородном по проницаемости пласте постоян­
ной мощности (Zi =  Const).

Для данной задачи решение уравнения (1) получено Тейсом в сле­
дующем виде:

It
2,25а^

(2)

где — понижение уровня (пластового давления) в точке г на мо­
мент времени t при данном Q =  C o n s t ; і'т — тангенс угла наклона гра­
фика прослеживания уровня 
формуле

=Z(Int) к оси Int, определяемый по

It Q Srt,—Si
Ar.(khl\i)T ln(ts/tx)

=  const. (3)
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где (̂ Л/м.)т =  Q/4itiT =  const — коэффициент проводимости по Тей- 
су, определяемый с учетом фактора времени по формуле (3); \i, k — 
соответственно вязкость жидкости и коэффициент проницаемости пласта 
[10, 12].

В любой момент времени / =  C o n s t для двух значений г уравнение 
( !)  переходит в уравнение Лапласа, а его решение (2) соответственно 
в решение уравнения Лапласа или известную формулу Дюпюи (5, 6, 7]:

Q
2 я ( М / р . ) д  {Sr 

\п{Гі!Гі) (4)

где {khl\K)jx — коэффициент проводимости по Дюпюи, определяемый 
по уравнению депрессионной поверхности без учета фактора времени. 
Из (4) имеем:
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где /д — тангенс угла наклона депрессионной поверхности S î =  
=  /{1п г) к оси In г на момент времени / при данном Q =  C o n s t (посколь­
ку в рассматриваемой задаче неустановившаяся депрессионная поверх­
ность в пределах точности уравнения (4) передвигается параллельно 
самой себе [12], величина /д =  const Ф  f{t); при наличии открытой 
границы в пласте /д =  f{t) [7]).

Из (2) и (5) соответственно получаем

In а° =
I j

-f 2 Inr — In 2,25/ (6 )

— Ir In г, (7)

где 5°^— величина понижения уровня в точке г=1  в момент времени 
/ при данном Q =  C o n s t .

Подставляя (7) в (6), получаем

In а® =  2(1 — «)1п г +  I -р -------In 2,25/1, (8)

где

п - - Ł  =  W r t L  _  eonst.
2ІТ {kh!\ )̂jx

(9)

Опытные кустовые откачки показывают, что параметры пластов, 
определяемые в отдельности при установившейся и неустановившейся 
фильтрации, т. е. соответственно по формулам (4) и (2), нередко значи­
тельно отличаются [5, 7, 11]. Учитывая, к тому же, то обстоятель­
ство, что коэффициент пьезопроводности зависит от пластового дав­
ления, а величина последнего является функцией г и t, имеем основание 
допустить, что в обш;ем случае {khj\i)jĵ  . Тогда, согласно
(8) и (9), коэффициент пьезопроводности является функцией г (или
6 Заказ 1780
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функцией изменения пластового давления) и равенство (8) можем за­
писать так:

In — In In г, ( 10)

где Uj.— коэффициент пьезопроводности (уровнепроводности) в точке 
г при данном Q =  Const; — то же в точке г= 1 ; Ina^ — отрезок оси 
\па^, отсекаемый графиком In = f (Inr) и равный

Рис. 1. Зависимость изменения коэффициента пьезопроводности от величины 
пластового давления в лабораторных условиях (по Гаджиеву) (а) и зависи­
мость изменения коэффициента пьезопроводности от перепада давления (по­

нижения уровня) для Pct = 2 0 0  ат (6),

In а® In 2,25/;
It

( И )

X — тангенс угла наклона графика Ina^ =/(1п г) к оси In г, определяе­
мый по формуле

К = InjarJar,)
1П(Г2/Гі)

2(1 — п) =  const.

Из (10) находим

а  ̂ =  а® J

( 12)

(13)

что подтверждается многочисленными экспериментальными исследова­
ниями неустановившейся фильтрации к скважинам в натурных усло­
виях [5].

Из (7) и (13) получаем

asrt =  a s ) < e x p [ ^  — 5,^)/ід], (И )
где asrt, — соответственно величины коэффициента пьезопроводно­
сти при перепаде пластового давления и т. е. в точках г и г =  1 
в момент времени t при данном Q=const.
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функция (14) является общим интегралом дифференциального 
уравнения

Ы

J _
а

da
I s

(15)

где а — коэффициент пьезопроводности; S — изменение пластового 
давления (понижение уровня).

A=̂ O Л<0

Рис. 2. Характер графиков Sr t~ f {\ n r )  в раз­
личные моменты времени и соответствующие им 
функции In аг =  f(\n г) в случае пуска скважины 

C  различными постоянными дебитами в неограни­
ченном по простиранию пласте (по данным таб­

лицы) .

Уравнение (15) аналогично уравнению состояния капельно-сжимае- 
мой жидкости

h
dp

~dS
(16)

где — коэффициент объемной упругости жидкости; р — плотность 
жидкости [10].

Используя установленную аналогию и равенство (13), получим за­
кон изменения плотности жидкости при осесимметричной фильтрации

Pr (17)

где р, — плотность жидкости в точке г при данном Q; р° — то же в 
точке г =  1; v =  — тангенс угла наклона графика In р,, = /(In г)
к оси Inr.

Доказано, что если исходить из зависимости плотности жидкости, 
проницаемости или пористости пласта от величины пластового давле­
ния, а такая зависимость всегда имеет место в природных условиях 
[10, 12], то коэффициент пьезопроводности также будет зависеть от ве­
личины давления. Дифференциальные уравнения в таких случаях яв-
6*
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ляются нелинейными или в первюм приближении квазилинейными пара­
болического типа, и коэффициент пьезопроводности в них зависит от 
искомой функции [1, 3]. Эти уравнения в инженерной практике не полу­
чают применения (3, 10, 12]. Поэтому заслуживают внимания такие ме­
тоды вывода дифференциальных уравнений, когда зависимости пара­
метров пласта и жидкости от величины (или перепада) пластового 
давления а =  ф(5) заменяются соответствующими зависимостями этих па­
раметров от пространственных координат и времени a — ą{f{r, /)], по­
скольку в каждой конкретной задаче характер функции 5 =  / (г, t) в об­

щих чертах заранее известен из опы­
та или теории линейных дифферен­
циальных уравнений. Следуя таким 
путем, вместо громоздких нелиней­
ных уравнений мы получим относи­
тельно простые квазилинейные урав­
нения C коэффициентом пьезопро­
водности, являющимся функцией не­
зависимых переменных [7]. Подоб­
ные уравнения уже разрешимы ана­
литическими методами и, что не ме­
нее важно, приближают нас к более 
правильному пониманию механики 
неустановившегося движения под­
земных вод и их депрессионных по­
верхностей.

В качестве примера воспользу­
емся квазилинейным уравнением па­
раболического типа

Рис. 3. Характер графиков i j  — f{Q) 
и Ar =Z(Q) для различных наблю­
дательных скважин (Ar — пониже­
ние уровня в точке г на момент вре­

мени 1).
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которое непосредственно вытекает из соотнюшений (13) или (17) и лег­
ко получается известными методами [3].

Будем решать поставленную задачу следующим образом. Предпо­
ложим, что в рассматриваемом пласте существует мгновенный сток. 
Следуя Лапласу, для этого случая решение уравнения (18) получим 
в виде

t
exp

2̂—X г-г
t

ехр
Лп

(19)

От мгновенного стока перейдем к скважине с дебитом Q =  Const. 
Тогда, используя функцию мгновенного стока (19) и метод У. Томсона 
(Кельвина) [10], получим решение уравнения (18) в таком виде

(20)

Aiz(Hhln)T

X

X
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Решение рассматриваемой задачи Хейса для уравнения (18) можно 
получить также методом П. Я. Полубариновой-Кочиной [9]. Для этого 
введем новую функцию

,2—X
Г) =

4а^

Поскольку

OS
Ot
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то, переходя в (18) к новой переменной, получим

d^S . . . .  . dSГ] + (1 + л) =  0.
дг^ ‘ "  дц

Общий интеграл уравнения (22) имеет вид

дц +  Ca.
P e- ’i

= ‘ ' \ -

Вводя обозначение интегральной показательной функции

Ei
г 2 - Х

4a°rt

СО

— — r _ £ lL  
J л

г^->-/4а\ t

дц.

перепишем (23)

T̂t — - E i
^2—X

4а^
+  Ca-

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Учитывая граничные и начальные условия задачи Хейса, опреде­
ляем значения постоянных Сі и Сг и приходим к решению (20). Приме­
няя его к двум точкам пласта, получим равенство (13). К тому же, при 
Я=о уравнение (18) переходит в уравнение теплопроводности (1), а его 
решение (20) — в решение (2). При Я=0 имеет место аналогичный пе­
реход от фундаментального решения (19) уравнения (18) к фундамен­
тальному решению

It ехр
4о®̂

(26)
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уравнения теплопроводности (1). Это доказывает, что уравнение (18) 
характеризует процесс перераспределения пластового давления при не- 
установившейся осесимметричной фильтрации.

Из соотношения (13) следует, что в неограниченном по простиранию 
и однородном по проінйцаемостй пласте постоянной мощности сущест­
вуют три разновидности квазистационарной фильтрации, характеризую­
щиеся собственными законами изменения коэффициента пьезопроводно­
сти: первый (Л<0, п > 1 ), второй (Я =  0, п =1 ) и третий (Х>0, п < \ ) .

Очевидно, только при второй разновидности квазистационарной филь­
трации коэффициент пьезопроводности имеет одну и ту же величину 

в каждой точке пласта и. следовательно, не зависит от величины 
и перепада пластового давления. Эта разновидность неустановившейся 
фильтрации лежит в основе современной теории упругого режима и де­
тально йсследоваіна [10, 12].

Теперь предположим, что возмущающая скважина пущена в экс­
плуатацию C таким дебитом Q =  Const, что имеет место вторая разно­
видность квазистационарной фильтрации. В этом случае, согласно основ­
ной формуле теории упругого режима (2), в каждой точке пласта, не­
смотря на величины пластового давления и его депрессии S t̂f
коэффициент пьезопроводности будет иметь одну и ту же величину а®. 
Пусть величина =120 ат при пластовом давлении на контуре пи­
тания Pct =200 ат. Тогда, как показывают лабораторные исследования 
зависимости параметров жидкости и пласта от величины давления [1], 
в данной точке г за время t коэффициент пьезопроводности а® изме­
нится (увеличится или уменьшится) от 2 , 3 « до 2,9Т0^ сутки, т. е. 
примерно на 20—25% (см. рис. 1). Таким образом, мы видим противоре­
чие между основной формулой теории упругого режима (2), рассматри­
вающей коэффициент пьезопроводности а ® как физическую константу 
среды, независимую от величин экспериментальными исследования­
ми зависимости этой канстанты от величин р̂  ̂ [1, 2, 3] или [5].
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противоречие исключается, если коэффициент пьезопроводности, 
ВХОДЯЩИЙ в линейные и квазилинейные уравнения параболического ти­
па, рассматривать как параметр неустановившегося фильтрационного

„ ZdS dS дг\потока, зависящий от соотношения скоростей —  =  —  : —  перерас-
\ дг dt dt /

пределения пластового давления (распространения уровня) в верти­
кальных горизонтальных плоскостях (направлениях), т. е.

Рис. 5. Характер зависимости параметров X, п—I, Ig а® и Iga^ 
от интенсивности возмущения при квазистационарной фильтрации.

зависящий от уклона неустановившеися депрессионнои поверхности 

характера ее передвижения в вертикальной плоскости, проходя-
( I ) ”
щей через ось скважины (параллельно, поворотом относительно непо­
движной точки = 0  на контуре питания, волно*образно и так далее 
в зависимости от характера и интенсивности возмущения и предельных 
условий на границах области фильтрации) [7].

Такое явление можно объяснить тем, что с увеличением интенсив­
ности возмущения происходит возрастание вертикальной составляющей 

dS ^скорости —  распространения уровня. Это приводит к тому, что депрес- 
dt

сионная поверхность принимает более крутое положение, так как гори-
дг

зонтальная составляющая скорости
dt

распространения уровня не за­

висит от интенсивности возмущения, в то время как скорость снижения 
(восстановления) уровня является функцией Q. В результате с увели­
чением дебита параметр п возрастает и наблюдается переход одной раз­
новидности неустановившейся фильтрации в другую.
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Действительно, из (18) имеем:

а̂ . =  QfO/̂ 2(1-«)  ^ (27)

где

C = дг grad S
dt div(gradS)

=  const. (28)

При каждом Q =  Const параметры п и с являются константами, ве­
личина которых зависит от Q. Тогда из (27) следует, что с изменением 
дебита происходит изменение характера функций а̂ . =  f{r) vi а^ — /(Q).

Для экспериментальной проверки этого вывода нами был выбран 
практически неограниченный в плане и однородный по проницаемости 
водоносный пласт постоянной мощности, заключенный между водоне­
проницаемыми отложениями. Опытный участок состоял из наблюда­
тельных скважин гь Г2, Гз, Г4, Г5, пробуренных по лучу на расстоянии

Таблица 1
Данные опытов по изучению неустановившейся депрессионной поверхности 

при пуске скважины с различными постоянными дебитами

Q,
/сутки сутки

r̂t » ^
п, X

Qi =  120

Qa =  180

, =  304

Q4 =  400

1 1 0 , 0 0 1,45 1,25 1 , 1 2 1 , 0 0 0 , 8 6

2 11,53 1,51 1,31 1,18 1,06 0,92
4 13,06 1,57 1,37 1,24 1 , 1 2 0,98
6 13,97 1,61 1,41 1,28 1,16 1 , 0 2

1 0 15,10 1,65 1,45 1,32 1 , 2 0 1,06
i-p 5,10 0 , 2 0 0 , 2 0 0 , 2 0 0 , 2 0 0 , 2 0

{khlî )r 4,32 HO HO HO HO HO
Igflr —0,59 6,90 7,89 8,65 9,25 9,95

I 15,00 1,90 1,58 1,35 1,16 0,94
2 16,68 1,97 1,65 1,42 1,23 1 , 0 1

4 18,36 2,04 1,72 1,49 1,30 1,08
6 19,37 2,09 1,77 1,54 1,35 1,13

1 0 20,60 2,14 1,82 1,59 1,40 1,18
ij 5,60 0,24 0,24 0,24 0,24 0,24

5,90 137 137 137 137 137
lgfl/ 0,13 7,55 8,25 8,67 9,08 9,57

I 25,70 2,85 2 , 2 0 1,75 1,37 0,90
2 27,70 2,95 2,30 1,85 1,47 1 , 0 0

4 29,70 3,04 2,39 1,94 1,56 1,09
6 30,86 3,10 2,45 2 , 0 0 1,62 1,15

1 0 32,33 3,18 2,53 2,08 1,70 1,23
ii 6,63 0,325 0,325 0,325 0,325 0,325

8,37 172 172 172 172 172
Igflr 1,32 8,42 8,42 8,42 8,42 8,42

I 34,00 3,51 2,52 1,82 1 , 2 2 0,51
2 36,24 3,63 2,64 1,94 1,34 0,63
4 38,46 3,74 2,75 2,05 1,45 0,74
6 39,80 3,81 2,82 2 , 1 2 1,52 0,81

1 0 41,43 3,90 2,91 2 , 2 1 1,61 0,90
7,43 0,39 0,39 0,39 0,39 0,39

{khju.)r 9,80 187 187 187 187 187
Igar 2 , 0 2 8,65 8 , 1 0 7,72 7,38 6,96

п =  0,49, 
X =  1,02

п =  0,665, 
X =  0,67

л =  1,
X =  O

п =  1,28,
X =  —0,56
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соответственно 1, 10, 50, 200, 1000 м от возмущающей скважины Го =  
-0,08 м. Замеры понижения уровня велись одновременно в возмущаю­
щей и наблюдательных скважинах в течение 10 суток.

Коэффициенты проводимости (М/р)т и и коэффициент
пьезопронодности Uj, определялись по фиксированным значениям Q и 

Величины параметров h  и /д находились по графикам соот­
ветственно Ŝ  ̂ /(In/) и =  /(Inг), т. е. по формулам (3) и (5).
Для расчета величины коэффициента пьезопроводности во всех скважи­
нах (точках пласта) использовалась формула (6).

Коэффициент фильтрации пласта при средних значениях дебита 
составлял около 13,3 м!сутки, Л =  10,3 м, ц=1 сантипуазу.

Результаты опытов и рассчи­
танные на их основе параметры 
приведены в табл. 1 (коэффициен­
ты пьезопроводности и проводи­
мости даны в M̂ lсутки). Как вид­
но из приведенных данных (рис.
2—5), при пуске скважины с ріаз̂  
личными дебитами наблюдается 
переход одной разновидности 
квазистационарной фильтрации в 
другую. При этом чем больше 
расход потока, тем круче депрес- 
сионная поверхность и выше по­
рядок разновидности фильтрации.

Таким образом, проведенные 
исследования показывают, что 
расчет неустановившейся депрес- 
сионной поверхности при работе 
вертикального дренажа можно 
вести по формуле (20), которая
при Л =  0 переходит в основную формулу теории упругого режима и, 
следовательно, обладает одинаковой с нею точностью.

Анализ экспериментальных графиков прослеживания уровня =
= /(1п /) показал [8], что погрешность формулы (20) не превышает 3— 
5% до конца первого этапа развития неустановившейся фильтрации /о, 
составляющего примерно /̂з времени стабилизации потока ty (рис. 6). 
Начиная с момента U отклонение расчетных величин получаемых
по формуле (20), от фактических подчиняется строго определен­
ной зависимости, которая подробно изучена на примере формулы (2). 
При этом было установлено, что стабилизация потока в возмущающих 
скважинах наступает, когда расчетная скорость снижения (восстанов­
ления) уровня, определяемая по формуле (20), составляет 0,25, т. е.

Рис. 6 . Экспериментальные (S' rt) и 
теоретические (Srt)  графики просле­
живания уровня в неограниченном по 

простиранию водоносном горизонте.

П ри
dSrt _ _
dt

It C =  0,25, где ітс — величина параметра іт в возму­

щающей скважине. В наблюдательных скважинах появление установив­
шейся фильтрации наступает при ----^  =0 ,01 .

dt /„
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