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ОДИН МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТЯЖЕЛОЙ
ЖИДКОСТИ

При исследовании движения тела под свободной поверхностью тя­
желой жидкости, при глиссировании на поверхности жидкости, а также 
при движении жидкости в канале в основном применялась линеаризи­
рованная теория. Считалось, что свободная поверхность бесконечно 
мало отклоняется от невозмущенного уровня и условия на границе сно­
сились на этот уровень.

К фундаментальным работам по линеаризированной теории относят­
ся работы Н. Е. Кочина, М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева. C по­
мощью методов, предложенных в этих работах, выполнено большое ко­
личество исследований как в нашей стране, так и за рубежом. В основе 
всех этих работ лежит функция

^  . d^w dwФ = 1 -------- ---------- V —  ,
dz^ dz

введенная М. В. Келдышем [1]. Известны решения задач в нелинейной 
постановке. На основе аппроксимации Леви-Чивита введем одну функ­
цию, C помощью которой можно будет решить ряд задач о течении тя­
желой жидкости.

Метод решения. Рассмотрим некоторое установившееся потенциаль­
ное движение тяжелой жидкости. Причем на бесконечности вверх по те­
чению это движение плоскопараллельное.

Пусть на свободной поверхности выполняется условие Леви-Чивита, 
записанное в безразмерном виде

~  +  а6=0, (!)
аф

где 0, г=Xrw — вещественная и мнимая части функции Н. Е. Жуковско­
го F = Hn = 0 +  ir\ а=  ------величина, обратная числу Фруда.

dz Fr
Это условие Леви-Чивита получено при предположениях, что г и 0 

малы.
Введем в рассмотрение регулярную на бесконечности функцию

dFф = і - ^ — aF, (2)
dw

причем
Ke Ф = ------------а0,

Im Ф =

аг
5ф
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5ф

— аг.
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Оказывается, что на свободной поверхности

КеФ =  0. (3)

На других границах области течения могут быть различные условия. 
Например, если отыскивается граница по заданному распределению 
давления, скорости или угла наклона 0 как функции потенциала скоро­
сти ср, то на ней будут соответственно условия

ReФ = /і(ф), +  а І т Ф  =  h (ф). -  а  ReФ =  /з (ф),
d ф

где fb Ь. /з. — известные функции.
Предположим, что по условиям на свободной поверхности и на дру­

гих границах области течения определена функция Ф в области измене­
ния комплексного потенциала w. Тогда, решая линейное неоднородное 
уравнение

i ---- aF = Ф (ш),
dw

найдем функцию f-{w) .
Общим решением однородного уравнения

dF aF = о
dw

является F =
Применяя для решения неоднородного уравнения обычный метод 

вариации произвольных постоянных, приходим к уравнению

dAi -----  =  Ф
dw

откуда
W

A =  — I J  е'®® Ф (w) dw +  В. •
— ео

Общим решением неоднородного уравнения будет
W

F  =  ]^в —  i  J ■ Ф(ау)rftwj .
---- OO

Постоянная В определяется из условия F = O при w— — оо. Тогда B =  O 
и для функции F получаем окончательное выражение

F = ■ 1€Г~̂■iOLW

ІЛ/

J  . ф (4)

Так как /^=I In dw
dz

=  0 +  i f , то d z  =  e - '+ ^ ^ d w .

Пусть на свободной поверхности ф = 0, тогда, так как г и 0 малы, 
для определения вида свободной поверхности получим формулы:

dx = {\ — r)dnf,-\ 
dy =  6й?ф. J
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Для нахождения г и 0 на свободной поверхности нужно воспользо­
ваться формулой (4).

На свободной поверхности функция F имеет вид

Исследуем поведение этой функции на бесконечности.
Ясно, что при ф = —OO F = O (0 = г = О), т. е. свободная поверхность 

при X— )— OO имеет асимптоту г/= C o n s t .
При ф— имеем

-|-оо
Q+ir= j  Im О (О

Пусть

Тогда

+«
J Im Ф (() dt = H (а).

0 =  |Я (а)| • sin (аф +  со), 
г =  — \Н (а)| • COS (аф+(о), (6)

Im H (а)где tg (О =  —
Re Я (а)

Теперь, воспользовавшись (})ормулами (5), (6) и интегрируя, полу­
чим вид свободной поверхности на бесконечности вниз по течению

У =
1
а

\Н (а)| COS (ах +  со). (7)

Амплитуда волн на бесконечности вниз по течению равна

а =  —  |Я (а)|.
а

Свободные волновые движения жидкости. Рассмотрим установив­
шиеся свободные волновые движения тяжелой жидкости бесконечной 
глубины. Область изменения комплексного потенциала, соответствую­
щая физической области течения, представляет собой нижнюю полу­
плоскость. Функция Ф = 1 ----------aF равна нулю. Тогда

dw
F =

где {А = Al + iÂ ).
Выделим вещественную и мнимую части:

0 =  Аів '̂  ̂COS аф +  sin аф, 

г = — Ai6°̂ '̂  sin аф +  cos аф. 

На свободной поверхности имеем:

0 =  Лі cos аф +  Ла S i n  аф, 
г = —  Al S i n  аф +  Ла cos аф.

(8)

(9)

(10)
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Пусть при ф = 0 г = 0. Тогда Л2 = 0. Из (10) находим:

6  =  Л і  C O S  а ф ,  I

г =  — ЛаЗІп аф. J (И)
Переходя к физической области течения по формулам (5) и интегри­

руя, имеем:

д: =  Ф------COS аф,
а

Лі .у =  —£ Sin аф. 
а

( 12)

Считая амплитуду волн а=  малой, получим значение свободной
а

поверхности в форме волн Эри

у ^  asm ax. (13)

Цеижение жидкости в канале. Рассмотрим задачу в плоском движе­
нии тяжелой несжимаемой жидкости в открытом канале с криволиней­
ным дном. Область изменения комплексного потенциала будет пред­
ставлять бесконечную полосу, ширина которой пусть равна 1.

Определим форму дна канала по некоторым заданным на нем ха­
рактеристикам, а также вид свободной поверхности.

1. На поверхности дна канала известно распределение давления как 
однозначная, непрерывная функция потенциала скорости ф:

P  =  P  (ф) (—  OO <  ф <  +  оо)- (14)

Причем считаем, что допущения Леви-Чивита о малости г и б  вер­
ны для всего потока жидкости.

Регулярную функцию 0{w) в бесконечной полосе будем определять 
по граничным условиям

R e ® W = . ( “ ' (Ч> =  0. - ~ < < Р < + ~ ) .
1 /(ф). (^ =  — 1. —оо<ф< +  оо),

, ,  , \ dPгде / ( ф ) = ------ —  .
P  а ф

По формуле Вудса для полосы находим

ф ([£)) =  —  ̂ dt, (15)

2. На поверхности дна задано распределение скорости как функция 
дуговой абсциссы s:

V == v{s) {— со <  S <  со). (16)

Из (16) и соотношения dęę = vds видно, что можно считать известным 
/* = 1пц как функцию потенциала скорости ф:

 ̂=  '*(ф)(— OO <  ф <  4 -  о о ). (17)
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Тогда для нахождения функции Q)(w) будем иметь следующие гранич­
ные условия: ^

Re Ф (оу) =  О (ф == О, —  OO <  Ф <  +  оо), 1

( К е Ф ) + а І т Ф = / і ( ф )  ( t= = — 1, — о о < ф <  +  оо),(

где /і(ф)=- dh —  arr.

Представим регулярную в бесконечной полосе функцию в виде
+ со

тг //_гпЛ
dt, (19)Ф(ш)=---- — I Y (Oth ^

где у=КеФ(ф — i).
Воспользовавшись второй формулой из (18), приходим к интегро- 

дифференциальному уравнению для определения у

йф 2 J 2
(20)

Применяя к этому уравнению двустороннее преобразование Лапласа, 
получим

прГ {р)+аГ (р) Cihnp=F(р), Rep=O, (21)
где Г(р) =  у(пф). Р{р)Фк(.Щ)- 
Отсюда

Z’(P) = ---- ------------  . (22)
п р + а  Ctg яр

Искомое решение у (яф) получается из (22) определением оригинала 
по данному изображению

у(Яф) =
1

+(■<=
eP̂ fF (р) dp

2ni J P (яр +  а  ctg яр)
(23)

—г CX

3. Если на поверхности дна задано распределение угла наклона 0 как 
функции потенциала скорости ф:

0 =  0 (ф) ( _ о о < ф <  +  со). (24)

то для нахождения регулярной функции Ф(ш) в области комплексного 
потенциала имеем следующие граничные условия:

d
d(f

КеФ =0 (ф=0, —оо-<ф<;-)-оо),

(1тФ)—аКеФ=/2(ф), ( Ф = — 1, — о о < ф <  +  оо),
(25)

где k{(f)=a^Q+ d̂ Q
d<f̂

В области изменения комплексного потенциала функцию Ф (ку) будем 
искать в виде (19).
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„V+ -L X - ^  Cth й = - , . .
 ̂ 2 ] dt 2

---- OO

Применяя двустороннее преобразование Лапласа, получаем
F(P)

Для нахождения функции у(шр) из (25) имеем

Г(Р) = а—J ip  ctgnp
, Rep=O,

(26)

(27)

где Г (р) =  Y(Jtcp), F(P) =  - /г (Яф).
Переходя к оригиналу, находим искомую функцию у

, , еР’̂ч’- F ( P ) - d pу (я ф )-  ‘И'2я/ J P (а — Ttp ctg Jtp)
(28)

В рассмотренных задачах форма дна и вид свободной поверхности 
определяются по формулам dx=-exp{—r)cos<pd0; dp =  exp (—r)sind0. При 
этом г и 0, входящие в формулы, надо взять из (4) при ф =  0 для нахож­
дения свободной поверхности и при ф = — 1 для дна канала.

Нахождение формы подводного крыла по заданному распределению 
скорости. Рассмотрим обратную краевую задачу о движении подводного 
крыла под свободной поверхностью тяжелой несжимаемой жидкости бес­
конечной глубины. Форма профиля находится по заданному на нем рас­
пределению величины скорости как функции дуговой абсциссы s

V=V(s) 0 < s < Z , (29)

где I — длина контура профиля.
Решение задачи ищем во вспомогательной области кругового коль­

ца D U  = Kê T. Пусть w = W(и) — известная функция, отображающая
область изменения комплексного потенциала w на Z)„. На одной границе 
кольца — окружности единичного радиуса, соответствующей свободной 
поверхности, КеФ(^ ‘̂̂ )=0.  На окружности радиуса Я, соответствующей 
контуру профиля, представим

ІтФ(Яе^т)= +
OO

k=l
(а  ̂cos ky +  sin ky). (30)

Коэффициенты ah и bh пока неизвестны.
Решая смешанную краевую задачу в области £>«, получим:

ReO (и) =
OO

i :ft=i

я -ft (R* —
1+Я'-2k (bh cos ky---Uh sin ky),

IinO (и)=
2

OO

i :It=I

F-ft(Rft +  R-ft)
1+Я—2k (Uh COS ky-\-bh Sin ky). (31)

При R - H  находим значение ReO на окружности, соответствующей кон­
туру профиля

ReO(Яeń)=
OOS1 — Я-2* 

l +  Я-2ft
(bh COS ky — Uh sin ky). (32)
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Таким образом, на окружности радиуса H имеем следующие два 
представления:

OO

a r = - ^ - f V  (a*ęos)feY +  *ftSinA:Y) = /ь
к=\

d-r , Q ------U а0 =
OO

i:/г=1

2k1 - Я “ ‘
1 +

{pk COS ky — sin ky) = /2.

(33)

Исключая из этих выражений функцию 6, получим

rfV , 2 ^/2-------- U а т  =  —— •a/i. (34)

Видно, что левая часть равенства (34) является известной функцией 
угла Y- Раскладывая левую и правую части равенства (34) в ряды 
Фурье и затем приравнивая коэффициенты при синусах и косинусах дуг 
одинаковой кратности, получим бесконечную систему линейных алгеб­
раических уравнений для нахождения нерізвестных bĵ . Таким обра­
зом, функция Ф = Ф(с1У) будет найдена. По формулам перехода к физи­
ческой плоскости определяем форму профиля и вид свободной поверх­
ности жидкости.

Аналогично могут быть решены обратные краевые задачи о нахож­
дении формы подводного крыла по условию на его контуре:

P = P  (ф) или V=Vpf), или 6=6 (ф).
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