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Одним из часто используемых на практике операторов является оператор 

сдвига вида 𝐷𝑠 = sh(𝑎ⅆ𝑥), где ⅆ𝑥 = ⅆ
ⅆ𝑥⁄  - производная. Его действие на 

произвольную функцию представляется равенством  𝐷𝑠 ⋅ 𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥+𝑎)−𝑓(𝑥−𝑎)

2
 , 

где точкой обозначено воздействие оператора на бесконечно 

дифференцируемую функцию. Аналогично вводится второй оператор 𝐷𝑐 =

𝑐ℎ(𝑎ⅆ𝑥), который действует на произвольную функцию по формуле:   𝐷𝑠 ⋅

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥+𝑎)−𝑓(𝑥−𝑎)

2
 . 

Попутно отметим здесь известное свойство        

𝐷 = 𝐷𝑠 + 𝐷𝑐 = 𝑠ℎ(𝑎ⅆ𝑥) + 𝑐ℎ(𝑎ⅆ𝑥) = ⅇ𝑎𝑑𝑥                𝐷 ⋅ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑎). Очевидно 

𝐷−1 = ⅇ−𝑎𝑑𝑥. 

Построим для первых двух обратные им операторы  
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𝐷𝑐
−1 ⋅ 𝑓(𝑥) =

2

ⅇ𝑎𝑑𝑥 + ⅇ−𝑎𝑑𝑥
⋅ 𝑓(𝑥) =

2ⅇ𝑎𝑑𝑥

1 + ⅇ2𝑎𝑑𝑥
∙ 𝑓(𝑥) = 

 

= 2ⅇ𝑎𝑑𝑥(1 − ⅇ2𝑎𝑑𝑥 + ⅇ4𝑎𝑑𝑥 − ⅇ6𝑎𝑑𝑥 + ∙∙∙ +(−1)𝑛−1ⅇ2𝑛𝑎𝑑𝑥 +∙∙∙) = 

= 2 ∑(−1)𝑛−1

∞

𝑛=1

𝑓(𝑥 + (2𝑛 − 1)𝑎) 

    

Используя тождества 11 =−

ssDD , 11 =−

сcDD  , 11 =−DD  можно убедиться в их 

справедливости. 

Так как третье тождество является очевидным, то проверим первые два: 



732 

ⅇ𝑎𝑑𝑥 − ⅇ−𝑎𝑑𝑥

2
= [−2 ∑ 𝑓(𝑥 + (2𝑛 − 1)𝑎)

∞

𝑛=1

] = 

= ∑(ⅇ−𝑎𝑑𝑥 − ⅇ𝑎𝑑𝑥)𝑓(𝑥 + 2𝑛𝑎 − 𝑎) = 

∞

𝑛=1

                             

= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 2𝑎) + 𝑓(𝑥 + 2𝑎) − 𝑓(𝑥 + 4𝑎) + 𝑓(𝑥 + 4𝑎) − (𝑓𝑥 + 6𝑎)

+ 𝑓(𝑥 + 6𝑎) + ⋯ = 𝑓(x) − lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥 + 2𝑛𝑎) = 𝑓(𝑥). 

ⅇ𝑎𝑥 + ⅇ−𝑎𝑥

2
[2 ∑(−1)𝑛−1

∞

𝑛=1

𝑓(𝑥 + (2𝑛 − 1)𝑎)] = 

= ∑(−1)𝑛−1

∞

𝑛=1

(ⅇ𝑎𝑥 + ⅇ−𝑎𝑥)𝑓(𝑥 + 2𝑛𝑎 − 𝑎) 

                        = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + 2𝑎) − 𝑓(𝑥 + 2𝑎) − 𝑓(𝑥 + 4𝑎) + 𝑓(𝑥 + 4𝑎) +

                        +𝑓(𝑥 + 6𝑎) − 𝑓(𝑥 + 6𝑎) − 𝑓(𝑥 + 8𝑎) +∙∙∙= 𝑓(𝑥) − lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥 +

2𝑛𝑎) = 𝑓(𝑥).  

 

Таким образом, мы видим, что должно выполняться условие lim ( ) 0
x

f x
→

= , 

которое следует учитывать при разложении функций в ряды. 

 

  


