
ном превышении частоты собственных колебаний над частотой возмущаю
щих импульсов и принятое при выводе расчетных зависимостей [3], заве
домо выполняется для элементов с плановыми размерами до 2—3 м, для рас
чета которых поэтому и правомерно применение предложенного метода. 
Поскольку при этом, как следует из анализа данных рис. 3, эксперименталь
но установлено отсутствие в условиях плоской задачи влияния линейных 
размеров элементов на диапазон изменения St, можно полагать, что ориен
тация элементов в данном случае не влияет на расчет и сопоставление диапазо
нов частот, а полученные результаты справедливы как для квадратных, 
так и для прямоугольных элементов.
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ОБОБЩ ЕНИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ ПО РАСПРЕДЕЛЕНИИ) НА СРЕДНЕЙ 
ВЕРТИ КАЛИ  КИ Н ЕМ АТИ ЧЕСКО ГО  КОЭФФИЦИЕНТА 

ТУРБУЛЕНТНОЙ ВЯЗКО СТИ

При решении трехмерной задачи о распределении осредненных скоростей 
в турбулентных потоках используется, как правило, система уравнений 
движения Рейнольдса, которая, однако, оказывается незамкнутой даже в 
простейших случаях. Для уменьшения числа неизвестных в систему обычно 
вводится кинематический коэффициент турбулентной вязкости. Как отме
чает К.В.Гришанин [4], ''составить гипотезу о поведении К легче, чем соста
вить гипотезу о величине самого турбулентного напряжения". Имеется ряд 
предложений, позволяющих рассчитать распределение по сечению кинемати
ческого коэффициента турбулентной вязкости [1, 8 ], но особенно много ги
потез по расчету распределения К на вертикали [2, 4, 5, 7, 11, 12, 14].

Существующие предложения отличаются применительно к одним и тем 
же условиям движения не только количественно, но и качественно. В связи с 
этим возникла необходимость сравнения между собой и с эксперименталь-
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ными данными результатов расчета по различным зависимостям примени
тельно к условиям эксперимента. Конечной целью этих сравнений является 
вь»бор достаточно обоснованной зависимости для расчета распределения К 
по сечению и на вертикали.

Простейшая гипотеза о величине К  состоит в том, что ее можно считать 
постоянной по сечению. При решении внешней задачи гидродинамики такое 
допущение приводит к удовлетворительным результатам [10]. Для внут
ренних задач предположение о постоянстве К ведет к параболическому зако
ну распределения осредненной скорости. Наиболее же обоснованным, по 
крайней мере в значительной части сечения, является логарифмический закон 
распределения скоростей.

Существуют предположения о пропорциональности К продольной осред
ненной скорости [5 ], ее квадрату [7]. Большинство же зависимостей для 
расчета распределения К в плоском канале (на средней вертикали) [4, 14, 
12] имеет вид

K = a e f(x 2, U *),

где и* — динамическая скорость; — постоянная Кармана; Х2 — вертикаль
ная координата.

Гришанин К.В. [4] предположив, что логарифмическому закону распре
деления продольной осредненной скорости соответствует параболическое 
распределение кинематического коэффициента турбулентной вязкости, полу
чил простую формулу для К:

Х2
К=  эеи*Х2 ( 1 -  (1)

Зависимость (1) дает нулевые значения на дне и свободной поверхности 
и максимальное при Н/2.

Kleinstein G. [12] для достаточно больших чисел Re предложил универ
сальную модель турбулентной вязкости

K/v =seR ^[ехр(эс ) - ( 1  +эе
и

и.
Ъ

т з 4 " - т т ьи*
(2)

где R - 11 — эмпирическая константа; — продольная осредненная ско
рость.

В работах [2, 11] сделана попытка получить зависимость для К через 
другие турбулентные характеристики. Следует отметить, что полученные вы
ражения содержат величины, определение которых представляет собой зада
чу не менее трудную, чем исходная.

Существует ряд работ [1 ,8 ], позволяющих рассчитать распределение К 
по сечению продольно-однородных потоков ограниченных размеров. В рабо
те [ 1] сделано обобщение полуэмпирического подхода Прандтля—Кармана 
на случай произвольного трехмерного потока жидкости. Используя идею ло
кального подобия, а также гипотезу о взаимодействии движущегося моля с 
окружающей жидкостью, автором [ 1] получено интегральное выражение 
для
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Kjj (Mq) ^  ̂(Mq) f^f (M  ̂ Mq) cos(s'xj) cos (s^ j). (3)

Практическое использование (3) затруднено, поэтому для каждого 
конкретного случая оно упрощается.

Если в уравнениях Рейнольдса выразить турбулентные напряжения 
через турбулентную вязкость и осредненные скорости, то К окажется 
связанным с U-| посредством дифференциального уравнения. Воспользовав
шись полуэмпирической формулой для распределения по сечению осреднен- 
ных продольных скоростей, расчеты по которой удовлетворительно согла
совываются с экспериментальными данными, автор [8 ] проинтегрировал 
полученное уравнение и получил зависимость для расчета распределения 
по сечению кинематического коэффициента суммарной вязкости

К + і̂
V F i r Х2+62  Х3 + 5 3 P/N (x ~ - 5 „ )^

(X3 - 5 3 ) +ч/ Ш ‘ (х2-52) +a

В +63  С [ ( В - 5 з ) 2 -  (X3 - S 3) + P/N {X2 -  62)
+--- -—  e X

В^

[H V p /n "- \/(B -  S J  2 -  P/N (x , -  « 2  ̂ [ <B -  S3) (x - S J  2 +

+ P/N (x2-5 2 )^ ]^^^ | ,

где G = - ^  < 

»3/2,

26

В

r 3/2 ( F + lg-5-) 
h \  N ^ 2^ 8 - ^ tż5------------
3 (F + Ig H/62)

3 "3 '

(4)

P = 2,98 X

(F 4’ Iq R/5)X ---— ----- -----^ ;5 ,̂ 69 — толщина пристенного слоя соответственно вер-
В^/2(Р + 1дВ/5з)

тикального и горизонтального плоских потоков; f  = gi, F = 3,89 — в квадра
тичной области сопротивления; F = 4,91 — в переходной области.

Многочисленность выдвигаемых гипотез о характере изменения турбу
лентной вязкости объясняется ограниченностью и противоречивостью имею
щихся экспериментальных данных. Одни авторы [5] получили максималь
ное значение К на поверхности, другие [6, 9, 13, 15] — в середине потока, 
третьи [3] — говорят о существовании нескольких локальных максимумов 
на вертикали.

А.В.Караушевым [5] обработаны данные многочисленных измерений 
продольной осредненной скорости в естественных и лабораторных условиях. 
В преобладающем большинстве опытов получено монотонное возрастание 
К к поверхности.
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Распределение характеристик турбулентности в круглой трубе (плоском 
канале) и пограничном слое качественно совпадают [10]. В монографии 
[10] представлено распределение безразмерной величины Kj^/U*5 в попереч
ном сечении пограничного слоя, по данным Клебанова и Таунсенда, и по ра
диусу круглой трубы, по данным Лауфера и Нуммера. Получено качествен
ное сходство. В пристенной зоне величина К аппроксимируется степенным за
коном. Далее К линейно возрастает, достигая максимума в области 0,3 < 
< Х2/Н < 0,4, после чего несколько убывает и при Х2/Н - 0,5 принимает при
близительно постоянное значение. По данным же Никурадзе [9], макси
мальное значение К находится на Х2/Н = 0,5 и к поверхности монотонно убы
вает.

Е.Н.Минским [6] впервые опубликованы данные о распределении кине
матического коэффициента турбулентной вязкости в гладком канале прямо
угольного сечения. Максимальное значение К получено на глубине Х2/Н =
= 0,303, на поверхности — равно нулю. Аналогичный характер изменения 
К получили Рейхардт [9 ],Govinda [15 ],M asiar [13], лишь максимум нахо
дится на X /Н = 0,50.

2
А.А.Букиной и др. [3] выполнена серия экспериментов по определению 

К на средней вертикали. Получено уменьшение кинематического коэффици
ента турбулентной вязкости к поверхности и ко дну, существование трех 
локальных максимумов на глубине Х2/Н = 0,30; 0,50; 0,82. Результаты [3] 
частично подтверждают данные других авторов, а получение нескольких 
локальных максимумов следует отнести, пожалуй, за счет погрешности экс
перимента.

Ограниченный и противоречивый характер существующих эксперимен
тальных исследований приводит к необходимости в обработке новейших экс
периментальных данных по турбулентным характеристикам с целью получе
ния распределения К как в плоском потоке, так и в потоке ограниченных 
размеров. Накопление материала позволит, во-первых, экспериментально 
обосновать особенности распределения турбулентной вязкости и, во-вторых, 
проверить существующие полуэмпирические зависимости для расчета К.

Методика обработки экспериментальных данных заключалась в следую
щем. Распределение по вертикали кинематического коэффициента турбу
лентной вязкости рассчитывалось по формуле

1----  dU
К ,  = - и ^ и ,/ ;;----.э I г. dx2

Вычисление производных выполнялось следующим образом. По экс
периментальным точкам строился интерполяционный полином, который за
тем дифференцировался. В процессе вычислений установлено, что наилучшие 
результаты в области быстрого изменения функции (у дна) дает интерполя
ция сплайнами 3-го порядка, а в области медленного изменения (у поверх
ности) — полином Лагранжа. Поэтому, для более точного вычисления, в при
донной области дифференцировался полином, построенный сплайном 3-го 
порядка, а у поверхности — полином Лагранжа 2-й степени. В точках нало
жения бралось среднее значение производной. Предложенный метод увели
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чивает точность вычисления производных dU^/dx2 и, следовательно, — зна
чения К.

Получено распределение К на средней вертикали для 34 опытов. Резуль
таты, частично представленные в табл. 1, позволяют выявить некоторые осо
бенности в распределении кинематического коэффициента турбулентной вяз
кости на вертикали. Максимальное значение К находится, как правило, в об
ласти (0,50-5-0,75) Н от стенки, причем существенно влияние отношения В/Н 
на его положение. При больших В/Н (>5,0) К  имеет максимум: для течений 
у гладкой стенки — 0,50Н, шероховатой — 0,60Н. Причем в первом случае 
при приближении к поверхности монотонно стремится к нулю, а во втором — 
принимает значения, отличные от нуля. При В/Н < 5,0 максимум К располо
жен выше 0,5Н и при приближении к поверхности значение кинематического 
коэффициента турбулентной вязкости меняется незначительно- В придонной 
области для любых отношений В/Н получено линейное возрастание К. Следу
ет отметить, что для течений у шероховатых стенок на распределение кинема
тического коэффициента турбулентной вязкости должны оказывать влияние 
как отношение В/Н, так и степень шероховатости стенки. Ограниченность 
экспериментальных данных не позволяет установить характер влияния по
следнего.

Выполнено сравнение теоретического распределения кинематического 
коэффициента турбулентной вязкости по зависимостям (1, 2, 4) с экспери
ментальными данными (см. табл. 1). Отклонение расчетного значения К  от 
экспериментального вычислялось по формуле относительной погрешности

5 = э п 100%,

где Kg и — соответственно, экспериментальное и расчетное значения кине
матического коэффициента турбулентной вязкости.

Согласование расчетного распределения К по (4) с экспериментальным 
следует признать удовлетворительным. В среднем величина отклонения 6 
не превышает 20%, причем расчетные значения, как правило, превосходят 
экспериментальные. Максимальное отклонение наблюдается у свободной по
верхности и достигает 80%. Последнее объясняется определенной сложностью 
получения экспериментального значения К в этой области. Отметим, что за
висимость (4) учитывает влияние отношения В/Н, степень шероховатости 
стенки и, кроме того, позволяет рассчитать распределение К по сечению, что 
важно при решении трехмерной задачи. Для течений у гладкой стенки согла
сование расчетного значения К по (1) с экспериментальными в основном 
удовлетворительное. Величина отклонения 5 в среднем не превышает 25%. 
Для течений у шероховатой стенки 5 достигает 100—150%, максимальное 
отклонение наблюдается в придонной области. Расчетные значения кинемати
ческого коэффициента турбулентной вязкости по (2) значительно отличают
ся от экспериментальных. Расчетное распределение К по (3) качественно сов
падает с экспериментальным [ 1] ,  но неопределенность вычисления характер
ного масштаба L не позволила выполнить количественное сравнение. Срав
нение по остальным, представленным в обзоре зависимостям не приводится, 
так как расчет по одним из них дает качественно не согласующиеся с экспе-
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Сравнение расчетного распределения кинематического коэффициента турбулентной вязкости
с экспериментальными данными

Таблица 1

Опыт 1 Опыт 3

Х2/Н к , см^/с э К^,(5) б ,% (1) б ,% К , см^/с э к ,̂ (5) б ,% (1) б ,%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0,05 0,0067 0,007 4,4
По А.Г.Марченко 

0,010 -49,2 0,055 0,050 9,1 0,050 9,1
0,10 0,02 0,0135 2,5 0,035 -42,8 0,116 0,105 9,5 0,106 8,6
0,15 0,033 0,028 15,1 0,047 -42,4 0,135 0,135 0 0,134 0
0,20 0,043 0,040 7,0 0,065 -51,1 0,160 0,180 -12,6 0,180 -12,6
0,30 0,0722 0,065 9,7 0,088 -22,2 0,200 0,230 -15,0 0,242 -21,0
0,40 0,093 0,081 12,8 0,100 -7,5 0,218 0,275 -26,1 0,290 -33,0
0,50 0,0935 0,086 8,0 0,103 -10,2 0,218 0,290 -33,0 0,312 -43,1
0,60 0,091 0,085 6,6 0,100 -9,9 0,208 0,275 -32,2 0,292 -40,4
0,70 0,088 0,080 9,4 0,095 -7,9 0,193 0,240 -24,3 0,257 -33,2
0,80 0,075 0,061 18,7 0,075 0 0,180 0,180 0 0,198 -10,0
0,90 0,055 0,041 25,4 0,048 12,7 0,150 0,100 33,3 0,100 33,3
1,00 0,044 0,010 77,2 0,010 -77,3 0,035 0,015 57,1 0,010 71,4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

По Ж.Конт-Белло По Никитину И.К.
0,05 0,200 0,190 -5,0 0,350 -75,0
0,10 15,20 11,20 26,30 17,0 -11,80 0,450 0,396 12,0 0,600 -33,3
0,15 0,750 0,820 -9,3 0,950 -26,7
0,20 19,20 20,10 -4,70 22,70 -18,20 1,050 1,115 -6,2 1,250 -19,00
0,30 21,20 26,50 -25,00 27,30 -28,80 1,500 1,849 -23,2 1,720 -14,7
0,40 25,20 30,40 -20,60 30,30 -20,20 1,900 2,480 -30,5 2,040 -7,4
0,50 25,50 31,70 -24,30 32,50 -27,49 2,180 2,955 -35,5 2,270 -4,0
0,60 23,40 30,50 -30,30 31,00 -32,50 2,319 3,247 -40,0 2,090 9,9
0,70 21,40 26,80 -25,20 27,00 -26,20 2,200 3,340 -46,5 1,800 18,2
0,80 17,00 20,50 -20,60 20,80 -22,35 1,750 3,224 -84,2 1,500 14,3
0,90 11,30 11,70 -3,50 11,70 -3,50



риментальными данными результаты, расчет по другим невыполнимым из-за 
невозможности определения входящих в них параметров.

Обобщение теоретических и экспериментальных исследований по распре
делению на средней вертикали кинематического коэффициента турбулент
ной вязкости в потоках прямоугольного сечения позволяет сделать некото
рые выводы:

1. Характер изменения зависит, в основном, от соотношения попереч
ных размеров потока (В/Н) и от степени шероховатости поверхности.

2. В плоском потоке (В/Н > 5) не выявлено влияние отношения В/Н на
положение максимума К : для течений у гладкой х«/Н| ^  ^0,50, у ше-

,  ̂  ̂ m a x  . .
роховатой — xJH \ ^  «0 ,60. В потоках ограниченных размеров (В/Н =
= 5,0—1,0 ) x^/HL изменяется от 0,50 до 0,75. При малых отношениях

 ̂ ^ тв  X
В/Н «  1,0) возможно максимальное значение на поверхности.

3. Для расчета распределения К представляется целесообразным исполь
зование зависимостей (1 ), (4 ), расчет по которым удовлетворительно согла
суется с экспериментальными данными. Область применения ( 1) следует 
ограничить плоским потоком с гладкими стенками.
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