
Т а б л и ц а  2.
Расчет притока Q к дрене по значениям L

Li

L sTb i s f b b ,2^/5L
Ql

27,81 0,0363 2,02 7,54 0,0785
15,08 0,0361 1,09 2,97 0,0503
11,26 0,0359 0,81 2,24 0,0384
4,94 0,0355 0,35 1,42 0,0173
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Г.А.ПИСЕЦКИЙ, канд.техн.наук 
(БелНИИМиВХ)

НЕСТАЦИОНАШАЯ ПЛАНОВАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ЮДЫ 
К ГОРИЗОНТАЛЬНОМУ ДРЕНАЖУ В ДВУХСЛОЙНОМ ГРУНТЕ

В Практике проектирования мелиоративных систем водоносная толща в 
большинстве случаев имеет неоднородно-слоистое строение, что исключает 
возможность использования схемы однородного по вертикали потока. Весьма 
характерной для водоносных отложений является схема двухслойного пласта, 
в котором проницаемость верхнего слоя значительно меньше проницаемости 
нижнего. При расчетах мелиоративного дренажа для таких условий приходит
ся исходить из предпосылок перетекания (горизонтальная фильтрация в ниж
нем слое и вертикальная — в верхнем горизонте), учитывая гравитационный 
режим фильтрации в верхнем слое и упругую емкость в нижнем пласте. Пита
ние грунтовых вод может происходить как с поверхности земли (осадки, ис
парение) , так и с нижележащего напорного горизонта.

Указанные предпосьшки были использованы при решении ряда задач не- 
установившейся фильтрации под действием регулирующей сети [ 1—3]. В ме
лиоративной практике такой случай встречается не всегда. Установлено, что на 
водный режим почв, подстилаемых хорошо проницаемым грунтом, существен
ное влияние оказывает и водопроводящая сеть [ 4] .

В настоящей статье рассматривается случай планового течения воды в 
двухслойной среде, относительно которой принимаются указанные выше пред
посылки. Неустановившаяся фильтрация в рассматриваемых условиях описы
вается следующей системой дифференциальных уравнений:
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где z — ордшата свободной поверхности, отсчитываемая от подошвы покров
ного слоя; к , 5 — коэффициенты, соответственно, фильтрации и водоотдачи 
верхнего слоя; ^ — интенсивность инфильтрационного питания; Н — напор 
в нижнем слое водоносного пласта; а — коэффициент пьезопроводности; /х — 
коэффициент зшругой водоотдачи нижнего пласта; к , — коэффициент
фильтрации и мощность перемычки; — постоянный напор нижележащего 
горизонта. Остальные обозначения см. на рис. 1. Система уравнений ( 1) нели
нейна. Для ее линеаризации В.М.Шестаков предложил осреднять z в знамена
теле правых частей уравнений системы [ 1] .

Рис. 1. Расчетная схема в плане (а) и разрезе (б ) .

В линеаризованной постановке систему уравнений (1) перепишем следую
щим образом:

9z
5,

ЭН

at
где

а =

, э ^ н
=  а(  +

э ^ н ^
0 ( H - z ) +  0 і ( Н о - Н ) ,

Эх^ Эу2

к к к_  В
э P i  >

 ̂ т  II6 т в

(2)

(3)

— некоторое постоянное среднее значение величины z(x,y,t). 
Использование принятой схематизации и допущений оказывается вполне. 

приемлемым, если границы области фильтрации совершенны [5] .
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Будем решать систему уравнений (2) при следующих условиях: 

z| = z° , HI = Н° ;
t= 0  t= 0

HI = H | = H i(y ,t ) ;
x = 0  x=B

HI = H | = H ,(x ,t) .
y = 0  y = l

Применим к системе (2) преобразование Лапласа. В результате получим

(4)

pz -  Z® = а (Н -  z) + f  ;
О

pH -H *^= а ( ^ ^  +
9x2 эу2

э2н ) - / 3 ( H - z ) + 0 j ( H o - H j ) .

Из первого уравнения системы (5) находим

а _
F=  ------Н +

р + а 5(р + а) р+а  

и, подставляя его во второе уравнение (5), получим

(5)

(6)

а(- Э2н
9x2

92н

где 7 = р + |3 + (3j -

9у"
) -  7H+|3jHo +

/Зё
5 (р + а)

+ Н °+ ^ = 0 ,
р+а (7)

р+а
Для решения уравнения (7) применим конечное интегральное преобразо 

вание по у , которое осуществляется по формуле [ 6]

Н(х, q,p) = )  K(q,Tj)H(x,Tj ,p)dT? , 
о

где K(q, г?) — ядро интегрального преобразования. 
Для принятых условий (4) оно имеет вид

(8)

K(q,T?) =
s h q ( l -  I )  

sh q l (9)

Уравнение (7) в результате применения преобразования (8) перейдет в 
обыкновенное дифференциальное уравнение

92н

где

q а -  7
+ ------------ Н = -F(x , у, р) ,

9x2 а

1 H jO - c h q l )  ^  ..
F (x ,q ,p) = - - [ a q  ------— -----  + oj  ̂ + |3,Hq + Н° +а sh q 1 1 1 и
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. |3żO , ~ Pe.
p+a  ̂ 5  (p  + a)

Решение уравнения (10) при условиях Н| = Н| “  может быть 
представлено в виде  ̂ ^

HjSin

Н(х, р, я) =

Ь-х
\ /  aq^ -  у + HjSin

чГа

У  „ .2aq - 7

Sin У  „ .2aq 7

( 11)
+ /  R (x ,p ,q ^ , |)F (x , | ,p )d^  , 

о

R =

1-х^  ^q2 _ у sin —  V  aq^ -  7

л / а ^ sin —— у  aq^ -  у 
Va

1-1

t < x ,  ( 12)

sin —  у/щ ^ -  у sin — - Уая^ -  у
v r  V T  v T

у /щ ^-у -J— !  2sin —  Vaq
V T

? > x .  (13)

Формулы (11—13) дают решение поставленной задачи в области изображе
ний по переменным t и у. Переход к оригиналу относительно q осуществляет
ся по формуле обращения

Н(х, у, р) = ^  H(x,q,p)dq .
С - І »

(14)

Этот интеграл вычисляется с помощью теории вычетов. Применив затем к 
полученному выражению обратное преобразование Лапласа, найдем искомое ре
шение. Указанный переход удобнее всего осуществлять почленно. Ввиду слож
ности выкладок и громоздкости получающихся при этом результатов, проде
лаем подробный переход для первых двух слагаемых формулы (11) , т.е. по
ложим F = 0. В этом случае, согласно формуле обращения (14), получим

Н(х,у,р) = /  dr?[ ~  е‘*УК(я,т?) X
о 2я 1
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Н. sin ^—  V -  7 + Н, sin------\/aq^  -  7
'  Vi"_____________  y r __________

b / - ; ------
—  V a

(15)

Внутренний интеграл вычислим с помощью теоремы Коши о вычетах. По
люсы подынтегральной функции К (q, i?) находятся в точках

п т пт
%  J  » ^ - П  J

Вычеты в этих полюсах равны

ттіу
i 1

Res = — e sin— ¥>n(x);тті 1
q= —

1 Я піу

i
Res = — e i . ЯПГ?s m ----

1

ЯПІ
1

(16)

HjSin

где ipjix) =

b-x  /  атг^п  ̂ — X /ая^п^
—  V  - у -  + 7 + Hjsh —  V  - у -  + у 
\/2i v a

b f  діп^п^ 
sh —  V ---- 5̂— + 7

■ jr

Следовательно,
— 2 «> япу  ̂ ЯП77
H(x,y,p) = -- S sin —— /  (p (x)sin —— dr?

1 n=l 1 0 I
(17)

Остается перейти в полученной формуле к оригиналу относительно р . Для 
этого воспользуемся разложениями

Ь—X /  ая^п^
sh -7=-- V ---- 7— ■**

v a 2 ^  УI 2а «> ЯШ я т х  1

Ь /  ая^п^
sh—= .v  — тГ + У

= — z  —  sm -----  -----
b m=l b b 7+ a (18)
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тгт
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Подставив зависимость (18) в формулу (17), найдем

— 8атг оо япу 1 оо 2т +1 --
Н(х,у,р) = - т  2  sin —  /  S —— ą(T j,p )x  

lb n==l 1 о m =0  7+ a

(2т + 1)ях  7ГШ7
X s in ------------  sin —  dr}.

b 1
(19)

Так КЖ
p + a a.T

[(« i+«2)e -7+a p2+(a+j3+j3j+a)p+(|3j+a)o: * ^2

O j T
-  («2 + a)e  ̂ ] ,

TO, согласно теореме о свертке функций, имеем

оо 
2

8ая 1 t
H(x,y,t) = п т  /  /  „ ,lb о о т  =  0 п=1

оо 2т +1 тгпу 2т +1
Z ----------  sin —  Н j (17,t — r ) s in  —  7ГХ

ТТПГ} CliT U9 I
X sin —  [(Oj + tt2) e — («2 + «)e ]dT?dT,

где «Р «2 “  корни полинома

p2+ (a + j3+j3j + a)p+(|3j + a ) a = 0 .

Они действительны и отрицательны.
Найденное решение является оригиналом первых двух слагаемых форму

лы (11), т.е. соответствует случаю F = 0. Оригиналы от остальных слагаемых 
= 0, F ^  0) находятся аналогичным образом. Общее выражение по рас

пределению напора в нижнем слое определяется как сумма указанных частных 
решений. Для краткости изложения, а также ввиду того что наибольший прак
тический интерес представляет положение уровня грунтовых вод на массиве, 
приводить выражение по определению функции Н(х, у, t)  не будем. Для на
хождения функции Z (х, у, t) необходимо в уравнение связи (6) подставить 
значение Н(х, у, р) (часть этого выражения дается в формуле (19)) и выпол
нить обратное преобразование Лапласа. В результате найдем выражение для 
функции Z (х, у, t) в виде

«о т
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8атга оо оо 2т +1 тту (2т + 1)тгх 1 t
Z(x,y,t)= —3  2  S --------  sin —  sin ------------ S f  Hj(7j,t-T )x

lb n = l  m = 0  «1  -  *̂2  ̂ ^ 0 0 ^
- a . r  - 0,7 7ГПТ? Ватта «> «> (2n+l) Trmxbt

x(e 1 - e  ^  )s in — dTdT?+ ---- 5 - 2  2   ̂sin-------
1 bl m = l n = 0  « 1 -Й 2  ^ 0 0

птп^ a^T CUT 16a
-T)sin —  [e 1 - e ^  ] d r d | +  —  2
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sin----------- sin-------------
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1 e
/^iHo ( —  +
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/36 1

■)+ —  [

- a t

^ ajO^a a(a+ai) (a+02)

o^tait

«1 («1 + «) («1 -  «2) “2 (“2 <̂“2 ~ “1)
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П a .t  a^t 
H®(e 1 - e  2 )
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8 a

Решение (20) получено при самых общих предположениях об изменении 
напоров на границах области фильтрации. Для дальнейших разработок и прак
тического использования полученных результатов необходимо рассмотреть 
наиболее характерные режимы работы водопроводящей и регулирующей сети,
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