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Реферат. В зависимости от класса в инженерной практике различают решаемые задачи: статические / динамические, 
плоские / пространственные, контактные / с частичным или краевым опиранием и др. Давление рельса на шпалу, 
колонны на фундамент, плит перекрытия на стены, фундамента на грунтовое основание – все это типичные примеры 
практических задач, приводящие к необходимости решения краевых задач – математически и контактных – физиче-
ски. Из математических постановок контактных задач конструкций, лежащих на упругом основании, известно, что 
основу их решения составляет поиск закона распределения реактивных давлений на контакте конструкции с основа-
нием, который сложным образом зависит от жесткости конструкции, упругих характеристик основания, внешней 
нагрузки, характера закрепления конструкции. При решении многих краевых и начально-краевых задачах строитель-
ной механики и теории упругости, таких как решение классического однородного уравнения методом собственных 
функций, при некоторых граничных условиях, вытекающих из рода закрепления балки на концах, важную, порой 
определяющую, роль играют фундаментальные функции оператора xIV, которые получили свою базовую трактовку 
академиком А. Н. Крыловым. Однако вычисления по этим формулам весьма затруднительны из-за математических 
ограничений и громоздкости выражений. В связи с этим в предлагаемой работе использованы собственные функции диф-
ференциального уравнения изгибных колебаний статически неопределимых однопролетных балок для построения функ-
ции Грина в виде бесконечного ряда по этим собственным функциям. Построены точные выражения для определения про-
гибов балок от сосредоточенной силы. Полученные выражения представлены через элементарные функции, носят общий 
характер и дают возможность решать разнообразные задачи статики, динамики и устойчивости рассматриваемых балок. 
Авторами получены численные результаты для изгибающих моментов и прогибов защемленной балки и балки с защем-
ленной и шарнирной опорами с использованием компьютерного пакета MATHEMATICA. 
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on walls, a foundation on a soil foundation – all these are typical examples of practical problems that lead to the need to solve 
boundary value problems – mathematically and contact problems – physically. From the mathematical formulations of contact 
problems of structures lying on an elastic foundation, it is known that the basis for their solution is the search for the law  
of distribution of reactive pressures at the contact of the structure with the foundation, which depends in a complex way on the 
rigidity of the structure, the elastic characteristics of the foundation, external load, and the nature of the structure’s fastening. 
When solving many boundary-value and initial-boundary-value problems of structural mechanics and the theory of elasticity, 
such as solving a classical homogeneous equation by the method of eigenfunctions, under certain boundary conditions arising 
from the type of fastening of the beam at the ends, an important, sometimes decisive, role is played by the fundamental func-
tions of the operator xIV, which received their basic interpretation by Academician A. N. Krylov. However, calculations using 
these formulas are very difficult due to mathematical limitations and the cumbersomeness of the expressions. In the proposed 
work, eigenfunctions of the differential equation of bending vibrations of statically indeterminate single-span beams are used 
to construct the Green's function in the form of an infinite series for these eigenfunctions. Exact expressions have been  
constructed to determine the deflections of beams due to concentrated force. The resulting expressions are presented through 
elementary functions, are of a general nature and make it possible to solve various problems of statics, dynamics and stability 
of the beams under consideration. The authors obtained numerical results for bending moments and deflections of a clamped 
beam and a beam with clamped and hinged supports using the MATHEMATICA computer package. 
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Введение 
 

Из истории вопроса о применении функ-
ций Грина в инженерных расчетах. В инже-
нерной практике в зависимости от класса [1] 
различают решаемые задачи: статические / ди- 
намические; плоские / пространственные; кон-
тактные / с частичным или краевым опиранием 
и др. Давление рельса на шпалу, колонны на 
фундамент, плит перекрытия на стены, фунда-
мента на грунтовое основание – вот типичные 
примеры практических задач, приводящие к 
необходимости решения краевых задач – мате-
матически и контактных – физически.  

Так, основу решения контактных задач кон-
струкций, лежащих на упругом основании, со-
ставляет поиск закона распределения реактив-
ных давлений на контакте конструкции с осно-
ванием, который сложным образом зависит от 
жесткости конструкции, упругих характеристик 
основания, внешней нагрузки, характера за-
крепления конструкции. В монографии [2], рас-
сматривая плоские контактные задачи (плоская 
деформация) методом Ритца, автор использует 
представление функции Грина упругого осно-
вания в виде разложения [3] 
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где первое слагаемое в скобках представляет 
решение Фламана [4] для упругой однородной 
изотропной полуплоскости. 

При решении пространственных контакт-
ных задач для функции Грина  [2] используется 
представление  
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где первое слагаемое в скобках представляет 
решение Буссинеска [4] для упругого однород-
ного изотропного полупространства. 

Необходимо отметить, что выражения (1)  
и (2) представляют функции Грина при реше-
ния неоднородных краевых задач [2] методом 
собственных функций в виде суммы сингу- 
лярного слагаемого через спектральное соот-
ношение способа ортогональных полиномов [5] 
и некоторой непрерывной гладкой функции. 

В работе [6] используется другой подход 
решения краевой задачи – метод специальных 
аппроксимаций для вычисления несобственно-
го интеграла перемещения границ поверхности 
упругого основания  
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где ( )L u – функция, характеризующая данный 
тип модели упругого основания; 0 ( )J z – функ-
ция Бесселя первого рода [13, Грандштейн]. 

При реализации метода специальной аппрок-
симации подынтегральная функция ( )L u  в вы-
ражении (3) представляется в виде суммы слага-
емых, первое из которых выделяет необходимую 
особенность в функции перемещений после взя-
тия несобственного интеграла (3). Подробно про-
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цесс реализации метода специальной аппрок- 
симации в монографии [6] автором рассмат- 
ривался на примере упругого слоя, жестко 
сцепленного с недеформируемым основанием.  
Для других моделей упругого основания ввиду 
однотипности эти выкладки опущены. 

Приведенные в работе [6] выражения для 
перемещений поверхности упругого основания 
иначе называют функцией Грина для рассмат-
риваемого основания, если принять величину 
силы, равной единице. В монографии Г. Я. По-
пова [7] эти функции называются ядрами ли-
нейно деформируемого основания. 

При решении многих краевых и начально-
краевых задачах строительной механики и тео-
рии упругости, таких как решение классическо-
го однородного уравнения методом собствен-
ных функций 

IV 0,x x                             (4)
  

при некоторых граничных условиях, вытекаю-
щих из рода закрепления балки на концах, важ-
ную, порой определяющую, роль играют фун-
даментальные функции оператора xIV, которые 
получили свою базовую трактовку академиком 
А. Н. Крыловым в работе [8]. Вычисления по 
этим формулам весьма затруднительны, так как 
фундаментальные функции при степени диффе-
ренцирования 2n  представляются в виде раз-
ности двух членов, почти равных по величине.  

В работе В. Н. Фаддеевой [9] в табличном 
виде дано специальное преобразование фунда-
ментальных функций оператора xIV, предложен-
ных ранее А. Н. Крыловым, которое значительно 
упрощает их выражения. Обычно рассматрива-
ются шесть типов граничных условий закрепле-
ния балки. Выражения фундаментальных функ-
ций для этих типов граничных условий приво-
дятся как в специальных работах [8, 9], так и в 
некоторых учебниках по математической физике 
и дифференциальным исчислениям [10].  

 
Построение функций Грина  
для статически неопределимых  
однопролетных балок 
 

Рассмотрим формальное решение задачи  
о свободных колебаниях однопролетной балки 
с равномерной массой 

 
4

4
4

( )
( ) 0,n

n n

d y x
y x

dx
                    (5) 

 

где n – величина, характеризующая частоту 
собственных колебаний балки по n-й форме 
собственных колебаний yn(x). 

Однако дифференциальное уравнение изги-
ба балки постоянной изгибной жесткости EJ  
под действием нагрузки ( )q x  имеет следую- 
щий вид: 
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Представим решение (6) в виде ряда по соб-
ственным функциям (5) 
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где nA – неопределенные постоянные коэффи-
циенты.     

Тогда из уравнений (5) и (6) сразу получаем 
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Обе части (8) умножаем на ( )ky x  и проин-
тегрируем в пределах длины балки  . На осно-
вании ортогональности собственных функ- 
ций [11] получаем: 
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Интеграл в числителе (9) представляет ра-
боту внешней нагрузки ( )q x  на перемещениях 
собственной функции ( ).ny x  Поэтому при дей-
ствии сосредоточенной силы Р в точке балки  
с абсциссой px  в безразмерных координатах 

окончательно получаем 
 

3

4
.

p
n

n
n n

x
y

P
A

EJ

 
 
 
 
 

                   (11) 

 

Расчет 1. Рассмотрим действие сосредото-
ченной силы на балку с защемленными краями 
(рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Балка с защемленными краями  
под действием сосредоточенной силы 

 

Fig. 1. Beam with pinched edges under  
the influence of concentrated force 

 

В этом случае перемещение собственной 
функции yn(x) [12, 9] получено в виде: 
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На рис. 2 приводятся первые три формы соб-
ственных колебаний балки с защемленными 
краями. 
 

 
 

Рис. 2. Первые три формы собственных колебаний балки  
с защемленными краями 

 

Fig. 2. First three modes of natural vibrations  
of the beam with pinched edges 

 
Дифференцируя дважды полученное вы- 

ражение для прогибов балки от действия си- 
лы Р = 1 (3), можно получить линии влияния 
изгибающих моментов для любого сечения 
балки [1].  

На рис. 3 построена эпюра изгибающих мо-
ментов в балке  от действия треугольной 
нагрузки. 

Полученное выражение (7) при извест- 
ных (10) позволяет определять прогибы защем-
ленной балки, усилия в ее сечениях от произ-
вольной внешней нагрузки q(x) и носит название 
функции Грина для этой балки. При использо-
вании (7) нужно иметь в виду, что при диффе-
ренцировании сходимость рядов ухудшает- 
ся [10], поэтому при вычислении усилий необ-
ходимо увеличивать число членов ряда (7). 

 

 
 

Рис. 3. Очертание эпюры изгибающих моментов в балке  
от треугольной нагрузки 

 

Fig. 3. Outline diagram of bending moments  
in a beam due to triangular load 

 
Расчет 2. Рассмотрим балку с защемленной 

и шарнирной опорами под действием сосредо-
точенной силы Р (рис. 4) 

 

 
Рис. 4. Балка с защемленной и шарнирной опорами  

под действием сосредоточенной силы Р 
 

Fig. 4. Beam with clamped and hinged support under  
the influence of concentrated force Р 

 
Для этого случая перемещение собственной 

функции ( )ny x  [12, 9] получено в виде 
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На рис. 5 приведены первые три собствен-
ные функции для балки с защемленным и шар-
нирно опертым концами. 

 
 

 
 

Рис. 5. Первые три собственные функции для балки  
с защемленным и шарнирно опертым концами 

 

Fig. 5. First three eigenfunctions for a beam  
with clamped and simply supported ends 

 
На рис. 6 приводится очертание линии вли-

яния изгибающих моментов для сечения в се-
редине пролета балки.  
 

 
                                      1             2            3             4             5           6 

 

Рис. 6. Линия влияния изгибающего момента для сечения  
в середине пролета балки 

 

Fig. 6. Bending moment influence line for a section  
in the middle of the beam span 

 
Надо отметить, что полученные выражения 

для форм колебаний в виде рядов (11), (12) об-

ладают быстрой сходимостью вследствие нали-
чия собственных чисел в четвертой степени в 
знаменателе. 

 
Определение критических сил 
 
Рассмотрим использование полученных ре-

зультатов для определения критических сил в 
центрально сжатых статически неопределимых 
стержнях. Для стержня с защемленной и шар-
нирной опорами зададимся первой формой по-
тери устойчивости от действия центрально 
приложенной силы в виде (12) при 1 3,7266.    

Согласно [13], величина критической силы 
определится из выражения 
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Подставляя первую собственную функцию 
и число (12) в выражение (13), получаем 
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что немного превышает, как обычно при ис-
пользовании энергетического способа [14], 

точное значение 
2

20,14 .cr
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В заключение отметим, что частоты соб-
ственных колебаний рассмотренных балок 
определяются совокупностью полученных соб-
ственных чисел , 1, 2, 3, ...n n   

 
ВЫВОД 
 

В работе получены аналитические выраже-
ния функций Грина для однопролетных стати-
чески неопределимых балок в виде бесконечно-
го быстро сходящего ряда. Эти выражения да-
ют возможность решать разнообразные задачи 
статики, динамики и устойчивости для этих 
балок. 
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