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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ В ЗАДАЧАХ 
ДИНАМИКИ УПРУГИХ СИСТЕМ

Известно, что методы, используемые в настоящее время для расчета неко
торых элементов конструкций автомобилей и тракторов (кузовов, рам), не 
отражают современных требований экономии металла. Это происходит вслед
ствие недостаточно точного характера предположений, положенных в основу 
расчета. Зачастую расчеты ведутся в рамках теории сопротивления материа
лов. Назрела необходимость использовать методы теории упругости^ которые 
учитывают распределенный характер параметров моделей, описывающих по
ведение реальных объектов.

Задача становится особенно сложной при рассмотрении динамики мобиль
ных объектов, подверженных возмущениям случайного характера [ 1 ] . Су
ществует целый ряд методов (метод R-функций, конечно-разностные методы 
и т.д.) , позволяющих ріешать описанные задачи, но математический аппарат 
этих методов непривычен инженеру и плохо поддается машинной реализации 
(для реальных объектов). Зачастую используются и дополнительные предпо
ложения, сводящие к минимуму достоинства этих методов.

Настоящая статья посвящена одному из аспектов метода конечных эле
ментов, который, по нашему мнению, является одним из наиболее доступных 
по простоте математического аппарата для инженера, хорошо описывая в то 
же время свойства реальных конструкций автомобилей и тракторов.

Реальные объекты, встречающиеся в задачах проектирования колебатель
ных систем, имеют сложную геометрию [1 ] . Один из методрв, позволяющих 
с достаточной степенью точности учитывать конфигурацию объекта, — это ме
тод конечных элементов. Однако точность, получаемая при решении динами-



ческих задач, тесно связана с количеством введенных степеней свободы, кото
рое ограничено размерами памяти ЦВМ.

В отдельных случаях удается введением регулярной сетки [2] добиться 
более компактного хранения информации, однако в сложных пространствен
ных задачах регуляризация сетки не всегда возможна.

С другой стороны, быстрый прогресс в области развития вычислительной 
техники позволяет не рассматривать время решения задачи как главный крите
рий эффективности алгоритма. На первый план выдвигается вопрос точности 
[1], т.е. наилучшего использования объема оперативной памяти ЦВМ. Он при
обретает еще больший вес в физически нелинейных и динамических задачах 
теории упругости, в которых [3] даже однократное обращение матрицы вы
зывает определенные трудности, связанные с большими затратами машинного 
времени и необходимостью размещения обратной матрицы в памяти машины.

Из сказанного следует, что для решения систем линейных уравнений, воз
никающих на каждом шаге по времени, рационально пользоваться итеративны
ми методами, не меняющими матрицу.

Как указьюают авторы J4] , матричные дифференциальные уравнения, опи
сывающие поведение упругой конструкции, могут быть решены с помощью 
подходящих рекуррентных соотношений. Рекуррентное соотношение, поз
воляющее находить значения смещений и скоростей на каждом шаге по време
ни по их значениям в конце предыдущего шага, можно получить, например, 
применяя метод Галеркина для минимизации невязки в пределах каждого шага:
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Обозначения в выражении (1) полностью соответствуют [4]. Ниже для крат
кости будем обозначать

{ б  J = U „ ;  d/dt{ 6 j = V r f { 5  | = U i ;  d/dt{5

-К-Я компонента вектора смещений U ; Vj -̂к-я компонента вектора скорос
тей V.

Производя интегрирование в уравнении (1) и разрешая его относительно 
U | и V j, получим систему линейных алгебраических уравнений специального 
вида
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В соотношении (2) ар  ^2 , ..., -  постоянные величины на данном шаге вре
мени; f i ,  — векторы, полученные по формулам 
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Матрицы жесткости [К] и масс [М] имеют ленточную [4,5] структуру и сим
метричны, что позволяет хранить в памяти ЦВМ лишь верхнюю часть ленты 
этих матриц.

Будем минимизировать сумму квадратов невязок по строкам системы 
(2) на R-M шаге. Минимум в точке U*, V* является решением системы (2),  
причем природа задачи гарантирует единственность решения.

Приравнивая нулю частные производные от суммы квадратов невязок 
по координатам и и разрешая полученные уравнения относительно

и V^, получим соответственно
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Таблица 1

Параметры №

I II III IV V VI VII

Uo 3 0 0 3 -1 1 2

Vo 3 0 1 1 2 1 1

to 0 0 0 0 0 0 0

tk 3 3 1 1 1 1 1

h 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

e 0,01 0,01 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

П р и м е ч а н и я .  № -  номер варианта; UqVq -  начальное значение первой и второй 
группы координат соответственно; -  начальный и конечный момент времени соот
ветственно; h -  шаг по времени; С  -  точность (критерий остановки) на каждом шаге 
по времени по норме вектора невязки.

где gil -  2 (a^kii+aiQiiiij) Uq= + 2 (ацкц+аі2іПц) ,
j= l  J-1

gi2 = 2 (ai3kij+ ai4niij) + 2 (аі5ку+аібПіі^)Уо. -  f2i;
j 1 J

g. lg i2 -  не меняются на данном шаге по времени.

В состав программы, реализующей описанный алгоритм, входит девять 
подпрограмм. Подпрограмма AIAI позволяет производить перемножение сим
метричных ленточных матриц, хранящихся в компактной форме.

Результаты работы программы для матрицы жесткости [К ] , где

k ii = 8, i=  1 , 2 , . . ., 10-,

i=  1 , 2 , . .. 9;

i = 1 , 2 , . .. 8,
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и матрицы масс [М ], где

Шіі = 4, i = 1 , 2 , . .. 10,-

= 2. i = 1 , 2 , ...9 ;

*” іі+2 ” i = 1 , 2 , . . . 8

приведены в табл. 1.

Рис. 1. Изменение компонент векторов: 
1, 2, 3 — соответственно первой, третьей 
и десятой компонент вектора U; 4, 5,
6 — соответственно первой, третьей и де
сятой компонент вектора V; П — коли

чество циклов итераций.

На рис. 1 приведен характер изменения первой, третьей и десятой компо
нент векторов и  и V.

Как видно, решение практически устанавливается уже после трех циклов 
итераций. Та же ситуация наблюдается для всех компонент U и V во всех се
ми вариантах.

Таким образом, описанный алгоритм позволяет решать системы линейных 
алгебраических уравнений специального вида, возникающие в задачах динами
ки упругих конструкций, без копирования обратной матрицы системы. Это 
дает возможность повысить точность решения.
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