
Для использования предлагаемых показателей необходима методика опре­
деления Q и Q . Вычисление вероятности Q может быть выполнено на ос-

Ч
нове предварительной структуризации технических причин снижения электро­
безопасности. Структуризация предполагает тщательный анализ технологиче­
ских процессов проектирования, монтажа, устройства, технической эксплуа­
тации, экспертной оценки технического состояния электроустановки. Тогда

ПQ. = 1 к= 10 - 2 . ) .

где — вероятность снижения электробезопасности по к-й причине; т — чис­
ло выявленных при структуризации технических причин (причины снижения 
безопасности считаем независимыми).

В табл. 1 приводится структуризация причин, выявленных при технологи­
ческих процессах монтажа линии электропередачи [3].

Вероятность эффективного срабатывания комплекса защитных мер и 
средств от поражения электрическим током (если считать их действия незави­
симыми событиями) определяется выражением

Р =
3

1
S

П (1
/=1

-Rj).

где Rj — вероятность эффективного срабатывания /-й защитной меры или сред­
ства; S — число защитных мер и средств.

Для практического использования предлагаемой методики выявления и 
оценки электроопасных ситуаций необходимо разработать систему сбора и 
обработки статистических данных.

Чрезвычайно важным элементом технического решения задачи распознава­
ния и предотвращения электроопасных ситуаций в электрических сетях 
является приборное обеспечение. Авторами разработаны схемные решения по­
добных приборов.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ СИСТЕМАМИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ

При внедрении скоростных режимов нагрева металла большое значение 
имеет выбор процессов управления, оптимальных по некоторым критериям, 
например расходу тепловой энергии [1] .
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Подобные проблемы сводятся к задачам оптимального управления систе­
мами с распределенными параметрами, динамика которых описывается урав­
нениями в частных производных. В данной работе эта задача исследуется на 
примере управления процессом нагрева стержня. Исследуются асимптотиче­
ские по мере фазового пространства свойства оптимальных решений задачи 
управления уравнениями в частных производных. Доказывается сходимость 
решения к определенной поверхности. Приводится схема синтеза квазиопти- 
мального управления. На основе полученных результатов сформирован алго­
ритм построения 6-оптимального решения задачи управления нагревом 
стержня.

Предлагаемое решение задачи оптимизации аналогично решению задач оп­
тимального управления обыкновенными дифференциальными уравнениями 
[2, 3] . Рассматриваемый в работе класс задач проиллюстрируем на примере 

процесса нагрева стержня единичной длины.
В классической постановке эта задача имеет вид [4] :

^ = ■ 7 ^  + u ( t , x ) \  (^(0,х) = д  (х); ¥’(? ,0) = .р ( М )  = 0,
ОТ дх^ ^

где t ~  текущее время: t > 0\ х  — координата точки стержня (0 <  1) ;
ifit, х)  — температура в точке х  стержня в момент времени t ; (х) — рас­
пределение температуры в стержне в начальный момент времени; u{t ,x)— фун­
кция плотности внешних источников тепла в точке х  стержня в момент време­
ни t . Предполагается, что на концах стержня в любой момент времени поддер­
живается нулевая температура, материал стержня однороден, (х) — сумми­

руемая с квадратом функция {а  ̂ (0) ( 1) = 0) : 0 <  /  к  (х) |  ̂ <  + <» .
о

Решение поставленной задачи может быть обобщенным. Требуется найти та­
кую кусочно-непрерывную функцию плотности внешних источников u{t, х )  ,

+ ОО J
с помощью которой минимизируется /  = J ] \ ^ { t , x ) \ ^ d x d t . Здесь ^(t,  х) —

о о
решение уравнения тепловодности, а управление подчинено ограничению

х) |^ć/x <  I. 
о

Изучим поведение оптимальных решений. Для этого на основании постав­
ленной задачи нагрева стержня сформулируем общую задачу в терминах тео­
рии управления.

Объект управления описывается уравнением в частных производных;

F(Xj ,Х2 , д^Ідх^ , .... д^/дх^, и{х^,

где ^  , х^, ..., х^) — неизвестная функция п действительных перемен-

ных; m = ......х ^ , и ^ { х ' х ^ ,  .....
тор управления; и. ( х ^ , х ^ , х ^ )  -  кусочно-непрерывные функции с конеч- 

ным числом поверхностей разрывов (/ = Т77 ).
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На значения управления накладываются ограничения и{х^ ,х^ .... х ^ G U
Здесь и  — компактное множество в евклидовом пространстве К ,  Уравнение 
(1) рассматривается на некотором компактном множестве , На этом
множестве функция F ( a:, р , где л: = [ х ^  х ^ , \  , р = р ^ , ...,

п
Рп} » ^ ”  {^1 ’ ^г}  ’ удовлетворяет условию неособенности 2  (bF/bpj)^^
^  О и непрерывна по совокупности переменных. ^

Если задано u ( x ) G U = -  непрерывная и кусочно-дифференци­
руемая в области G функция, которая удовлетворяет ( 1). Полученную функ­
цию назовем решением уравнения (1).

Если ^  = ^р(х) -  решение ( 1) , то поверхность <р = ^(х)  в пространстве пе­
ременных X , называется интегральной поверхностью уравнения ( 1).

В п ростран ствезадан ы  непрерывные поверхности и S  ̂ ( S Г  ,
S qC\S^ = 0 ,  Г  — граница области G), на которых зафиксированы ус­

ловия:

(2)

(3)
- непрерывные на S. функции (/ = О, 1). Предполагаем, что если 

при допустимом управлении существует решение граничной задачи (1)... (3), 
то оно единственно.

Пусть задан функционал в области G :

где (рДх)

(4)

где f = f ( g )  — непрерывная функция аргумента gE:R^ .
Требуется с помощью допустимых управлений провести такую интеграль­

ную поверхность 4̂ (х), которая на непрерывных поверхностях и S  ̂
удовлетворяет граничным условиям (2), (3) и доставляет функционалу каче­
ства (4) наименьшее значение.

Эту задачу будем исследовать в случае, когда область G достаточно ве­
лика, т. е. m esG= Гс?х,(іх^,...,с/х„ имеет достаточно большое значение.G 1 2 п

Предположим, что функция f{g)  имеет строгий минимум. Пусть минимум 
достигается в точке =  О и

f ( g ) > f ( 0 ) ,  g ^ O ,  (5)

Кроме того, предположим, что существует допустимое 
котором

F(X j ,X2 , . . . ,х „ ,0 , 0, ..., 0,w ^ ) = 0 HaG. (6)

Тождество (6) означает, что интегральная поверхность , равная О, является 
решением уравнения ( 1) при некотором допустимом управлении

Предположим также, что существуют компактные области G^ С G и 
G^ C G ,  содержащие поверхности S ^ n S  ̂  , при которых граничные задачи

управление , при
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V’W Ix e S , = ^ W x e F j

=  0 

=  0

(7)

(8)
разрешимы при допустимом управлении на поверхностях, являющихся' реше­
ниями уравнения ( 1) и -  поверхности в , принадлежащие грани­
цам областей соответственно Gę, и Gę, ).

Условия (7) и (8) означают: некоторая интегральная поверхность (р мо­
жет быть проведена таким образом, что пересекает интегральную поверхность 

= О на множестве К Д /= О, 1), т. е. достигает поверхности 0. При 
этом существуют интегралы, ограниченные не зависящим от mes G числом М:

f  f(>p(x))dx^dXj , dx^ < М ( і  = 0, 1) .

где
/ М х ) )  = /(<fi(x)) - / ( 0).

(9)

( 10)

Обозначим через ф = ф ......*̂ о ’ оптимальную интегральную
поверхность, которая доставляет минимум функционалу (4) и удовлетворяет 
условиям (1) и (2). Эту интегральную поверхность назовем решением задачи 
( I ) ,  (2), (4) -  задача 1. Исследуется поведение интегральной поверхности ф в 
случае, если mes G велика так, что велико значение p(S^ , = min ||х -
-  у\\ , где IMI -  евклидова норма.

Рассмотрим вспомогательную поверхность. Выберем управление таким об­
разом, чтобы интегральная поверхность = ^р(х, G^ ) удовлетворяла ус­
ловию (7) в области G^ и равнялась 0 в области G\(f^  . Обозначим через

V?(x) полученную интегральную поверхность и сравним ее с оптимальной по­
верхностью ф (Xj, х ^,..., , G),  Из определения оптимальной интеграль­
ной поверхности имеем:

^  G ( 11)
Отсюда, используя (5), (10), получим:

5 f  ,G))dx^ , . .dx^< ! f (<p(x^, . . . ,x^))dx^. . .dx^ ;
G G

/ / ( '/ '(л;,....x^,S^,G))dx^...dx^<  / Ti^{x^,...jc^)dx^...dx^-\-
G Gę

+ ;  / ( 0)dXj...£?X„ =  L f i ^ i X i ......JC„))dXj...dx„ .
G\G

(12)
0 0

Из того что / ( 0 )  = о, / ( ^ )  >  о, ^  о и /  — непрерывна, следует, что для лю­
бого е >  о найдется Ъ (б) >  0, при которых
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П і )  > 5 , (13)

если \ g \ >  е .
Будем увеличивать mes G. Тогда в силу (9) существует такая константа 

М > О, что
/  ....... . .dx^  <  М ,  CJ44

т. е. правая часть неравенства (12) будет ограничена не зависящим от mesG 
числом М. Из условий (14) и (12) можно установить поведение оптимальной 
интегральной поверхности i// ( х ^ , х^, , G) при возрастании mesG .

Задаемся e >  О и делим значения аргумента функции ф на два типа. К 
первому относим такие значения л: из G , при которых | ф 5^, G) 1 >
>  е, и обозначим их в (е, 0). Остальные значения х из G относим ко второму 
типу и обозначаем их через т? (е, 0).

Рімеем: 0 (е,0) U7?(e,0) =G и J dx^...dx^-^ j  dx^...dx^ = f  dx^...dx^ .
в(е,0) rj(e,0) G

Обозначим приращения функционала в областях в (е, 0) и г? (е, 0) 

соответственно через J f (Ф(x^,. . . ,x^,S^,G))dx^. . .dXy^и  J / \ф(х^, . . .  ,
 ̂(е»0) Ч(е,0)

Xn,S^,G)dx^ . . .dx^  .
Тогда, учитывая (14) и (12), получим:

I f (ф (x ^ , . , . , x ^ ,S ^ ,G )) dx^ . . , dx^+  i  7 (i//(Xj,...,x^, 5*̂  , 
в(е,0) 17(е,0 )

G))dx^ . . , dx^  = S КФ (х , . .„x^ ,S^ ,G))dx^. . ,dx^  <
G

<  J 7 {^{x^ , . . . , x ^ )d x^ . . . d x^  < М .

В точках области ^(б, 0) с учетом (13) имеет место J 7(^/'(Xj,...,x^,5'^,Q)x
г?(б,0)

xdx^. . .dx^>  0. Отсюда 5mes0(€, 0 )<  /  f {Фix^, . . . ,x^,S^,G))dXy. .dx^ <
в(е.О)

<  М  или mes0 (б, 0) <М /5 , где правая часть не зависит от mes G .
Таким образом доказана теорема 1.
Теорема 1. При выполнении условий (5)... (7), (9) для любого е >  0 най­

дется такая константа N  = N(e) > 0, что mes0 (б, 0) где TV не зависит от 
mes G .

Эта теорема утверждает, что при неограниченном возрастании области G 
вне 6-окрестности интегральной поверхности = 0 располагается лишь огра­
ниченная в пространстве переменных ..., часть оптимальной интеграль­
ной поверхности ф ( х ^ х ^ ,  , G ). Причем эта оптимальная поверхность
при увеличении области интегрирования G как угодно близко подходит к по­
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верхности, доставляющей минимум подынтегральному выражению функцио­
нала качества (4). Результат легко можно перенести и на задачу (1), а (3), 
(4) -  на задачу 2.

Рассмотрим решение исходной задачи. Установленный характер качествен­
ного поведения оптимальных интегральных поверхностей удобно использовать 
для упрощения решения исходной задачи оптимизации (1)... (4) путем деком­
позиции ее на ряд более простых задач.

Предположим, что выполнено условие достижимости, т. е. с интегральной 
поверхности задачи 1 или 2 с помощью допустимых управлений можно перей­
ти на интегральную поверхность, доставляющую минимум функции и наобо­
рот.

Пусть (X j,..., х^)  -  соответствующая оптимальная интегральная по­
верхность для исходной граничной задачи. Рассмотрим, кроме того, задачи 1 и 
2. Пусть ф(х^, и V/(Xj,..., ) -  их оптимальные ре­
шения, которые рассматриваются в областях и V' и могут быть выбраны 
таким образом, что с увеличением mesG возрастает mes V/ , а также значения
mes {g o  V ! j  . При этом mes О» когда mesG -> +«> (z = О, 1).

В силу теоремы 1 поверхности ф (х^,..., х^, 5*̂ , ) и i// (х^,...,х^,5^, )
за исключением своих ограниченных частей стремятся к = О при mes

+ оо  ̂ I = о, 1.
При достаточно больших mesP^'n mesP^' поверхности Ф (х^,...рс^, К' ) ,  

z = О, 1 настолько приближаются к = О, что становится возможным пере­
ход с данных интегральных поверхностей на интегральную поверхность = 
= 0. Причем приращение функционала в результате этого перехода не будет 
превышать е/2. Таким образом, получим новую интегральную поверхность 
^  (х ^ ,..., х ^ ), которая совпадает в области Fj с ф (х^,...,х^, затем пе­
реходит на интегральную поверхность ^ 0  и находится на ней в определен­
ной области. Затем она переходит на интегральную поверхность ф (x^,...,x^,S^ , 
F j'),T . е. Z (X j,...,x ^ ) удовлетворяет граничным условиям. При этом прира­
щение функционала на обоих переходах в силу теоремы 1 не превышает напе­
ред заданного числа 6 >  0. Там, где интегральная поверхность Z (х ,...,х^) сов­
падет с интегральными поверхностями задач 1 и 2, приращение функционала 
на Z (X j,...,x ^ ) не более чем на Z^ (х^, ...,х^), поскольку в противном слу­
чае интегральные поверхности указанных задач с меньшим, чем в исходной за­
даче, числом условий не были бы оптимальными. В остальной области измене­
ния переменных приращение функционала на интегральной поверхности
Z (Xj,..., х^) в силу условия (5) не более чем на Z^ (х^,..., х ^ ). Следовательно,

/ ( 2 Ц  ..... х „ ) ) + е , (15)

где I{Z (х^ -  значение функционала (4) на интегральной поверхно­
сти Z j x ^ , . . . , x ^ ) .

При возрастании mesG значение сможет быть выбрано как угодно малым: 
t -► о при mes G +°о .

Таким образом доказана теорема 2.
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Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1 для задач 1 и 2, тогда ис­
ходную задачу оптимизации с заданными граничными условиями можно раз­
бить на три. Две из этих задач являются задачами 1 и 2, а третья — задачей отыс­
кания минимума функции f ( g )  и проверки условия (6). При этом можно син­
тезировать е -  оптимальное по значению, функционала управление так, что ес­
ли mes G -> 4- оо  ̂хо € -> 0. Теоремы справедливы и для систем уравнений выс­
ших порядков.

Сформулируем теперь алгоритм решения задачи нагрева. Для этого изу­
чим поведение оптимального ее решения. Фиксируем некоторое число Г >  0. 
Рассмотрим область G(T) = {( г ,  х ) : 0 <  t <  Г, и следующую за­
дачу:

(16)difldt = ^/дх^ + u(t, х ) ;

=(ip: -  ^p(t, 1) = 0 j  ;

(17)

(18)

J — i  ] \^it> •*̂) \ ̂  dxdt min ; 
o o

Л м (? ,л :) |^ Л <  1, { t ,x )eG {T ).

(19)

(20)

При Г -»■+«> оптимальное решевде задачи (16)...(20) будет стремиться к оп­
тимальному решению исходной задачи нагрева. Изучим поведение оптимально­
го решения задачи нагрева (16)...(20) при m esG(70^+°° (задача 1).

Очевидно, что выполнены условия (5) и (6), т. е. =  о доставляет ми­
нимум подынтегральному выражению функционала (19) с ограничениями (18) 
при допустимом (20) управлении и = 0. Покажем, что выполнены условия 
(7) и (9). °

Как известно [1 ,4 ] , решение задачи 1 можно искать в виде ряда Фурье :

^ { t ,x )  — S sinknx.  Здесь Q A t)  удовлетворяют системе обыкновен-
к~\

ных дифференциальных уравнений:

% it)  = -  Qk (О + “ л (О , Qk (0) = «Аго ' *  = 1’ 2> •••• 

где (т) и — коэффициенты Фурье функций соответственно u { t ,x )  и 

Решение этой системы имеет вид

=  p - ( k i r ) ^ t ‘̂‘ко ■ ( Mj. (г)) £?Г , * = 1, 2, ...

Положим
Г-е п р и 0 < г < г „ ;

Uk ( 0 = 1
t  о при T ^< ,t  Т  ,
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где ^ у т  ? й О < Г „ <  + , тогда в силу равенства Парсеваля и
К—  1

1 ^
(20) i \ u i t , x ) V d x <  2  | « . ( 0 Р <  1 , вследствие чего выбранное управле- 

0 к= 1

оо I 2
ние является допустимым при 0 <  т <  Г . Так как х ) =  2  е" 

-tlT^)%mk-nx , то <p{t, х) =  о и получаем

f  I  l > p ( f , x ) l ^ d x d t = f f l ^ ( t , x ) l ^ d x c / t<  f  2  Iq^^COI^dt <
G(T) 0 0 0 k=\

^  ifc= 1  ̂I  ~  d t <  + °o,

так как (x) -  суммируемая с квадратом функция.
Таким образом, пока^зано, что выполнены условия (7) и (9), т. е. выпол­

нены условия теоремы 2 для задачи 1.
Заметим, что задача 1 эквивалентна задаче

^ і ( ч ) = І  2  І9 ^ (0 І^ Л -^ т іп ;  (21)
о fc= 1

(0 = -  (kTjf  q̂ . i t)  + it) ; (22)

<7;t(0) =  «;to; (23)

2 | « ^ ( 0 P < 2 .  (24)
k ^ l

Предложим приблюйенный алгоритм решения задачи нагрева стержня.

Шаг 1. Выбираем 1 >  е >  О, Л Г > 0 , i = 2, Т. > 0.

Шаг 2. Полагаем Т = Т .  и решаем задачу (21)... (24). Пусть q^(t) — ее оп­
тимальное решение и u^(t) — оптимальное управление.

Шаг 3. Если X (Яп(Т) У>  б, то Т...  = Г. + ЛГ ,  / = / + 1, и перейти к к=\ г+1 /
шагу 2; в противном случае — перейти к шагу 4.

Шаг 4. Выбрать управление равным

где 

2 Зак. 5586

Г _ е - ( Ь )^ а -Г к  и
u l ( t )  =  r  ^

при Г <  Г+ Tj ; 

при  ̂>  Г + Tj ,

А:=5і
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Шаг 5. Сформировать управление и (t) ={и ( О ,и  ( г ) , Л  ,
М t Mj ^2  J

I (t) при 0 <   ̂ <  Г;
= j  i/ | ( 0  при t  > Г .  ( ^ = 1 ,2 , . . . )

Для исходной задачи нагрева квазиоптимальным управлением является

оо
5  “м (0sin^:5Tx. 

к — 1 1с

Приближенная оптимальность этого управления следует из теоремы 2, прин­
ципа максимума для уравнения теплопроводности [1,4] и того, что Т^< е .

Так как задача нагрева стержня является корректно поставленной, то для 
практического применения описанного алгоритма достаточно использовать ко­
нечное число членов разложения в ряд Фурье функции (х ), что существенно 
упростит решение задачи (21)... (24).
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УДК 621.18-52

В.И. ЛИТВИНЕЦ, канд. техн. наук (Б ПИ)

О РЕГУЛИРОВАНИИ ТЕМПЕРАТУРНОГО СОСТОЯНИЯ 
РАДИАЦИОННОЙ ЧАСТИ ПАРОВОДЯНОГО ТРАКТА 

ПРЯМОТОЧНОГО КОТЛА

Температурный режим прямоточного котла при изменении нагрузки в ос- 
новном определяется расх^одами топлива и питательной воды, соотношение ко­
торых обеспечивается работой системы автоматического регулирования пита­
ния. Контроль этого соотношения осуществляется по температуре в промежу­
точной точке пароводяного тракта, т. е. в радиационной части до первого (по 
ходу среды) автоматизированного впрыска. Одновременно с управлением ре­
жимом питания решается задача минимизации потерь на дросселирование пита­
тельной воды в клапанах. При работе энергоблоков с прямоточными котлами 
в регулирующем режиме был выявлен ряд недостатков типовой схемы: низ­
кое быстродействие при управлении нагрузкой агрегата, склонность к колеба­
тельности в режимах переменного (скользящего) давления пара, существен­

18


