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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Автор завершил свой полуторагодовой труд по поиску и решению задач, предлагав-

шихся на математических олимпиадах БПИ – БГПА – БНТУ в 1980 – 2023 гг. Задания олим-

пиад 1997 года и 1999 – 2005 гг. автору, несмотря на все его усилия, разыскать не удалось. В 

2020 году олимпиада в связи с пандемией не проводилась.  

Автор отыскал и обработал учебный материал по олимпиадам за довольно значитель-

ный промежуток времени, что дало ему возможность проследить за историей олимпиадного 

движения в политехническом институте со всеми его недостатками и достоинствами. Поль-

зуясь случаем, он хотел бы провести небольшой анализ качества олимпиадных задач. Во-

первых, некоторые задачи, как можно увидеть из текста, дублировались на олимпиадах. Во-

вторых, олимпиадная задача должна быть желательно короткой по формулировке и уж точно 

короткой по решению. Решение же, например, задачи №2, предлагавшейся во втором туре 

олимпиады 1991 года, коротким никак не назовёшь (и это притом, что автор сократил 

решение). В-третьих, олимпиадная задача в вузе не должна быть тривиальной, доступной 

учащемуся базовой школы. Примером может служить задача №1 на олимпиаде 2018 года. В-

четвёртых, олимпиадная задача по определению должна быть хотя бы немного нестандарт-

ной. Предлагать на олимпиаде задачи уровня наших практических занятий на взгляд автора 

недопустимо. Указанные замечания носят скорее характер исключения, чем правила. В 

целом же, составители задач профессионально относились к своему делу. Автор пособия 

провёл немало приятных минут за решением некоторых интересных задач. 

В заключение автор выражает благодарность доцентам кафедры высшей математики 

БНТУ Карпуку В.В. и Рудому А.Н. за полезные замечания и обсуждения по ходу работы над 

пособием. И особая благодарность Татьяне Степановне Неверович, много лет работавшей на 

кафедре высшей математики №3 БНТУ, которая поделилась с автором своим архивом олим-

пиадных задач.  

13 января 2024 года П.Г. Ласый 
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1. Математическая олимпиада БПИ 1980 года

1. Определить закономерность в расположении тех точек кривой ,sin42










a

x
axay

для которых касательная параллельна оси Ox. 

Решение. Поскольку ,0cos1sin 













a

x

a

x
ax то функция 










a

x
axay sin2  моно-

тонна в своей области определения, которой при a > 0 является полуось [0, +∞), а при a < 0 – 

полуось (–∞, 0]. Производная )0(y  не существует, а при 0x .
cos12

y

a

x
a

y











  Касательная 

параллельна оси Ox там, где 0y  и, значит, ,0cos1 
a

x откуда ,)12( anx  где n – целое 

неотрицательное число. Этим значениям x соответствуют значения y, для которых .42 axy 

Таким образом, точки данной кривой, для которых касательная параллельна оси Ox, лежат на 

параболе с уравнением .42 axy   

Ответ. Искомые точки лежат на параболе ,42 axy  где anx  )12( и n – целое неотри-

цательное число. 

2. Доказать, что линия















33
2

3

22
2

2

11
2

1

,
,

ctbtaz

ctbtay

ctbtax

плоская и составить уравнение плоскости, в которой она лежит. 

Решение. Покажем, что данная кривая расположена в плоскости, проходящей через 

точку ),,,( 3210 cccM параллельно векторам ),,( 321 aaaa  и ).,,( 321 bbbb Уравнение этой плоскости 

мы можем записать в виде 

.0

321

321

321





bbb

aaa

czcycx

(1) 

Подставив сюда координаты произвольной точки кривой и использовав соответствующие 

свойства определителя, мы получим при любом действительном t: 
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в чём и требовалось убедиться. 

Ответ. Данная линия лежит в плоскости (1). 

3. Вычислить  зная, что 

 

Решение. Применяя правило Лопиталя, мы находим: 

 

Тогда при некотором достаточно большом M  при всех  выполняется неравенство 

 Несобственный интеграл  сходится, поэтому по признаку 

сравнения сходится и данный интеграл. Для его вычисления разложим подынтегральную 

функцию в ряд: 

 

Интегрируя почленно это равенство, получим: 

 

Далее, трижды интегрируя по частям, находим  и, следовательно, 

 

Ответ.  

4. Решить уравнение  

Решение. Проведём в интеграле замену переменной  которая приводит его к 

  

,000
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2
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
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,
1e0

3




x

dxx
.

90

1 4

1
4






n n

 
 

.0
e

24
lim

)(e

)32/(
lim

e

32/
lim

)1(e

)e(
lim

1e

e
lim

,0
e

3
lim

1e

lim
0

0

1e
lim

2/2/

23

2/

232/32/3

2

0

3

0

3

0


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
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
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
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
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xxxxxxx

x
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x

x

xxxxxx

xxxxxx
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.e
1e

2/
3

x

x

x 

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M

x dx 
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 

  .0,eee
e1

1
e

1e 0

)1(3

0

33
3


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
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
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виду  Дифференцируя обе части этого уравнения, получим: 

 

Если здесь n = 0, то  а при  разделим в этом уравнении переменные и 

проинтегрируем:  где C – действительная постоянная. 

Непосредственной проверкой мы можем убедиться в том, что найденная функция при  

является решением исходного уравнения. При 0n  интеграл расходится. 

Ответ.   

5. Какой интеграл больше:  или  ? 

Решение. Преобразуем второй интеграл, использовав подстановку  

 

Последний интеграл проинтегрируем по частям: 

 

Применив правило Лопиталя, получим: 

 

Тогда 

 

).()(
0

xnxdtt
x



)).()(()( xxxnx 

,0)(  x 0n

,||)(
1

)(

)(
1

n

n

xCx
x

dx

n

n

x

xd










0n














.0,0

;0,||)(

1

n

nxCx
n

n


1

0

dxx x

 
1

0

1

0

)( dxdyxy xy

:zxy 

.
1

)()(
1

0 0

1

0

1

0

1

0

1

0

    





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


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



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
 dxdzz

x
dxdyxydxdyxy

x
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.lnlnlnlnln
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0 0
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0 0
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0 0
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
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и, таким образом, 

.)(
1

0

1

0

1

0
   dxdyxydxx xyx  

Ответ. Данные интегралы равны. 

6. Вычислить предел .
2

coslim
)(sin

1
2

0

xxx

x

x
xA



 







  

Решение. Здесь мы имеем неопределённость .1  Так как  

)(sin
2

1cos
limexp

2
1cos1lim

2

0

)(sin
2

1cos

2
1cos

1
2

0

2

2

xxx

x
x

x
xA

x

xxx

x
x

x
x

x 





















































 

и ,
4
1

!3
1
!4

1

)(
!3

)(
!4lim

0
0

)(sin
2

1cos
lim

4
4

4
4

0

2

0






















xo
x

xo
x

xxx

x
x

xx
 то .e 4

1


A  Здесь мы использовали 

формулы Маклорена третьего и четвёртого порядков для функций xsin  и xcos , соответ-

ственно. 

Ответ. .e 4
1



A  

7. Доказать, что ранг матрицы )( ijA   равен рангу матрицы ),( ijA   где ij  обо-

значает число, комплексно-сопряжённое с .ij  

Решение. Это следует из того, что, если M – произвольный минор матрицы ,A  то M –

соответствующий минор матрицы .A  

8. Капля с начальной массой 0M г, свободно падая в воздухе, равномерно испаряется и 

ежесекундно теряет 0m г. Сила сопротивления воздуха пропорциональна скорости движения 

капли. Найти зависимость скорости движения капли от времени, прошедшего от начала дви-

жения капли, если в начальный момент времени скорость капли равна нулю. Принять коэф-

фициент пропорциональности .0mk   

Решение. Пусть )(),( tvtm – масса и скорость капли, соответственно, в момент времени t. 

Очевидно, .)( 00 tmMtm   По второму закону динамики, учитывая сопротивление воздуха, 

мы получаем следующее линейное дифференциальное уравнение для скорости движения 

капли: 
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.
)(

)()( gv
tm

k
vkvgtmvtm   

Интегрирующим множителем для последнего уравнения является функция 

.))(()(lnexp
)(

exp)( 0

0

m

k

tmtm
m

k
dt

tm

k
t













   

Тогда 

.))(())(())(())(())(()(
)(

)( 00000
1

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

tmgvtmtmgvtmkvtmtgv
tm

k
vt





























  

Отсюда, после почленного интегрирования последнего уравнения, мы получаем: 

.)(1)()())(())(())((
1

00

1
0

1

0 0

0

0
000






















































m

k

m

k
m

kt
m

k

m

k

M

tm

mk

tgm
tvMtm

mk

g
dssmgvtm  

Ответ. ,)(1)()(
1

00

0

































m

k

M

tm

mk

tgm
tv  где .)( 00 tmMtm   
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2. Математическая олимпиада БПИ 1981 года 

1. Отрезок длины 2a движется так, что концы его всё время остаются на координат-

ных осях. Найти уравнение множества точек оснований перпендикуляров, опущенных из 

начала координат на этот отрезок. 

Решение.  

 
Найдём уравнение линии в полярных координатах. Обозначим длину отрезка BC через z. Тогда 

AC равно 2a – z и мы имеем: ).2(2 zazr   Отсюда, учитывая, что ,tg rz  мы получаем: 

.2sin
tg1
tg2)tg2(tg 2

2 



 ararrarr  

Ответ. .2sin  ar  

2. Найти   .e1lim cos1
1

2

0
xx

x
x 


  

Решение. Здесь мы видим неопределённость .1  Поскольку 

   
x

x
xx

x

x

x

x

x
x

x

xx

x

x

x

cos1
elimexpe1lime1lim

2

0

cos1
e

e
1

2

0
cos1
1

2

0

2

2






















 

и по правилу Лопиталя 

,2
cos

2lim
)(sin

)2(lim
0
0

sin
2lim

)cos1(
)(lim

0
0

cos1
lim

cos1
elim

000

2

0

2

0

2

0

































  xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxxx

x

x
 

то   .ee1lim 2cos1
1

2

0
 



xx

x
x  

Ответ. .e2
 

3. Вычислить ,)(1limlim
0












EA

x

n

nx
 где .

10
01

,
1

1






























 E

n

x
n

x

A   (8 баллов) 

O

A

B

C
r

x

y
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Решение. Преобразуем матрицу A. Обозначим .1
2











n

x
an  Тогда: 

./arcsin,
cossin
sincos

1/

/1

n

n

nn

nn

n

nn

nn
n

a

nx
a

aa

nx

a

nx

a
aA 


































  

Так как 












nn

nn

cossin
sincos

 – матрица поворота на угол ,n  то .
cossin
sincos















nn

nn
aA

nn

nnn

n

n   

Поскольку 

,/lim/arcsinlimlim

,1elim1limlim 2

2
2 2

2

2

x
a

nx
n

a

nx
nn

n

x
a

n
n

n
n

n
n

n

x

n

n

x

x

n

n

n

n
n



























































  

то .
cossin
sincos

lim 











 xx

xx
An

n
 Тогда .

01
10

1cossin

sin1cos

lim)(1limlim
00 















































x

x

x

x
x

x

x

x

EA
x x

n

nx
 

Ответ. .
01
10










 

4. Пусть .
171312
13353

111
)(

852

22





xxx

xxxxf  Доказать, что найдётся число C (0 < C < 1) 

такое, что .0)(  Cf  

Решение. Определители )0(f  и )1(f  равны нулю, так как в первом из них пропорцио-

нальны первая и третья строки, а во втором – первая и вторая. Тогда искомое число суще-

ствует по теореме Ролля. 

5. Вычислить интеграл ,||

b

a

dx
x

x
где .ba   

Решение. Возможны три случая.  

1) .0b  Здесь .||||)(||
ababdxdx

x

x
b

a

b

a

   
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2) .0 ba   В этом случае .||||0)(0||

0

0

abbadxdxdx
x

x
b

a

b

a

   

3) .0a  Тут .||||||
ababdxdx

x

x
b

a

b

a

   

Ответ. .|||| ab   

6. Доказать, что .
e

!
n

n
n 








  

Решение. Воспользуемся разложением экспоненциальной функции в ряд Маклорена: 

 
!!2!1

1e
2

n

nnn n
n . 

Отсюда .
e

!
!

e
nn

n n
n

n

n








  

7. Найти решение уравнения 066)1( 23  xyyxyx  в виде степенного ряда, если 

.0)0(,1)0(  yy  

Решение. Учитывая начальные условия, решение данного уравнения будем искать в 

виде: 

.1
2






n

n

n xay  

Поскольку ,)1(,
2

2

2

1










 
n

n

n

n

n

n xannyxnay  то после подстановки в исходное дифферен-

циальное уравнение, получим:  

06)66)1(()1(
2

1

2

2  









 xxanaannxann
n

n

nnn

n

n

n  

или 

.)3)(2(6)1(
2

1

2

2










 
n

n

n

n

n

n xannxxann  

Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях x приводит к равенствам:  

.4,)1()1(:
;10623:

;0012:

33
2

33

22
0









 naaannannx

aax

aax

nnnn

n

 

Отсюда следует, что .1,1,0 31323   naaa nnn  Значит, искомое решение представляется 

степенным рядом 
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).1,1(,
1

1
3

0

3 







x
x

xy
n

n  

Ответ. ).1,1(,
1

1
3

0

3 







x
x

x
n

n  

8. Найти уравнение кривой, для которой площадь, заключённая между осью абсцисс, 

кривой и двумя ординатами, одна из которых – постоянная, а другая – переменная, равна 

отношению куба переменной ординаты к соответствующей абсциссе. 

Решение. Пусть )(xyy  – уравнение искомой кривой. Тогда по условию 

.)()()(
3

0 x

xy
dttyxS

x

   

Дифференцируя почленно это равенство, получим: 

.)()()(3)()( 2

323

x

xyxxyxy

x

xy
xy














  

При 0y мы находим  

.
3

2
3
2)(31 22

2

2 x
y

x
y

x

yxyy



  

Последнее дифференциальное уравнение является линейным относительно функции .2y  Его 

интегрирующий множитель равен 


 .
3
2exp)( 3

2

xdx
x

x Умножая на него обе части по-

следнего уравнения, получим: 

.
2
1

2
1

3
2

3
2

3
2)( 3

2
23

4
3
2

2
3
1

3
2

2
3
1

23
5

3
2

2 CxxyCxxy
x

xy
x

yxxy 




















 

Ответ. .
2
1 3

2
2 Cxxy   
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3. Математическая олимпиада БПИ 1982 года (I тур) 

1. Определить и построить геометрическое место вершин параболы 

,
)1(

41
1

4
22

42

2
2

m

mm
x

m

m
xy







  где .Rm  

Решение. Поскольку ,
)1(

1
1

2
22

42

2 m

m

m

m
xy















  то вершина параболы находится в 

точке с координатами .
)1(

1,
1

2
22

4

2 m

m
y

m

m
x







  Так как 

,
1

2
2
11

)1(
2)1(

)1(
1 2

222

222

22

4






















m

m

m

mm

m

m  

то вершины находятся в точках параболы .
2
11 2xy   Найдём промежуток значений коорди-

наты x вершины.  Дифференцируя x по параметру m, получим: .
)1(

12 22

2

m

m
x




  Критическими 

точками здесь являются числа ,1m  причём 

).,1(,0);1,1(,0);1,(,0  mxmxmx  

Значит, 1m  – точка минимума функции x и ,1)1(min  xx 1m  – точка максимума и 

.1)1(max  xx  Значит, искомым геометрическим местом вершин данной параболы является 

дуга параболы ].1,1[,
2
11 2  xxy  

Ответ.   

1.0 0.5 0.5 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

y
y 1

1
2

x2

O
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2. Найдите матрицу X, если: 

.

10000
21000
......

23100
12210

1321

10000
11000
......
11100
11110
11111

















































































nn

nn

nn

X  

Решение. Обозначим известную матрицу в левой части уравнения через A, а в правой – 

через B. Обе они невырожденные, так как .1detdet  BA  Непосредственно проверяется, 

что .2 BA   Отсюда, .1BAA   Следовательно, .1 ABAX  
 

Ответ. .

10000
11000
......
11100
11110
11111





































 

3. С помощью определённого интеграла найти предел следующей суммы: 

.)1(sin2sinsin1lim 






 







 n

n

nnnn
  

Решение. Сумма 






 








n

n

nnn
In

)1(sin2sinsin1
  является интегральной для 

определённого интеграла функции xsin  на отрезке [0, 1]. Следовательно, 

.2cos1sinlim
1

0

1

0 



 

xdxxIn
n

 

Ответ. .2


 

4. Вычислить ,coslim
0 

ax

x
x

dt
t

t
 где .Ra  

Решение. Прежде всего заметим, что a > 0, так как иначе отрезок интегрирования содер-

жал бы нуль, а интеграл 
x

dt
t

t

0

cos
 расходящийся. Обозначим искомый предел через L. Выпол-

ним в интеграле замену переменной  t / x = z. Тогда  
aax

x

dz
z

xz
dt

t

t

1

)cos(cos  и 
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.lnln1)cos(lim)cos(lim
1

11
0

1
0

azdz
z

dz
z

xz
dz

z

xz
L

a
aa

x

a

x
  

 

Ответ. .ln a  

5. Где могут лежать точки перегиба графиков решений дифференциального уравнения  

0)(  yxgy  (g(x) – дифференцируемая в некотором интервале функция) ? 

Решение. Дифференцируя обе части данного уравнения, получим: 

0)()(  yxgyxgy  

или, учитывая, что ,)( yxgy   мы находим: 

.0))()(( 2  yxgxgy  

Отсюда следует, что, если ),( 000 yxM – точка перегиба графика ненулевого решения )(xyy 

данного дифференциального уравнения, то 0)( 0  xy  и .0)()( 0
2

0  xgxg  

Ответ. Абсциссы точек перегиба графиков решений данного дифференциального урав-

нения являются корнями уравнения .0)()( 2  xgxg  

6. Если один кирпич уложен на другой, то максимальное расстояние, на которое можно 

сдвинуть верхний кирпич, так, чтобы он не упал с нижнего, будет достигнуто, когда центр 

тяжести верхнего кирпича будет проектироваться на боковую грань нижнего кирпича. Ко-

гда мы поместим два кирпича на третий, то максимальный сдвиг будет достигнут в тот 

момент, когда их общий центр тяжести будет проектироваться на боковую грань нижнего 

кирпича. Продолжая укладывать кирпичи с максимально возможным сдвигом, мы получаем 

искривлённую колонну. На сколько левую грань верхнего кирпича можно сдвинуть относи-

тельно левой грани нижнего кирпича? 

Решение. Пусть 2l – длина кирпича и на нижнем кирпиче лежат n кирпичей с макси-

мально возможным сдвигом. Обозначим через nx  расстояние от центра тяжести всех )1( n

кирпичей до левой грани нижнего кирпича, а через ns  расстояние от левой грани верхнего 

кирпича до левой грани нижнего кирпича.  

 
O

2
1

Рис . 1

O

3
2

1

Рис . 2

O

4
3

2
1

Рис . 3
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При 1n  (рис. 1), очевидно, .,
2
3

2
2

11 ls
lll

x 


  Значит, поставив эти два кирпича на тре-

тий, мы можем сдвинуть их вправо относительно третьего на максимальную величину 

2
2 1

l
xl   (рис. 2). Следовательно, .

2
11

2
,

3
5

3
2

2
12

1

2 



















 l
l

ss
l

l
xl

x  Аналогично, 

если мы поставим эту конструкцию из трёх кирпичей на четвёртый, то мы можем сдвинуть её 

относительно четвёртого максимум на 
3

2 2
l

xl   (рис. 3). Поэтому здесь 

.
3
1

2
11

3
,

4
7

4
3

3
23

2

3 



















 l
l

ss
l

l
xl

x  

Продолжая аналогично, мы после n шагов получим: 

.1
3
1

2
11,

1
)12(
















n
ls

n

ln
x nn   

В скобках записана частичная сумма гармонического ряда. Он расходится, следовательно, 

.lim 


n
n

s  

Ответ. Для n кирпичей искомый сдвиг равен ,1
3
1

2
11 










n
l   где l – длина полкир-

пича. Этот сдвиг может быть неограниченно большим. 

7. Тонкая пластинка имеет форму кругового кольца с радиусами 1R и 2R ).( 21 RR   Удель-

ная теплоёмкость пластинки меняется по закону |,| xyc  плотность постоянна и равна .  

Найти количество теплоты ,Q  полученное пластинкой при её нагревании от температуры 

1t  до температуры .2t  

Решение. Обозначим кольцо через D. Разобьём его на большое число частей 

nDDD  ,,, 21   с малыми диаметрами nddd  ,,, 21   и площадями ,,,, 21 nSSS    соот-

ветственно. Внутри каждой из частей выберем произвольно по точке .,1,),( nkDyxM kkkk   

Пусть kQ  – количество теплоты, полученное частью .kD  Тогда )(|| 12 ttSyxQ kkkk  и, 

значит, 

.||)(
1

12
1





n

k

kkk

n

k

k SyxttQQ  

Следовательно, 
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 





D

n

k

kkk

nk

d
dSxyttSyxttQ

k

.||)(||lim)( 12
1,1

,012  

Пусть D  –часть кольца в первой четверти. Тогда .4|| 



DD

dSxydSxy  Переходя в двойном 

интеграле к полярным координатам, получим: 

.)(
8
1

42
sin

4
sinsin

cossinsincos

4
1

4
2

4
1

4
2

2

0

242

0

2

0

3
2

0

2

1

2

1

2

1

RR
RRr

d

drrddrrrrddSxy

R

R

R

R

R

RD














  


 

Тогда .))((
2
1 4

1
4
212 RRttQ   

Ответ. .))((
2
1 4

1
4
212 RRtt   

8. Составить блок-схему и написать программу вычисления интеграла 


b

a

x dx
2

e  мето-

дом трапеций. 

Решение.  Приведём формулу трапеций для вычисления определённого интеграла 

.)(
b

a

dxxf  

Разобьём отрезок [a, b] на n равных частей точками ,,0, nkkhaxk   где 
n

ab
h


 – шаг 

разбиения. Тогда 

.)()()((
2
1)(

1

1








 





n

k

kn

b

a

xfbfafhIdxxf  

Для оценки погрешности при заданной точности 0 можно использовать правило Рунге, 

которое заключается в следующем. Вычисляем по формуле трапеций ,nI затем уменьшаем 

шаг в два раза и вычисляем .2nI  Требуемая точность считается достигнутой, если окажется, 

что  3|| 2nn II  и в этом случае полагаем .)( 2n

b

a

Idxxf    
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Программирование метода трапеций не представляет трудностей. Вычисления, прове-

дённые в среде компьютерной алгебры Mathematica, показывают, что, например, для инте-

грала 



3

1

2

e dxx  уже при 100n  достигается точность, меньшая, чем 0,0001.  
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4. Математическая олимпиада БПИ 1983 года (I тур)

1. Найти расстояние от параболы 22xy   до прямой .4 yx    (2 балла)

Решение. Расстояние d(x, y) от точки ),( yxM  до данной прямой равно

.
2

|4|),( 


yx
yxd  Стало быть, для точек параболы 

.
2

8
31

4
12

2
42

2
|42|)2,(

2

22
2



















x
xxxx

xxd

Значит, искомое расстояние равно .
28

31
min d

Ответ. .
28

31

2. Найти расстояния от начала координат до плоскостей, проходящих через точку

)1,1,1(M и ортогональных собственным векторам линейного оператора, заданного матри-

цей

.
190
110
002

















A (3 балла) 

Решение. Найдём собственные числа оператора: 

.0)9)1)((2(0
190

110
002

0)det( 2
3 







 EA

Отсюда .4,2,2 321   Теперь найдём собственные векторы, соответствующие каж-

дому собственному значению.  

Для собственного значения 21   получаем линейную однородную систему уравне-

ний: 















.039
,03
,04

32

32

1

xx

xx

x

Собственным вектором является любое ненулевое решение этой системы. Возьмём, например, 

решение .3,1,0 321  xxx  Таким образом, )3,1,0(1 v  – собственный вектор, соответству-

ющий собственному значению .21 
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Аналогично для собственного значения 22   мы имеем систему 









.09
,0

32

32

xx

xx
 

Из неё R;,1  CCx .032  xx  Тогда, например, )0,0,1(2v  – собственный вектор, отвечаю-

щий собственному значению .22   

Наконец, для собственного числа 43   мы приходим к системе 















.039
,03
,02

32

32

1

xx

xx

x

 

Одно из её ненулевых решений: .3,1,0 321  xxx  Значит, )3,1,0(3v  – собственный вектор, 

соответствующий собственному значению .43   

Найдём теперь уравнения плоскостей, проходящих через точку M, для которых найден-

ные собственные векторы являются нормальными векторами. Обозначим их через .,, 321 

Для собственного значения :21    

.023:0)1(3)1(1)1(0 1  zyzyx  

Аналогично, для :22   

01:0)1(0)1(0)1(1 2  xzyx  

и :43   

.043:0)1(3)1(1)1(0 3  zyzyx  

Осталось найти расстояния от начала координат до плоскостей: 

.
5
22

10
4

10
|4030|),(;1),(;

5
2

10
2

10
|2030|),( 321 





 OdOdOd  

Ответ. .
5
22;1;

5
2

 

3. Вычислить ,lim m
m

z


 где ).(max
]1,0[

m

x
m xxz 


  (2 балла) 
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Решение. Рассмотрим функцию .1,)(  mxxxf m

m
 Её производная 11)(  m

m mxxf

имеет единственную критическую точку ,1 1
1












m

m
m

x  которая является точкой максимума 

функции )(xfm и поскольку ,0)1()0(  mm ff  то .11)(
11

1





















m

m

m

mmm
mm

xfz  Тогда 

.1elimelimelim01lim11limlim
1

)1(
)(ln

1
ln1

1
11

1






































































m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
m

m mmm
z  

Ответ. 1. 

4. Исследовать на экстремум и найти точки перегиба графика функции 

.)2)(1(
0

2
 
x

dttty    (2 балла)     

Решение. Здесь .)2)(1()2)(1( 2

0

2 













  xxdttty

x

 Поэтому 2,1 21  xx  – крити-

ческие точки данной функции. При переходе через первую точку знак производной меняется 

с “–” на “+”, поэтому 11 x  – точка минимума данной функции и поскольку 

 ,16)2)(23(
12
1)2(

4
18)2)(1(

3
1

)2()2(8)2)(1(
3
1

)1()2()2()1(
3
1)2()1(

3
1

3

0

43

0

33

0

3

0

3

0

3







































xxtxx

tdtxx

tdttttdty

x

x

x
x

x

 

то .
12
17)1(min  yy  При переходе через вторую критическую точку производная сохраняет 

знак “+”, поэтому в точке 22 x  экстремума нет. Вторая производная данной функции равна 

).2)(43()1)(2(2)2())2)(1(( 22  xxxxxxxy  Поэтому производная функции 

имеет критические точки .2,
3
4

43  xx  При переходе через них вторая производная последо-

вательно меняет знак: “+” сменяет “–”, а его опять же “+”. Значит, в этих точках имеется пе-

региб. Точки перегиба: 









81
112,

3
4

 и .
3
4,2 







  
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Ответ. Данная функция имеет точку минимума 1x  и в ней .
12
17

min y  График функ-

ции имеет две точки перегиба 









81
112,

3
4

 и .
3
4,2 







  

5. Пусть 321 ,, zzz  – комплексные числа, удовлетворяющие условию .0|||||| 321  rzzz  

Показать, что .
321

323121 r
zzz

zzzzzz




    (2 балла) 

Решение. Будем использовать известные свойства модуля комплексного числа и его со-

пряжения: 

.R,ee,1|e|,|,|||,
||
|||,||||| 2121

2

1

2

1
2121   iiizzzzzz

z

z

z

z
zzzz  

Запишем данные комплексные числа в показательной форме: 

.e,e,e 321
321




iii
rzrzrz  

Тогда 

.
|eee|

eee

eee
eee

eee
eee

eee
eee

eee
)ee(ee

eee
eee|e|

eee
eee

eee
eee

321

321

321

321

321

321

321

321

321

323121321

321

323121
321

321

323121

321

323121

)()()()()()()(
)(

)()()()(2)(2)(2

321

323121

rrrrr

rr

r
rrr

rrr

zzz

zzzzzz

iii

iii

iii

iii

iii

iii

iii

iii

iii

iiii

iii

iii
i

iii

iii

iii

iii

















































































 

6. Найти сумму ряда  .
31

2




n
n

n
   (3 балла) 

Решение. Возьмём ряд геометрической прогрессии ).1,1(,
1

1
0









x
x

x
n

n  Дифферен-

цируя его почленно,  получим: .
)1(

1
1

1
2

1

1

xx
nx

n

n






















  Умножим обе части последнего 

равенства на x и продифференцируем почленно ещё раз: 

.
)1(

1
)1( 32

1

12

x

x

x

x
xn

n

n
























  

Отсюда 3
1

2

)1(
)1(

x

xx
xn

n

n










 и при 
3
1

x  находим: .
2
3

31

2




n
n

n
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Ответ. .
2
3  

7. Используя разложение в степенной ряд функции ,sin xy   составить блок-схему и 

написать программу для вычисления интеграла 
x

dtt
0

2sin  с заданной абсолютной погрешно-

стью .    (3 балла) 

Решение. Так как ,
)!12(

)1(sin
1

12
1












n

n
n

n

x
x  то 











1

24
12

)!12(
)1(sin

n

n
n

n

t
t  и, значит, 

.
)14()!12(

)1(
)!12(

)1(sin
1

14
1

1 0

24
1

0

2
 




















n

n
n

n

x n
n

x

nn

x
dt

n

t
dtt  

Ряд в правой части является знакочередующимся и для него выполняются два условия: 

0
)14()!12(

||lim
)14()!12(

)1(lim
1414

1 













 nn

x

nn

x n

n

n
n

n
 

и последовательность  
)14()!12(

|| 14





nn

x n

 является убывающей (по крайней мере, начиная с не-

которого номера n). Первое из этих условий следует из сходимости ряда, а второе проверяется 

непосредственно делением очередного элемента последовательности на предыдущий. Отсюда 

следует, что при малой заданной погрешности ,  вычисления необходимо проводить до сла-

гаемого с номером ,n  для которого выполняется неравенство 
 



)14()!12(
|| 14

nn

x
n

 и тогда 














1

1

14
1

0

2

)14()!12(
)1(sin

n

n

n
n

x

nn

x
dtt  

с требуемой точностью. Программирование этого алгоритма не представляет сложностей. 
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5.1. Математическая олимпиада БПИ 1984 года (I тур) 

1. Доказать, что ,)( 11   kAAEAE   если ,0kA  где A – квадратная матрица, 

E – единичная матрица. Привести пример матрицы A размерности ,33  удовлетворяющей 

условиям: ,,, 32 OAOAOA   где O – нулевая матрица. 

Решение. Утверждение следует из равенств: 

.))((
,)())((

12

21212

EAAAEAE

EAAAAAAEAEAAAE

k

kkk












 

Для матрицы 


















000
100
010

A  имеем .,
000
000
100

32 OAA 
















  

2. Найти расстояние от параболы 2xy   до прямой .02  yx  

Решение. Расстояние d(x, y) от точки ),( yxM  до данной прямой равно 

 .
2

|2|),( 


yx
yxd  Значит, для точек параболы 

.
2

75,1)5,0(
2

2
2

|2|),(
222

2 








xxxxx
xxd  

Отсюда следует, что искомое расстояние равно .
24

7
2

75,1
min d  

Ответ. .
24

7
 

3. Вычислить .11
3
11

2
11lim 222 




























 nn
  

Решение.  

.
2
111

2
1lim

2
1lim)1)(1(

3
42

2
31lim

1
3

13
2

12lim11
3
11

2
11lim

222

2

2

2

2

2

2

222
































































nn

n

n

nn

n

n

n

nnn

nn





 

Ответ. .
2
1  

4. Построить график функции .
1

2
sin

lim)( 2

22






 n

n

n x

x
x

x
xf



 

Решение. Преобразуем предел: 
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.
1

1lim
2

sin
2

sin

1
2

sin
2

sin)1(
lim

1
2

sin
lim)(

2
2

2

22

2

22



























nn

n

n

nn

n

n

x

x
x

x

x

x
x

x
x

x

x
x

x
xf





 

Так как 

















,1||,0
,1||,21

,1||,1

1
1lim 2

x

x

x

x nn
 то 
























.1||,
2

sin

;1,1
;1,0
;1||,

)(

2

x
x

x

x

xx

xf



 

График этой функции: 

 

5. Существует ли производная функции















0e

,00
)(

2
1

xпри

xпри

xf
x

 в точке ?0x  

Решение. Воспользуемся определением производной и правилом Лопиталя: 

.0
e2

lim
2e

1

lim

e

1

lim

e

1

limelim
0

)0()(lim)0(

22
2

2

2

10

3

1

2

010

10

1

00








































































x
x

x
x

x

x

x
x

x

xx

x

x

xx

x

xx

fxf
f

 

Ответ. Существует и равна нулю. 

6. Доказать сходимость ряда  





0

.122
n

nnn  

Решение. Найдём частичную сумму этого ряда: 
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    

     
.112112221

32113212

2132122
0








nnnnn

nnn

nnnnnnA
n

k

n





 

Следовательно, 

  .1101
12

1lim112limlim 












 nn
nnA

nn
n

n
 

Ряд сходится. 

7. Решить дифференциальное уравнение 12  xyyyx   с заданным начальным усло-

вием .1)1( y  

Решение. Это линейное дифференциальное уравнение. Умножив обе его части на ,e2x  

получим .ee)21(e 222 xxx yxyx  Заметим далее, что .e)21(e)e( 222 yxyxyx xxx   От-

сюда, xx yx 22 e)e(   и, значит, .
2

ee
2

2 Cyx
x

x   Подставив сюда начальное условие, находим 

.
2
e2

C  Следовательно, .
2
e1

2
e

2
ee

)1(222
2

x
yyx

xx
x


  

Ответ. .
2
e1 )1(2

x
y

x
  

8. Вычислить .11ln1lim
1
 












n

n
dx

xn
 

Решение. Так как при 1x  выполняется неравенство 

,111ln
2
11

xxxx









  

то  

.2211ln2ln
2
1211ln

2
11

1111



























  ndx

x
nn

x

dx
dx

x
dx

xx

nnnn

 

Отсюда, учитывая, что ,222lim
2ln

2
12

lim 






 n

n

n

nn

nn
 следует, что 

.211ln1lim
1











n

n
dx

xn
 

Ответ. 2. 
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5.2. Математическая олимпиада БПИ 1984 года (II тур) 

1. Доказать, что три плоскости, уравнения которых  

,0212145,0622,0322  zyxzyxzyx  

образуют призму и найти уравнение оси и радиус кругового цилиндра, вписанного в эту 

призму. (7 баллов) 

Решение. Обозначим данные плоскости, соответственно, через ,,, 321   а левые ча-

сти их уравнений будем рассматривать как функции ),(),(),( 321 MFMFMF  соответственно, 

точки ),,( zyxM  пространства. Нормальные векторы плоскостей, соответственно, равны 

).2,14,5(),1,2,2(),2,2,1( 321  nnn  Найдём направляющие векторы прямых ,,, 321 LLL  с 

направляющими векторами ,,, 321 lll соответственно, находящихся в пересечении данных 

плоскостей. 

.241224
221
2145:

;18918
2145

122:

;636
122
221:

133133

322322

211211

kji

kji

nnlL

kji

kji

nnlL

kji

kji

nnlL





















 

Так как ,||,|| 3221 llll  то 3221 ||,|| LLLL  и, значит, данные плоскости образуют призму. 

Расстояния от любой точки ),,( zyxM  вписанного в призму цилиндра до плоскостей 

равны радиусу r  цилиндра: 

.
15

|)(|
3

|)(|
3

|)(|
||

|)(|
||

|)(|
||

|)(| 321

3

3

2

2

1

1 MFMFMF
r

n

MF

n

MF

n

MF
r   

Раскроем модули в числителях. Возьмём какую-нибудь точку на прямой ,1L например, 

).0,2,1(1M  Для неё ,012)( 13 MF  следовательно, во всех точках призмы 0)(3 MF  и, зна-

чит, ).(|)(| 33 MFMF   Аналогично убеждаемся в том, что ).(|)(|),(|)(| 2211 MFMFMFMF   

Тогда 

.0)()(5;0)()(
15

)(
3

)(
3

)(
3121

321 


 MFMFMFMF
MFMFMF  
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Поскольку ,361224)()(5;333)()( 3121  zyMFMFzxMFMF  то ось вписанного 

цилиндра имеет общие уравнения 









.032
,01

zy

zx
 

Возьмем точку на оси, например, ).1,2,0(0M  Тогда радиус цилиндра равен 

 .
3
1

3
)( 01 

MF
r  

Ответ. 









.032
,01

;
3
1

zy

zx
r  

2. Все n полиномов nixaxaxaa n

niiii ,1,1
1,

2
210  

  имеют общий корень. Дока-

зать, что .0)det( ija  (8 баллов) 

Решение. Пусть 0x – общий корень полиномов. В этом случае, система n линейных од-

нородных алгебраических уравнений с n неизвестными и матрицей коэффициентов nnija )(  

имеет нетривиальное решение ,),,,,1( T1
0

2
00

nxxx   что возможно лишь в случае, когда 

.0)det( ija  

3. Что больше: 

2

0

)sin(cos
x

dtt или 

2

0

)cos(sin
x

dtt ? (9 баллов) 

Решение. Поскольку ,
24

sin2cossin 








 
 ttt  то tt sin

2
cos 


  и, значит, для 

]2/,0[ t  выполняется неравенство 

).cos(sinsin
2

sin)sin(cos ttt 










  

Это же неравенство справедливо и для ],,2/[ t  так как здесь ),cos(sin0)sin(cos tt   и 

для ],0,[ t  ввиду чётности косинуса. Следовательно, данное неравенство имеет место 

для всех действительных t, так как функции tt cos,sin являются 2 периодическими. От-

сюда следует, что при 0x  

.)cos(sin)sin(cos
22

00
 
xx

dttdtt  

При 0x оба интеграла равны нулю. 

Ответ. Второй интеграл больше первого. 
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4. Найти кривую, для которой площадь Q сектора, ограниченного кривой, уравнение 

которой ),( rr  и лучами 1,0   вычисляется по формуле .))0()((
4
1 2

1
2 rrQ          

(7 баллов) 

Решение. Использовав формулу для площади сектора в полярных координатах, запи-

шем: .))0()((
4
1)(

2
1 2

1
2

0

2
1

rrdrQ  


Продифференцируем почленно это равенство и за-

тем проинтегрируем получившееся дифференциальное уравнение с разделяющимися пере-

менными: .0,e)(e)(2
)(
)())((

4
1)(

2
1

122
1

2
1

1
2

1
2

1
2

1
2 




 

CСrСrd
r

dr
rr  

Ответ. .0,e)(   CСr  

5. Вычислить с точностью до 01,0  интеграл 
1

0

2 .ln)sin( xdxx  (6 баллов) 

Решение. По формуле Маклорена второго порядка для синуса при любом x 

).,0(,
6

cos)sin( 2622 xcx
c

xx   

Тогда   
1

0

1

0

6
1

0

22 .ln
6

coslnln)sin( xdxx
c

xdxxxdxxI

 
Вычислим первый интеграл и оценим 

второй. 

 
.

9
1

3
10

3
1

3
1

3
lim

3
1

3
1)(lnlim

3
1

3
lnlim

3
1

lnlim0
3
1lnln

3
1ln

3
1ln

3

030

1

0

3

30

1

0

23

0

1

0

31

0

3
1

0

3
1

0

2



















































































 

x

x

xx

x

x

dxxxxxdxxxxdxxdxx

xxx

x

 

 

.
294
1

7
10

42
1

7
1

7
lim

42
1

7
1)(lnlim

42
1

7
lnlim

42
1lnlim0

42
1

lnln
42
1ln

42
1ln

6
1ln

6
cos

7

0

70

1

0

7

70

1

0

67

0

1

0

71

0

7
1

0

7
1

0

6
1

0

6




















































































 



x

x

xx

x

x
dxxxx

xdxxxxdxxdxxxdxx
c

x

xxx
 

Следовательно, ,01,0
294
1

9
1ln

1

0

2   IxdxxI  т.е. .
9
1

I  
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Ответ. .
9
1

  

6. Вычислить сопротивление, оказываемое током, когда он проходит с внутренней по-

верхности полой сферы на внешнюю, если радиусы этих поверхностей равны )( 2121 rrrиr   

и известно, что когда ток протекает по однородному проводнику длиной l с сечением S, то 

сопротивление будет равно ,
S

kl
Q   где k постоянная величина. (6 баллов) 

Решение. Рассмотрим бесконечно тонкий слой этого тела между сферами радиусов l и  

l + dl. Сопротивление при прохождении тока через этот слой равно .
4)( 2l

dlk

lS

dlk
dQ


  Тогда  

искомое сопротивление выразится интегралом: .11
4

1
44 21

2

2

1

2

1



























  rr

k

l

k

l

dlk
Q

r

r

r

r

 

Ответ. .11
4 21














rr

k
Q  

7. Может ли функция xy cos1  быть на интервале ),( aa  решением уравнения 

,0)()(  yxqyxpy  где коэффициенты )(),( xqxp  непрерывны на данном интервале?    

(6 баллов) 

Решение. I. Так как для данной функции ,0)0(,0)0(  yy  то она не может быть реше-

нием уравнения, так как по теореме существования и единственности единственным реше-

нием этого линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка с нуле-

выми начальными условиями является функция y = 0.  

II. Подставив функцию xy cos1  в данное дифференциальное уравнение, мы нахо-

дим: .0)cos1)((sin)(cos  xxqxxpx  Отсюда при 0x получаем .01  Противоречие. 

Ответ. Не может. 

8. Найти сумму ряда ,
)12(

1
1

2


 n n
  если известно, что .

6
1 2

1
2






n n
 

Решение. Преобразовав данный ряд, получим:

.
8

1
4
3

)12(
1

)12(
11

4
1

)12(
1

)2(
11 2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2











 



























 nnnnnnn nnnnnnn
 

Ответ. .
8

2
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6. Математическая олимпиада БПИ 1985 года (I тур) 

1. Найти расстояние от параболоида 22 yxz   до плоскости, проходящей через точку 

)6,2,4( M  параллельно векторам 1a  и ,2a  являющимся собственными векторами крат-

ного собственного значения матрицы  

.
000
173
2146















 

A        (5 баллов) 

Решение. Собственные числа матрицы находятся из уравнения 

.0)1(0
73

146
0

00
173
2146

0)det( 2
3 












 EA  

Это уравнение имеет два различных корня: двукратный 0  и простой .1  Собственные 

векторы, соответствующие кратному корню находятся из системы линейных уравнений: 









.073
,02146

zyx

zyx
 

Мы видим, что геометрически собственные векторы заполняют плоскость .073  zyx  Сле-

довательно, указанная в условии плоскость имеет нормальный вектор )1,7,3(n  и проходит че-

рез точку M. Её уравнение: .0327306)2(7)4(3  zyxzyx  Расстояние от 

этой плоскости до произвольной точки параболоида имеет вид: 

.
59

3273
||

|3273|),(
22 





yxyx

n

zyx
yxd  

Выделив в числителе дроби полные квадраты, получим: 

.
59

2
7

2
3

2
35

),(

22






















yx

yxd  

Отсюда следует, что искомое расстояние достигается в точке 









2
7,

2
3  и равно .

592
35

 

Ответ. .
592

35
 

2. Заданы n-мерные векторы ),,,( 21 naaaa   и ),,,( 21 nbbbb   с неотрицатель-

ными координатами. Переставить координаты вектора b  так, чтобы угол между векто-

ром a  и полученным вектором был наименьшим.   (6 баллов)  
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Решение. Так как ,
||||

),(cos
22

2
2

1
22

2
2
1

2211

nn

nn

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba












 то угол 

между векторами a  и b  будет наименьшим, когда скалярное произведение 

nnbabababa  2211  

будет наибольшим. Поскольку допустимы всевозможные перестановки координат вектора ,b  

то мы можем считать, что координаты вектора a упорядочены по возрастанию. Докажем, что 

ba  достигает максимума, когда и координаты вектора b упорядочены по возрастанию. Про-

ведём индукцию. Пусть 2n  и ., 2121 bbaa   Для проверки утверждения в этом случае до-

статочно убедиться в том, что .22111221 babababa   Это верно, так как данное неравенство 

равносильно следующему: ).)((0 1212 bbaa   Пусть теперь утверждение верно при любом 

nk   и ., 2121 nn bbbaaa    Переставив произвольным образом координаты век-

тора ,b  получим некоторый вектор ),,,,,,( 1 lji bbbb   в котором координата 1b  имеет по-

рядковый номер k. Оценим сумму .121 lnkji babababa    По индуктивному предпо-

ложению .1111 ikki babababa   Тогда 

).( 211121 lnikjlnkji babababababababa    

Выражение в скобках также по индуктивному предположению не превышает суммы 

nnkk bababa  22  

и, следовательно, ,2211121 nnkklnkji babababababababa    в чём и тре-

бовалось убедиться. 

Ответ. Угол будет наименьшим, если при условии упорядоченности по возрастанию 

координат вектора ,a координаты вектора b  также будут упорядоченными по возрастанию. 

3. Построить график функции .)(sinarcsin1lim xy n

n



   (4 балла) 

Решение. Период этой функции равен .2  Найдём её значения при ].,[ x  Если 

],2/,2/[ x  то xx )arcsin(sin  и, поскольку n

n
x


lim  существует и конечен только при 

,11  x  причём 









 ,1,1
;11,0

lim
x

x
xn

n
  то 










.1,0
;11,1

x

x
y   Если ),2/,[ x  то здесь 

]0,2/(  x  и ).sin(sin  xx  Следовательно,  xx)arcsin(sin  и, значит, 

,0)(lim)(sinarcsinlim 


n

n

n

n
xx  
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если .101  xx  Стало быть, для таких  x мы имеем .1y  Наконец, при 

],2/( x справедливо равенство ,)arcsin(sin xx  поэтому 










 1,1

;1,0
)(lim)(sinarcsinlim

x

x
xx n

n

n

n

и, следовательно, 









.1,0

;1,1

x

x
y   Таким образом, окончательно, 


























.1,1

;1,0

;1,0

;11,1

;1,1

x

x

x

x

x

y

График данной функции имеет вид: 

4. Вычислить предел: .

sin2
1

1
ln

1

1
e

lim

1e

0

x
x

x
x

x

x










   (4 балла) 

Решение. Формулы Маклорена первого, второго и третьего порядков для функции xe

имеют, соответственно, вид: 

),(
62

1e),(
2

1e),(1e 3
32

2
2

xo
xx

xxo
x

xxox xxx 

где )(),(),( 32 xoxoxo  – бесконечно малые более высокого порядка, чем 2, xx и ,3x соответ-

ственно, при .0x  Тогда 

1 1 1 1
x

0.5

1

y

O
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).(
6
51)(

6
1)(

2
1

62
1

)))(((
6

))(()(
22

1)(
62

1

))1((e
6

)1(e
2

)1(e)1(e1e

3323332
32

3
32

2
2

3
32

3
32

1e

xoxxxxoxxx
xx

x

xoxo
xox

xo
x

xxo
xx

x

o x
xx

xx
























Далее по формулам Маклорена третьего порядка: 

).(
6

sin),(
3
22

1
1ln),(1

1
1 3

3
33332 xo

x
xxxoxx

x

x
xoxxx

x









Следовательно, 

)()(
6

2
3
22sin2

1
1ln

),(
6
1)(1

6
51

1
1e

333
3

3

33332321e

xoxxo
x

xxxx
x

x

xoxxoxxxxxx
x

x




















и, значит, .
6
1

)(

)(
6
1

lim
sin2

1
1ln

1
1e

lim 33

33

0

1e

0




















 xox

xox

x
x

x
x

xx

x

Ответ. .
6
1



5. Пусть )(xf  – непрерывно дифференцируемая на отрезке [0, 1] функция, такая, что

.1)0()1(  ff Доказать, что .1))((
1

0

2  dxxf    (5 баллов) 

Решение. Так как 0)1)((
1

0

2  dxxf и 

,1))((112))((1))0()1((2))((

)(2))(()1)(2))((()1)((

1

0

2
1

0

2
1

0

2

1

0

1

0

1

0

2
1

0

2
1

0

2









dxxfdxxfffdxxf

xxfdxxfdxxfxfdxxf

то .1))((01))((
1

0

2
1

0

2   dxxfdxxf

6. Вычислить интеграл .e
1

0

1
2

 
x

y dydx (2 балла)

Решение. Изменив порядок интегрирования в этом повторном интеграле, получим: 
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.
2

1ee
2
1e

2
1eeee

1

0

1

0

2
1

0

1

0 0

1

0 0

1

0

1
222222 

   
yyy

y
y

y

y

x

y dydyydyxdxdydydx  

Ответ. .
2

1e  

7. Исследовать на сходимость ряд .lncos1
1












 


n

n
n

   (4 балла) 

Решение. Воспользовавшись эквивалентностью бесконечно малых 
x2

sin   и 
x2
  при 

,x  а также правилом Лопиталя, получим: 

 
.01lim

2
1

1

lim
2

)(lnlim
2

lnlim
2

ln
2

2limln
2

sin2lim1

lncos1
lim

2
222

2
2




















 












 






x

x

x

x

x

x

x

xxx
x

xxx
x

xx

x
x

xxxx

xxx

 

Значит, начиная с некоторого номера ,1n  выполняется неравенство 

nn
n

n

nn

n
n 1lncos111

lncos1








 









 


 

и поскольку ряд 


1

1
n nn

 сходится, так как интеграл 22

11






xxx

dx  сходится, то по при-

знаку сравнения сходится и данный ряд. 

Ответ. Сходится. 

8. В помещении цеха объёмом 21600 м3, начальная концентрация углекислоты состав-

ляла 0,12 %. Вентиляционная система цеха подаёт свежий воздух в объёме 3000 м3/мин с 

концентрацией углекислоты 0,04 %. Принимая, что в любой момент времени концентрация 

углекислоты равномерна по объёму цеха, найти концентрацию углекислоты через 10 мин по-

сле включения вентиляционной системы.   (5 баллов) 

Решение. Введём обозначения: )(tx  – объём углекислоты в помещении цеха в момент 

времени t и, значит, по условию ;м92,250012,021600)0( 3x  V = 21600 м3 – объём цеха;       
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v = 3000 м3/мин – производительность системы вентиляции; p = 0,04 % – концентрация угле-

кислоты в подаваемом в цех воздухе. Рассчитаем объём углекислоты в помещении цеха по 

истечении бесконечно малого промежутка времени t  мин. За это время система вентиляции 

подаст в цех свежий воздух в объёме tv  и выведет такое же количество имеющегося там 

воздуха. Тогда количество углекислоты изменится на величину tv
V

tx
tv

p


)(
100

 и, значит, 

.)(
100

)()( tv
V

tx
tv

p
txttx   

Отсюда .)(
100

)()(
v

V

tx
v

p

t

txttx




  Следовательно, в пределе при 0t  мы получаем ли-

нейное дифференциальное уравнение 

.
100

)()( pv
tx

V

v
tx   

Умножим его почленно на функцию 







t

V

vexp  и затем преобразуем получившееся равенство: 

.exp
100

)(expexp
100

)(exp)(exp 






















































t

V

vpv
txt

V

v
t

V

vpv
txt

V

v

V

v
txt

V

v  

Тогда  













































 1exp

100
exp

100
exp

100
)0()(exp

00

t
V

vpV
s

V

vpV
dss

V

vpv
xtxt

V

v
tt

 

и, стало быть, .exp1
100

exp)0()( 
























 t

V

vpV
t

V

v
xtx  Концентрация углекислоты в поме-

щении цеха равна %100)(


V

tx  и, значит, через 10 мин после включения системы вентиляции 

она составит %.06,0%100)10(


V

x  

Ответ. %.06,0  
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7.1. Математическая олимпиада БПИ 1986 года (I тур) 

1. Квадратная матрица A удовлетворяет уравнению ,523 OEAA   где E – единич-

ная матрица, O – нулевая матрица. Доказать, что матрица A невырождена и найти .1A   

(2 балла) 

Решение. Из уравнения следует, что ,5)2( 2 EEAA   откуда ,)5(|2||| 2 nEAA   где 

n – порядок матрицы A. Следовательно, ,0|| A  т.е. матрица A невырожденная. Далее, так 

как ),2(
5
1 2 EAAE   то после умножения слева обеих частей этого равенства на обратную 

матрицу, получим: 

).2(
5
1 21 EAA   

Ответ. ).2(
5
1 2 EA   

2. Найти угол между касательными к параболоиду ,222 zyx   проведёнными в точ-

ках его пересечения с прямой 
1
4

10 




zyx  и расположенными в плоскости .04  zyx  

(3 балла) 

Решение. Найдём точки пересечения прямой и параболоида: 














































.01610
,4

,0

2
,4

,0

2

,
1
4

10
22222

zz

zy

x

zyx

zy

x

zyx

zyx

 

Получаем две точки: ).8,4,0(),2,2,0( 21 MM  Они принадлежат данной плоскости. Пусть  

.2),,( 22 yxzzyxF   Тогда 2,2,2  zyx FyFxF  и, значит, нормальные векторы каса-

тельных плоскостей к параболоиду в точках 21, MM  равны, соответственно, ),2,4,0(1 n  

).2,8,0(2n Плоскость 04  zyx  имеет нормальный вектор ).1,1,1(n  Найдём направля-

ющие векторы касательных в точках 21, MM : 

.826
111
280;426

240
111 2211 kji

kji

nnlkji

kji

nnl 



  

Тогда искомый угол  равен углу между векторами 21, ll  и, значит, 
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.
91
8arccos

91
8

||||
cos

21

21 



ll

ll  

Ответ. .
91
8arccos  

3. Вычислить предел .arctg
12

lim
0

2

1
2  





















xx

x
dtt

tt

dt  (3 балла) 

Решение. Так как ,1arcsin
2

1arcsin
11

1

1 11
2

1
2 xt

t

t
d

tt

dt
xxx




























  то, воспользовав-

шись правилом Лопиталя, получим: 

.
4

arctglim
arctg

lim
arctg

lim

arctg1arcsinlimarctg
12

lim

2
20

2

0

2

0 0

22

1
2


























































 

x
x

dtt

x

dtt

dtt
x

dtt
tt

dt

x

x

x

x

x

x x

x

x

x

 

Ответ. .
4

2
 

4. Найти все значения параметра ,
2

0, 
  при каждом из которых функция 

 2sin3)sin(cos43 234 xxxy  на отрезке ]cos,sin[  принимает наименьшее 

значение. (5 баллов) 

Решение. Так как  

),cossin)sin(cos(122sin6)sin(cos1212 223  xxxxxxy  

то функция имеет три критические точки .sin,cos,0 321  xxx Поскольку 

,0)2sin(sinsin)(sin)(
,0)2sin(coscos)cos()(,0)(

22
3

22
21





yxy

yxyxy
 

то минимальное значение функция принимает в одной из точек 2x  или .3x  Сравним значения 

функции в этих точках. Коль скоро ),2sin1)(cos(sin)()( 22
32  xyxy  то 

)()( 32 xyxy   при 






 


4
,0  и )()( 32 xyxy   при .

2
,

4 






 
  Таким образом, если 



41 

 

,
4

,0 






 
  то .)()(min 2R

xyxy
x




 По условию должно быть ).(min)(min
R]cos,sin[

xyxy
xx 

  Это 

возможно, когда .
2

,
4

cossincossin 2 






 
 x  Следовательно, .

4


  

Аналогично, если ,
2

,
4 







 
  то .)()(min 3R

xyxy
x




 Тогда должно быть 








 


4
,0cossincossin 3x  и, значит, опять же .

4


  

Ответ. .
4
  

5. Вычислить интеграл .
)1)(1(e

1

1
2


 x

dx
x

 (3 балла) 

Решение. Обозначим искомый интеграл через I и проведём в нём замену переменной 

.tx   Тогда .
2

arctg
1)1)(1(e

)11(e
)1)(1(e

1

1

1

12

1

1
2

1

1
2 























 IItI

t

dt

t

dt

t

dt
I

t

t

t
 Отсюда 

.
42

2 



 II  

Ответ. .
4
  

6. Найти сумму всех дробей вида ,4,3,2,,1
nm

nm
. (2 балла) 

Решение. Использовав сумму ряда геометрической прогрессии, получим: 

















































































222 2

.1
4
1

3
1

3
1

2
1

2
111

1
11111

11
nnn m

m nnn

n

n
  

Ответ. 1. 

7. Найти множество интегральных кривых дифференциального уравнения 

.03)1( 22  yyyy  (4 балла) 

Решение. Проведём в данном уравнении последовательно две подстановки: )(xuy   и 

).(uvu   После первой получим уравнение ,03)1( 22  uuuu  а вторая приводит к уравне-

нию с разделяющимися переменными  

.03)1( 22  uvvvu  
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Рассмотрим два случая. 

а) .00 2111 CxCyCyCuuv   Таким образом, в этом случае ин-

тегральными кривыми являются прямые. 

б)                
.

)1(
)1(

)1(
1
303)1(

212/32
2/32

1

2/32
12

2

CxC
u

du
uCu

uCv
u

udu

v

dv
uvvu














 

В последнем интеграле проведём подстановку .tgtu   Тогда  

.)(11
)(1)(1

)(11
sincos

)1(

3
2

21
1

2
21

21
2

21

21

2
21

21
2122/32

CCxC
C

dx
CxC

CxC
y

CxC

CxC
y

CxC

CxC
uCxC

u

u
tdtt

u

du


























 

Следовательно, здесь интегральные кривые представляют собой полуокружности с уравне-

ниями .)(11
3

2
21

1

CCxC
C

y   

Ответ. Прямые и полуокружности. 

8. С помощью разложения в ряд по степеням x найти решение дифференциального 

уравнения ,022  yxyxyx  удовлетворяющее начальным условиям ,0)0(,)0(  yy  где 

– отличное от нуля заданное число; определить область существования полученного ре-

шения; составить блок-схему и программу вычисления приближённого значения найденного 

решения с точностью   в произвольной точке ,0x  принадлежащей области существования 

решения. (6 баллов) 

Решение. Искомое решение имеет вид: 

,3
3

2
2   n

n xaxaxay  

где 2, nan  – неопределённые коэффициенты. Так как 

,)1(62,32 2
32

12
32    n

n

n

n xannxaayxnaxaxay  

то  

.0))2(()12()16(9)4(
32

)1(62

2
222

212
12

24
24

3
3

2
2

25
3

4
2

23
3

2
2

3
3

2
2

22





















n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

xaanxanxaaxaxa

xaxaxaxxnaxaxa

xannxaxayxyxyx

 

Отсюда 
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





























































...............................................
),)2(42/()1(

,0
............................

),42/(
,0

,2/

............................
,0)2(

,0)12(
............................
,016

,09
,04

222
2

12

22
4

3

2
2

222
2

12
2

24

3

2

na

a

a

a

a

aan

an

aa

a

a

n

n

n

nn

n



 

Следовательно, искомое решение представляется степенным рядом: 

.
)!(4

)1(
)2(42

)1(
0

2
2

0

2
222 

















n

n

n

n

n

n
n

x
n

x
n

y


 

Найдём радиус сходимости этого ряда: 

.)1(4lim
))!1((4

)1(:
)!(4

)1(lim 2
21

1

2 










n

nn
R

nn

n

n

n

n
 

Ряд сходится абсолютно при всех действительных x и, значит, областью существования 

найденного решения дифференциального уравнения является вся числовая ось.  

Ряд, представляющий решение, знакочередующийся и быстро сходится. Если задана точ-

ность   и точка ,0x  то для приближённого вычисления решения следует последовательно 

суммировать слагаемые ряда )( 0xy  до тех пор, пока очередное слагаемое не станет меньше .  

Ответ. ).,(,
)!(4

)1(
0

2
2 


 





xx
n

y
n

n

n

n
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7.2. Математическая олимпиада БПИ 1986 года (II тур) 

1. Пусть 4321 ,,, llll  – лучи, исходящие из одной точки трёхмерного пространства, 

mn – угол между лучами ml  и .nl  Показать, что .0)(cosdet 44  ij  (3 балла) 

Решение. Пусть 4321 ,,, eeee – единичные векторы, направленные вдоль соответствую-

щих лучей. Тогда jiij ee cos и, значит, .)(det)(cosdet 4444   jiij ee  Четыре вектора ли-

нейно зависимы в трёхмерном пространстве. Пусть, например, ,3322114 eeee   где 

321 ,,   – некоторые действительные числа. Тогда искомый определитель распадается на 

сумму трёх определителей с пропорциональными столбцами. Эти определители равны нулю, 

следовательно, .0)(cosdet 44  ij   

2. По внешней стороне эллипса катится колесо радиуса 1 (Примечание: все фигуры ле-

жат в одной плоскости). Будет ли эллипсом траектория, описываемая центром колеса? 

Составить блок-схему и программу вычисления приближённого значения с точностью   

длины этой траектории, считая полуоси эллипса a и b известными. (6 баллов) 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

Пусть AB – малая дуга эллипса, A1B1 – соответствующая дуга линии, описываемой цен-

тром колеса (эквидистанты эллипса). Обозначим через Δl длину дуги AB, через ΔL – длину 

дуги A1B1, а через Δφ – угол B1BC1. Тогда ΔL ≈ Δl + Δφ и, следовательно, переходя к диффе-

ренциалам, dL = dl + dφ, откуда 

L = l + 2π.                                                                         (1) 

Покажем, пользуясь этой зависимостью, что эквидистанта не может быть эллипсом. В самом 

деле, если бы это было так, то, очевидно, это был бы эллипс с полуосями a + 1 и b + 1 и, значит, 

его длина была бы равна 

.cos)1(sin)1(
2

0

2222



 dttbtaL  

По формуле же (1) 

 

 

 
A B

A1 B1C1
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.2cossin
2

0

2222  


dttbtaL  

Убедимся в том, что ,cos)1(sin)1(1cossin 22222222 tbtatbta  что и приведёт к про-

тиворечию. После возведения в квадрат обеих частей неравенства, мы получим    

,cossincossin 22222222 tbtatbta   а после повторного возведения в квадрат и последу-

ющего преобразования придём к верному неравенству .cossin2cossin)( 222222 ttabttba   

Таким образом, эквидистанта эллипса не может быть эллипсом. 

Для приближённого вычисления длины эквидистанты следует воспользоваться форму-

лой (1), вычислив длину эллипса с заданной точностью .  Для этого можно использовать, 

например, метод парабол, программирование которого не представляет трудностей. 

Ответ. Нет. 

3. Найти предел .sincoslim
n

n n

x

n

x











 (2 балла) 

Решение.  

.e
2

explim
2

sin2sinexplim

1sincos1lim)1(sincoslim

2
2

1sincos

1sincos

1

x

nn

n
n

x

n

x

n

x

n

x

n

n

n

n

x
xn

n

x
n

n

x

n

x

n

x

n

x

n

x






























































































 

Ответ. .e x  

4. Точки A и B расположены в различных оптических средах, отделённых друг от друга 

прямой линией. Скорость распространения света в первой среде равна ,1v  во второй – .2v  

Пользуясь принципом Ферма, согласно которому световой луч распространяется вдоль той 

ломаной ,AMB  для прохождения которой требуется минимум времени, вывести закон пре-

ломления светового луча. (4 балла) 

Решение. Пусть   и   – углы падения и преломления светового луча, соответственно. 
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Так как ,
cos

,
cos 





b

BM
a

AM  то общее время прохождения светового луча равно 

.
coscos 21 





v

b

v

a
t  Кроме того, .0tgtg 111111  BAbaBAMBMA  Получили за-

дачу на условный экстремум для функции времени t. Функция Лагранжа этой задачи: 

).tgtg(
coscos

),,( 11
21

BAba
v

b

v

a
L 





  В критической точке этой функции 

необходимо .0),,(,0),,(   LL  Отсюда, поскольку  

,
coscos

sin),,(,
coscos

sin),,( 22
2

22
1 

















 

b

v

b
L

a

v

a
L  

мы получаем: 

































.0
coscos

sin

,0
coscos

sin

22
2

22
1

b

v

b

a

v

a

 

Исключив из этой системы параметр ,  мы получим закон преломления света: 

.sinsin

21 vv





 

Ответ. .sinsin

21 vv





 

5. Вычислить интеграл .
sin
sin

0



dx
x

nx  (4 балла) 

Решение. Обозначим искомый интеграл через .nI  Очевидно, .,0 10  II  При 2n  

MA1
B1

A

B

a

b
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).(
2
1)1sin(

1
1

sin
)2sin(sin

2
1

)1cos(
sin

cos)1sin(
sin

)1cos(sincos)1sin(

2
0 0

0 00



 

 



















 

nn

n

IIxn
n

dx
x

xnnx

xdxndx
x

xxn
dx

x

xnxxxn
I

 

Отсюда, .2 nn II  Значит, при n чётном .00  IIn  Если же n нечётно, то .1  IIn  

Ответ. 











0 .2,0
;12,

sin
sin

kn

kn
dx

x

nx  

6. Найти все дважды непрерывно дифференцируемые решения уравнения 

.2)(cos)(sin)(
0 00

  
xx

dttytddttytxy  (3 балла) 

Решение. Из уравнения находим .2)0( y  Дифференцируя обе части данного инте-

грального уравнения, приходим к уравнению: 

.0)(cossin)()(
0

 
x

dttytxxyxy  

Отсюда, .0)0( y  Повторное дифференцирование даёт дифференциальное уравнение вто-

рого порядка 0sin)()(  xxyxy  с найденными выше начальными условиями. Разделив в 

этом уравнении переменные, получим ,sin
)(
)(

dxx
xy

xyd





 откуда после интегрирования нахо-

дим:  1
cos

1 ,e)( CCxy x постоянная. Следовательно, .00e)0( 11  CCy  Значит, 

2)(0)( Cxyxy   и, так как ,2)0( 2 Cy  то единственным решением данного уравне-

ния является функция .2)( xy  

Ответ. .2)( xy  

7. Найти сумму ряда .1
2

3


 n nn
 (3 балла) 

Решение. Обозначим .1
3 nn

an


  Так как 

,
1

11
1

1
1

1
2
1

1
11

1
1

1
1

1
11

1
1

)1()1(
1





















































nnnnnnnnnnnnnn
an  

то .
1

1
2
1

1
11

2
11

2
1

2


























n

k

kn
nnn

aA  Следовательно,  

.
4
1

2
1

2
11

2
1

1
1

2
1

1
11

2
11

2
1limlim1

2
3 








































 






nnn

A
nn n

n
n

n
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Ответ. .
4
1  

8. Определить вид кривой, радиус кривизны которой пропорционален длине нормали, в

случае коэффициента пропорциональности .2,1,1 k  (5 баллов) 

Решение. По условию ,nkR   где 





y

y
R

2/32 )1( радиус кривизны кривой, заданной 

уравнением  21),( yynxyy  нормаль к кривой. Значит, для нахождения уравнений 

кривых следует интегрировать следующее неполное дифференциальное уравнение второго 

порядка: .1 2 ykyy   Подстановкой )(yzy   оно сводится к дифференциальному уравне-

нию первого порядка с разделяющимися переменными ,1 2zzkyz  интегрирование кото-

рого даёт .)1( 22
1

2 yCz k   Рассмотрим три случая. 

1) k = 1. Здесь мы имеем уравнение .11 22
1

22
1

2  yCyyCz Отсюда,

.
1

222
1

Cx
yC

dy



  Проведём в интеграле замену переменной .ch1 tyC  В результате по-

лучим 2
1

1
Cxt

C
 и, значит,  .)(ch1

21
1

CxC
C

y  Графиками этих функций являются цеп-

ные линии. 

2) k = –1. В этом случае .
1

1
)1( 222

1

1

1

22
122

1
12

 





  Cx
yC

ydyC

yC

yC
yyCz

Выполнив интегрирование, мы получим следующее уравнение интегральных кривых: 

.1)( 2
1

22
2

C
yCx   Это окружности. 

3) k = 2. Здесь 22
1

22 )1( yCz   и, стало быть, .11  yCy  Проведя интегрирование, 

мы найдём уравнения: .14)(
11

2
2 










C
y

C
Cx  Таким образом, в этом случае интегральными 

кривыми являются параболы. 

Ответ. Искомыми кривыми являются, соответственно, цепные линии, окружности, па-

раболы. 
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8. Математическая олимпиада БПИ 1987 года (I тур) 

1. Найти все решения матричного квадратного уравнения ,2
2 EX  где 










10
01

2E

единичная матрица второго порядка. (3 балла) 

Решение. Пусть .









tz

yx
X  Тогда, учитывая, что ,2

2
2




















tyzztxz

ytxyyzx
X  мы полу-

чаем систему уравнений: 











































.1
,0)(
,0)(
,1

1
,0
,0

,1

2

2

2

2

tyz

txz

txy

yzx

tyz

ztxz

ytxy

yzx

 

Отсюда,  









.
,12

xt

yzx  

Полагая ,, byax   где a и b – любые действительные числа, ,0b  мы получаем 

.,1 2

at
b

a
z 


 Таким образом, .1 2





















a
b

a
ba

X  

Ответ. .1 2


















 a
b

a
ba

 

2. Дан эллипсоид .1)3(
4

2
2

2  z
y

x  Написать уравнение конуса с вершиной в начале 

координат, касающегося данного эллипсоида. (6 баллов) 

Решение. Пусть ),,( zyxM произвольная точка конуса, ),,( 1111 zyxM точка касания 

образующей, проходящей через точку M, с эллипсоидом. Координаты точки 1M удовлетво-

ряют системе уравнений: 

















.

,1)3(
4

111

22
1

2
12

1

z

z

y

y

x

x

z
y

x
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Из второго уравнения находим: ., 1
1

1
1

z

yz
y

z

xz
x   Подставив эти выражения в первое уравне-

ние, получим квадратное относительно 1z  уравнение: .03224)44( 2
1

22
1

222  zzzzzyx  

Это уравнение должно иметь единственный корень, поэтому его дискриминант равен нулю: 

.0)28(0)44(128576 222222224  zyxzzyxzz  

Значит, 0
)22(21

028
2

2

2

2

2

2
222 

zyx
zyx  – искомое уравнение конуса. 

Ответ. .0
)22(21 2

2

2

2

2

2


zyx  

3. Пусть )(xf дважды непрерывно дифференцируема на [0, 1] и выпукла вниз. Пусть 

также ).1(2)1( ff   Показать, что .0)(
1

0

 dxxf  (5 баллов) 

Решение. По формуле Тейлора первого порядка в точке x = 1 функция )(xf  запишется 

в виде: ).1,(,)1(
2

)()1)(1()1()( 2 xcx
cf

xffxf 


  Функция выпукла вниз, следова-

тельно, 0)(  сf  и, значит, ).1)(1()1()(  xffxf  Интегрируя почленно это неравенство, 

получим: ,0
2

)1()1(2
2

)1()1()1()(
1

0

21

0








ffx

ffdxxf  что и требовалось проверить. 

4. Пусть ).0(arctg1

0
22 


  dx
x

x
I  Доказать, что .11ln

lim
0









I
 (8 баллов) 

Решение. Воспользуемся неравенством ,arctg
3

3

xx
x

x  верном на отрезке [0, 1]. То-

гда  

 







1

0
22

1

0
22

3 )3/(
x

xdx
I

x

dxxx  

и так как 

)),ln2)1(ln(1(
2
1))ln((

2
1)())((

2
1

),ln2)1(ln(
2
1)ln(

2
1

22
1

0

22222
1

0
22

222221

0
22

3

2
1

0

22
1

0
22
















xx
x

xdx

x

dxx

x
x

xdx

то 
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














1ln

)ln2)1(ln(
2
1

1ln1ln

))ln2)1(ln(1(
6
1)ln2)1(ln(

2
1 2222

I  

при малых положительных .  Отсюда, учитывая, что 

,11ln

)ln2)1(ln(
2
1

lim1ln

))ln2)1(ln(1(
6
1)ln2)1(ln(

2
1

lim
2

0

222

0












 

мы и получаем требуемое равенство. 

5. Построить геометрическое место точек перегиба графиков решений уравнения 

.e yxy   (3 балла) 

Решение. Покажем, что каждая критическая точка производной решения данного диф-

ференциального уравнения является точкой перегиба. Найдём вторую и третью производные 

решения: ).(e,e1 2 yyyyy yy   Из первого уравнения следует, что критическая 

точка функции не может быть точкой перегиба, так как в ней .1y  В критической же точке 

производной, которая не является критической для функции, .0e 2  yy y  Значит, вторая 

производная убывает вблизи этой точки, следовательно, она является точкой перегиба. 

Найдём уравнение линии, на которой находятся точки перегиба. В каждой такой точке 

.0)e(e1e1  yyy xyy  Отсюда, .ch20)e(e1 yxx yy   График этой функции: 

 

Ответ. .ch2 yx   

6. Найти семейство кривых, ортогональных к семейству гипербол 

.R,222  CCxyx  (4 балла) 

Решение. Для скалярного поля xyxu 222   данные гиперболы являются линиями 

уровня. Векторное поле градиентов jyixu 2)22(grad   ортогонально линиям уровня. 

3 4 5 6 7
x

2

1

1

2
y
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Следовательно, искомые кривые являются векторными линиями поля градиентов. Их диффе-

ренциальное уравнение имеет вид: 

.
222 y

dy

x

dx





 

Проинтегрировав, получаем ,)1(||ln||ln|1|ln CyxCyx   т.е. также семейство ги-

пербол. 

Ответ. .)1( Cyx   

7. Найти область сходимости и сумму ряда   nnxxxxxx 6543 65431 . 

(4 балла)  

Решение. Областью сходимости этого ряда является интервал (–1, 1), в чём несложно 

убедиться, например, с помощью признака Даламбера. Обозначим его сумму через ).(xS  

Найдём сначала сумму ряда ,6543 15432   nnxxxxx которую мы обозначим че-

рез ).(xf  Проинтегрировав почленно, мы получим: 

.
1

)(
3

6543

0 x

x
xxxxxdxxf n

x


   

Тогда .
)1(
23

1
)( 2

323

x

xx

x

x
xf


















  Возвращаясь к исходному ряду, найдём: 

.
)1(

)23(1)(1)( 2

3

x

xx
xxxfxxS




  

Ответ. .
)1(

)23(1);1,1( 2

3

x

xx
x




  

8. Сила сопротивления тела в некоторой среде зависит от скорости и имеет вид

.2kvF  Тело массы m падает в этой среде в поле тяжести с ускорением свободного паде-

ния g с высоты H за время .0t  Вывести формулу и составить блок-схему алгоритма вычис-

ления коэффициента трения k в зависимости от времени падения 0t с относительной по-

грешностью ε. (8 баллов) 

Решение. Пусть  )(txx пройденный за время t путь,  )()( txtvv  скорость тела. В 

начальный момент времени .0)0(,0)0(  vx  Учитывая силу сопротивления среды, по вто-

рому закону Ньютона, мы получаем дифференциальное уравнение: 

.2kvmgvm   
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Разделим в нём переменные и проинтегрируем, учитывая начальное условие: 

.arth
1

1
ln

2
1ln

2
1

tv
mg

k

kg

m
t

v
mg

k

v
mg

k

kg

m
t

vkmg

vkmg

kg

m

























  

Отсюда, ,th)(













 t

m

kg

k

mg
tv  и, значит, принимая во внимание, начальное условие, мы 

находим: 

.lnchth)(
0





























  t

m

kg

k

m
d

m

kg

k

mg
tx

t

 

Подставив сюда ,0t  мы получим следующее уравнение для определения коэффициента тре-

ния k: 

,0chln 0 













kt

m

kg

H

m
или после обозначений :,0

H

m
t

m

g
    .0chln  kk     (1) 

Исследуем функцию   .chln)( kkkf   Запишем её в виде ,)()( kkgkf   где 

 .lnch)( kkg   Поскольку  ,th
2

)(
k

k
kg





  то 

  ,0thlim
2

)(lim)(lim 





















 k

k

k

kg

k

kg

kkk
 

и, значит, 










1)()(lim

k

kg
kkf

k
 и .11)(lim)(lim 


kgkf

kk
 Далее, так как 

 
 

  ,0,02sh
2
1

ch4
th

2
)(

2






























 
 kkk

kkkk

k
kg  

то функция ),(kg  а вместе с ней и функция ),(kf  выпуклы вверх при k > 0. Отсюда, учиты-

вая, что     
   

,
22сh

1lim
2

thlim
20

0thlim
2

)(lim
2
0

2

20

2

000 H

gt

kk

k

k

k
kg

kkkk





























 

а также возрастание функции g(k), мы заключаем, что при 1
2

2
0 

H

gt
 уравнение (1) не имеет дру-

гих корней кроме нуля, а при 1
2

2
0 

H

gt
 существует единственный положительный корень этого 
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уравнения. Пусть условие 1
2

2
0 

H

gt
 выполняется. Выберем положительное число 0k , таким 

чтобы .0)(,0)( 00  kfkf  Это возможно, так как выше мы показали, что 


)(lim kf
k

 и, 

.1)(lim 


kf
k

 Для нахождения приближённого значения корня *k уравнения (1) используем 

метод касательных, начиная с точки .0k  Последовательно получим: 

.
)(
)(,,

)(
)(,

)(
)(

1

1
1

1

1
12

0

0
01















n

n
nn

kf

kf
kk

kf

kf
kk

kf

kf
kk   

Остановиться следует на точке ,nk  для которой .1 
 

n

nn

k

kk  Тогда nkk *  с заданной отно-

сительной точностью. 

Ответ. .0chln 0 













kt

m

kg

H

m
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9.1. Математическая олимпиада БПИ 1988 года (I тур) 

1. Через каждую вершину треугольника проводится ветвь гиперболы, фокусы которой 

находятся в двух других вершинах. Доказать, что эти гиперболы пересекаются в одной 

точке внутри треугольника. (4 балла) 

Решение. Пусть гиперболы, проходящие через вершины A и B, пересекаются в точке O 

внутри треугольника ABC. Тогда по определению гиперболы 

., OCOABCBAOCOBACAB   

Вычитая почленно из второго равенства первое, получим: .OBOACBCA   Значит, точки 

C и O лежат на гиперболе с фокусами A и B. Таким образом, O – общая точка всех трёх ги-

пербол. 

2. Из одной точки проведены три вектора ,,, cba  не лежащие в одной плоскости. До-

казать, что плоскость, проходящая через концы этих векторов, перпендикулярна вектору 

.accbbar   (4 балла) 

Решение. Достаточно, убедиться, что rba   и .rca   Имеем: 

,00000
)()()(





cbacbaacbcbbbabacacbabaa

accbbabarba
 

т.е. .rba   Аналогично проверяется, что .rca   

3. Для любого x функция f(x) удовлетворяет условию .2)()(,0)( 22  xfxfxf  Дока-

зать, что 2)( xf  для любого .0x  (6 баллов) 

Решение. Из неравенства 2)()( 22  xfxf  следует, что 

.)(222)(22)(2)( 842  xfxfxfxf  

Таким образом, при любом натуральном n ,)( naxf   где na последовательность 

.2222
  



n

na   Очевидно, эта последовательность возрастает и ограничена чис-

лом 2. Следовательно, она сходится. Обозначим её предел через A. Поскольку ,22
nn aa   то 

в пределе ,22 AA   откуда .2A  Тогда, переходя в неравенстве naxf )(  к пределу при 

,n  получим требуемое неравенство .2)( xf  

4. Найти все чётные и нечётные решения дифференциального уравнения 

.0sin  yyy  (4 балла) 
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Решение. Пусть  )(xyy чётное решение данного дифференциального уравнения. То-

гда  )(xyy нечётная функция, а  )(xyy чётная функция. Из дифференциального 

уравнения следует, что .sin yyy   Левая часть этого равенства – чётная функция, а пра-

вая – нечётная, что возможно только тогда, когда .0sin  yyy  Чётными решениями 

уравнения 0 yy являются функции ,cosxСy   где C – постоянная. Равенство же 

0)sinsin(sin  xCy  возможно только при C = 0. Таким образом,  0y единственное чёт-

ное решение данного дифференциального уравнения. Аналогично проверяется, что эта же 

функция является и единственным нечётным решением. 

Ответ. .0y  

5. На промежутке ),0[  задана непрерывная, монотонная функция ),(xfy   имею-

щая обратную функцию ),(yx   причём .0)0( f  Доказать, что .)()(
00

abdyydxxf
ba

   

(4 балла) 

Решение. Неравенство может выполняться только, если функция )(xfy   возрастаю-

щая. Рассмотрим два случая:  

1) .)( baf   Здесь 

.))(()()()()(

)()()()()(

)()(

)(

)(

0000

abafbaaafadyaafdyyaaf

dyydyydxxfdyydxxf

b

af

b

af

b

af

afaba






















 

2) .)( baf   В этом случае 

.))(()()()()(

)()()()()(

)()(

0)(

)(

000

abbabbbbdxbbdxxfbb

dyydxxfdxxfdyydxxf

a

b

a

b

ba

b

bba















 

6. При каких натуральных n система линейных уравнений 





























1
,1
...................................................
,1
,1

1321

321

131

132

n

n

nn

nn

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx








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совместна? (6 баллов) 

Решение. Вычитая почленно из каждого уравнения следующее за ним, получим: 

,0,,0,0 12312  nn xxxxxx   

следовательно, .)1(,,, 1
1

1312 xxxxxx n

n

   Подставив эти выражения в первое уравне-

ние системы, придём к равенству: .1)1( 1
1

1111   xxxxx n  Отсюда следует, что, 

если n нечётно, то система несовместна, если же n чётно, то система имеет единственное ре-

шение .1,1,,1,1,1,1 14321   nn xxxxxx   

Ответ. n чётное.  

7. Для каких действительных x сходится ряд 


1
cos

n

nx ? (3 балла) 

Решение. При Zkkx  ,  ряд расходится, так как для него не выполняется необходи-

мое условие сходимости. Пусть теперь . kx  Из равенства  

xxnxxnnx sin)1sin(cos)1cos(cos   

следует, что, если данный ряд сходится, то сходится также и ряд .sin
1



n

nx  Тогда по необхо-

димому условию  сходимости последовательности nxsin  и nxcos  являются бесконечно ма-

лыми. Отсюда следует, что и последовательность nxnx 22 cossin   также бесконечно мала, 

что противоречит тождеству .1cossin 22  nxnx  

Ответ. Ряд расходится при всех действительных x. 

8. Имеется два резервуара, представляющих собой параболоиды вращения одинаковой 

высоты и одинаковых диаметров оснований. Один из них покоится на основании, а другой 

установлен основанием вверх. Найти отношение работ, затрачиваемых на заполнение ре-

зервуаров однородной жидкостью. (8 баллов) 

Решение. Пусть H – высота параболоида, R – радиус его основания. Если параболоид 

установлен вершиной вверх, то уравнение параболы в его осевом сечении запишется в виде: 

.2
2 x

R

H
Hy   Выделим в параболоиде бесконечно тонкий слой толщины dh, находящийся 

на высоте h. Этой высоте соответствует квадрат радиуса сечения ).(
2

2 hH
H

R
x   Тогда 

объём слоя равен dhhH
H

R
dV )(

2




  и, значит, работа по заполнению этого слоя жидкостью 
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выразится равенством ,)(
2

dhhHh
H

gR
dA 


  где ρ – плотность жидкости. Найдём работу по 

заполнению всего резервуара: 

.
6
1

32
)( 22

0

322

0

2

1 gHR
hh

H
H

gR
dhhHh

H

gR
A

H
H















   

Аналогично для другого резервуара. Его парабола имеет уравнение ,2
2 x

R

H
y   объём слоя 

толщины dh на высоте h равен ,
2

hdh
H

R
dV


  работа по заполнению этого слоя жидкостью 

равна dhh
H

gR
dA 2

2
  и, значит, работа по заполнению всего резервуара выразится интегра-

лом  

.
3
1

3
22

0

32

0

2
2

2 gHR
h

H

gR
dhh

H

gR
A

HH







   

Следовательно, .2: 12 AA  

Ответ. 2. 
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9.2. Математическая олимпиада БПИ 1988 года (II тур) 

1. Доказать, что  

 .)1()1(
2
1

1...
1...

........
...1
...1
...1

nn FF

FFFF

FFFF

FFFF

FFFF

FFFF











  (6 баллов) 

Решение. Обозначим определитель через ).(Fn  Вычитая из его первой строки вторую 

и раскладывая полученный определитель по первой строке, получим: 

.

1...
1...

.......
...1
...

)1()()1()( 1

FFF

FFF

FFF

FFFF

FFFF nn









   

Для вычисления последнего определителя в правой части добавим его первый столбец ко 

всем остальным: 

.)1(

12...2
01...2
.......
00...1
00...0

1...
1...

.......
...1
...

2



















nFF

FFFF

FFF

FF

F

FFF

FFF

FFF

FFFF

 

Тогда .)1()()1()( 1
1



  n

nn FFFFF  Заметим далее, что )()( FF nn   и, значит, 

.)1()()1()( 1
1



  n

nn FFFFF  Исключив из системы 



















1
1

1
1

)1()()1()(
,)1()()1()(

n

nn

n

nn

FFFFF

FFFFF
 

),(1 Fn  мы и получим доказываемое выражение для определителя ).(Fn  

2. Исследовать сходимость интеграла .
)1(ln1

2





xx

dx
I   (6 баллов) 

Решение. Поскольку бесконечно большая )1ln( x  эквивалентна на бесконечности 

бесконечно большой ,ln x  то по сходимости данный интеграл равносилен несобственному 
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интегралу .1,
ln 2




a
xx

dx

a

 Этот интеграл сходится, так как .
ln
4

ln
4

ln 2 axxx

dx

aa





  Значит, 

сходится и интеграл I. 

Ответ. Сходится. 

3. Пусть z – комплексная переменная. Найти .tglim,tglim
ImIm

zz
zz 

 (4 балла) 

Решение. Обозначим .iyxz   Тогда, учитывая, что 

,0)2sin2(coselimelim 22

Im
 


xixy

y

iz

z
 

мы получаем: 

.
)10(

10
)1(e

1elim
)e(e

eelimtglim 2

2

ImImIm
i

iii
z

iz

iz

ziziz

iziz

zz






















 

Из нечётности функции tg z сразу же следует, что .tglim
Im

iz
z




 

Ответ. i; –i. 

4. Найти асимптоты конхоиды Никомеда ).0,0(
sin




 lal
a

r   (8 баллов) 

Решение. Запишем уравнение конхоиды в декартовых координатах. Так как 

,sin,
22

22

yx

y
yxr


  то из уравнения конхоиды следует, что 

.
2

22












ay

ly
yx      (1) 

Отсюда сразу же вытекает, что 


x
ay

lim  и, значит, прямая ay   является горизонтальной 

асимптотой этой кривой. Левая часть уравнения (1) не ограничена при ,y а правая имеет 

пределом число ,2l  поэтому координата y кривой не может быть неограниченной. Следова-

тельно, конхоида не может иметь вертикальных и наклонных асимптот. 

 Ответ. .ay   

5. Исследовать сходимость ряда .
21

10

3


n
n

n  (5 баллов) 

Решение. Так как  

,0
2ln2

!36lim
2ln2

3536lim
2ln2

36lim
)2(
)(lim

2
lim

2
lim 362

3435363612

3 








 yyyyyyyyyyxx

yyyyx
  
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то, начиная с некоторого номера, выполняется неравенство .1
2

1
2 2

1012

33
n

nn
nn
 Поскольку

ряд 


1
2

1
n n

 сходится, то по признаку сравнения сходится и данный ряд. 

Ответ. Сходится. 

6. Найти все значения параметра ,
2

0, 
  при которых функция 

 2sin3)sin(cos43 234 xxxy

на отрезке ]cos,sin[   принимает наименьшее значение. (5 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1986 года (задание 4). 

7. Найти интегральные кривые дифференциального уравнения

.03)1( 22  yyyy (4 балла)

Решение. Подстановкой zy   это уравнение сводится к неполному дифференциаль-

ному уравнению второго порядка: .03)1( 22  zzzz  После замены )(zpz   приходим к 

уравнению первого порядка: .03)1( 22  zpppz  Рассмотрим два случая:

а) .0p  Здесь .0 2111 CxCyCyCzz  Таким образом, в этом случае 

интегральными кривыми являются прямые. 

б) .03)1( 2  zppz  Тут переменные разделяются: .
1
3

2z

zdz

p

dp


 Интегрируя, получаем:

.)1( 2
3

2
1 zCp   Тогда .

)1(
)1( 21

2
3

2

2
3

2
1 CxC

z

dz
zCz 



   Проведя в интеграле слева за-

мену переменной ,tgtz   получим после интегрирования .sin 21 CxCt  Тогда 

2
21

21

)(1 CxC

CxC
z




  и, значит, 

.)(11
)(1)(1

2
21

1
2

21

21
2

21

21 CxC
C

dx
CxC

CxC
y

CxC

CxC
y 









 

Следовательно, в этом случае интегральными кривыми являются полуокружности с уравне-

ниями .)(11 2
21

1

CxC
C

y 

Ответ. Прямые и полуокружности. 
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8. С помощью разложения в ряд по степеням x найти решение дифференциального

уравнения ,0 xyyyx  удовлетворяющее начальным условиям ,0)0(,)0(  yay  где a – 

отличное от нуля заданное число; определить область существования полученного решения. 

(5 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1986 года (задание 8). 
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10.1. Математическая олимпиада БПИ 1989 года (I тур) 

1. Найти геометрическое место точек, из которых на ровном месте выстрел из вин-

товки и удар пули, попавшей в застеклённое окно, слышны в одно и то же время. (5 баллов) 

Решение. Пусть наблюдатель находится в точке A, стрелок – в точке B, а окно – в точке 

C. Обозначим скорость пули через ,1v  а скорость звука через .2v  Тогда по условию мы 

имеем равенство: 

.
1

2

212 v

v
BCACAB

v

CA

v

BC

v

BA


Таким образом, наблюдатель находится на одной из ветвей гиперболы с фокусами в точках B 

и C. 

Ответ. Ветвь гиперболы. 

2. Пусть nJ квадратная матрица порядка n, все элементы которой равны 1. Дока-

зать, что ,
1

1)( 1
nn J

n
EJE


   где E единичная матрица. (4 балла) 

Решение. Покажем, что .
1

1)( EJ
n

EJE nn 









  Действительно, 

.
11

1
1

1
1

1
1

1)( 2 EJ
n

n
JJ

n
EJ

n
JJ

n
EJ

n
EJE nnnnnnnn 
























Аналогично убеждаемся в том, что и .)(
1

1
EJEJ

n
E nn 










  Таким образом, матрица 




 nJ
n

E
1

1 обратная к .nJE 

3. Сходится ли ряд 


 1
2 ln

1
n nn

? (3 балла) 

Поскольку ряд 


1
2

1
n n

 сходится, то по признаку сравнения сходится и данный ряд. 

Ответ. Сходится. 

Решение. Применив правило Лопиталя, найдём: 0.1/lim
(x )
(ln x)limlnlim 22 






  2x

x

x

x

xxx

Тогда, 

1.ln1

1lim
ln

lim1:
ln

1lim
2

2

2

22 







 

n

nnn

n

n nn nnn
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4. Вычислить предел: .
2

cos
2

cos
2

coslim 2 









 nn

xxx
  (4 балла) 

Решение.  

.sin

2

2
sin

limsin

2
sin2

sinlim

2
sin2

2
cos

2
sin2

lim

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
cos2

2
cos2

lim

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
cos2

2
cos2

lim
2

cos
2

cos
2

coslim

1

112

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xxxx

x

xxxx
xxx

n

n

n

n

nn

n

nn

n

n

nn

n

n

n

nn

nnn



























































 

Ответ. .sin
x

x  

5. Исследовать на сходимость интеграл: .
cos10

24


 xx

dx  (5 баллов) 

Решение. На каждом из отрезков  nnn )],1(,[ целое неотрицательное, подынте-

гральная функция оценивается сверху выражением .
cos)(1

1
24 xn

 Поскольку 

,
)(12

0
)(1

10
2)(1

1

)(1
tgarctg

)(1
1

)(1
tgarctg

)(1
1

tg)(1
tg

tg)(1
tg

cos)(1cos)(1

444

2

44

2

0
44

2

0
2

2424
0

24

)1(

24

nnn

n

x

nn

x

n

xn

xd

xn

xd

xn

dx

xn

dx
n

n




















 























































 

 

то  

.
)(1cos)(1cos1cos1 0

4
0

)1(

24
0

)1(

24
0

24   

































 nn

n

nn

n

n nxn

dx

xx

dx

xx

dx
 

Ряд в правой части сходится, так как он сравним со сходящимся рядом .1
1

2


n n
 Следова-

тельно, данный интеграл также сходится. 
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Ответ. Сходится. 

6. Может ли функция xx sin2
 быть решением уравнения 0)()(  yxqyxpy  на ин-

тервале ,0),,(  aaa  с коэффициентами, непрерывными на этом интервале? (5 баллов) 

Решение. I. Так как для данной функции ,0)0(,0)0(sin2  yyxxy  то она не может 

быть решением уравнения, так как по теореме существования и единственности единствен-

ным решением этого линейного однородного дифференциального уравнения второго по-

рядка с нулевыми начальными условиями является функция y = 0.   

II. Подставив функцию xxy sin2  в данное дифференциальное уравнение, мы нахо-

дим: .0sin)()cossin2)((sincos4sin2 222  xxxqxxxxxpxxxxx  Деля обе части этого 

равенства на x и переходя к пределу при ,0x  получаем .06   Противоречие. 

Ответ. Не может. 

7. Из озера при первом улове вылавливают n рыб. Каждая из пойманных рыб метится 

красным пятнышком и выпускается обратно в озеро. При втором улове было выловлено r 

рыб. Первый и второй уловы независимы. Число рыб в озере неизменно и равно N. Найти 

)(kPN вероятность того, что второй улов содержит k меченых рыб. Найти N, при кото-

ром )(kPN  максимальна. (8 баллов) 

Решение. Общее число элементарных исходов равно ,r

NC  из них благоприятствующих 

kr

nN

k

n CC 

  исходов. Тогда искомая вероятность равна .)(
r

N

kr

nN

k

n
N

C

CC
kP



  Так как неравенство 

)()( 1 kPkP NN   равносильно неравенству ,Nknr   то вероятность )(kPN  будет максималь-

ной при наибольшем N, не превосходящем
k

nr  и, значит, N равно целой части числа ,
k

nr  т.е.

.









k

nr
N  

Ответ. ,)(
r

N

kr

nN

k

n
N

C

CC
kP



 .









k

nr
N  

8. Определить площадь фигуры, ограниченной кривой )0,0(sine   xxy x
 и осью 

Ox. (6 баллов) 
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Решение. Функция xsin  положительна в промежутках 














 nn 2,2  и отрицательна 

на отрезках .22,2















 nn  Тогда искомая площадь равна 

.sinesine|sin|e
0

22

2

2

20
 












































n

n

n

x

n

n

xx xdxxdxdxxS  

Так как первообразной функции xy x   sine является выражение 

),cossin(e)( 22 xxxF
x







 то  

.
2

cth
e1

e1

e1

e1e2

ee1e222222

sinesine|sin|e

22222

2

22

0

22

22
0

0

22

2

2

20




































































































































































































 

n

n

n

n

n

n

x

n

n

xx

n
F

n
F

n
F

xdxxdxdxxS

 

Ответ. .
2

cth22 






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10.2. Математическая олимпиада БПИ 1989 года (II тур) 

1. Найти .
200
010
012 100

















 (4 балла) 

Решение. Пусть .
200
010
012

















A  Тогда .
200
010
0122

,
200
010
0122

3

33

3

2

22

2















 
















 

 AA  

Докажем, что при любом n ,
200
010
0122















 


n

nn

nA  воспользовавшись методом математиче-

ской индукции. При n = 1 равенство верно. Пусть оно верно для номера n. Тогда 

,
200

010
0122

200
010
012

200
010
0122

1

11

1















 
































 








n

nn

n

nn

nn AAA  

т.е. формула верна и для номера n + 1. Таким образом, формула справедлива при любом n. 

Следовательно, .
200
010
0122

200
010
012

100

100100100















 


















 

Ответ. .
200
010
0122

100

100100















 

 

2. При каких значениях a система 









442)6(
,02

zbyxb

azybx
 

имеет хотя бы одно решение ),,( zyx  при любых значениях b. (6 баллов) 

Решение. Рассмотрим определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных 

x и y: .62
26

1 2 



 bb

bb

b
 Он обращается в нуль при 2b  и .

2
3

b  Если ,0 то си-

стема совместна при любых a. При 2b  имеем систему 








.4448
,02 2

zyx

azyx  Она будет сов-
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местной, если .012  zaz  Это уравнение будет иметь корни, если .
4
1

a  При 
2
3

b  полу-

чаем систему 














.443
2
9

,0
2
3 2

zyx

azyx

 У неё есть решения, когда .0443 2  zaz  Последнее 

уравнение имеет корни, когда .
3
1

a  Таким образом, исходная система будет совместной при 

всех b, если .
3
1,

4
1









a  

Ответ. .
3
1,

4
1









a  

3. Окружность единичного радиуса катится по верхней стороне положительной 

ветви гиперболы .1
x

y   Будет ли линия, которую описывает центр окружности, ветвью 

какой-нибудь гиперболы? (7 баллов) 

Решение. Эта линия называется эквидистантой гиперболы. Если эквидистанта – гипер-

бола, то она имеет уравнение: .)1)(1( ayx   Поскольку эквидистанте принадлежит точка 

,
2

11,
2

11 







  то .

2
1

a  Пусть ),( 00 yx произвольная точка гиперболы. Нормальный 

вектор в этой точке гиперболы равен .00 jxiyn   Пронормировав его, получим единичный 

нормальный вектор .
2
0

2
0

0
2
0

2
0

0
1 j

yx

x
i

yx

y
n





  Следовательно, соответствующая точке 

),( 00 yx  точка эквидистанты имеет координаты .,
2
0

2
0

0
02

0
2
0

0
0 




















yx

x
y

yx

y
x  В частности,  

точке 








2
1,2  соответствует на эквидистанте точка .

17
4

2
1,

17
12 








  Координаты этой 

точки не удовлетворяют уравнению ,
2
1)1)(1(  yx  следовательно, эквидистанта не может 

быть гиперболой. 

Ответ. Не будет. 

4. Найти прямую, проходящую через точку ),,( 00 yx  лежащую внутри параболы 
2xy   

и отсекающую от внутренности параболы фигуру наименьшей площади. (5 баллов) 
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Решение. Прямая, проходящая через точку ),,( 00 yx  имеет уравнение .)( 00 yxxky   

Точки пересечения этой прямой с параболой являются корнями квадратного уравнения 

000
2  ykxkxx  с положительным дискриминантом 00

2 44 ykxkD   и корнями 1x  и 

.2x  Площадь фигуры, отсекаемой этой прямой, равна ,)( 21 SSkS   где 1S  площадь трапе-

ции с вершинами в точках 21, xx  и точках пересечения прямой с параболой, 2S  площадь 

под параболой на отрезке ].,[ 21 xx  Так как 

),)((
3
1)(

3
1),)((

2
1 2

221
2
112

3
1

3
2

2
212

2
2

2
11

2

1

xxxxxxxxdxxSxxxxS

x

x

   

то .
6
1)(

6
1)( 33

12 DxxkS   Для этой функции ).42(
4
1

2
3

6
1)( 0xkDDDkS   Следо-

вательно,  02xk критическая точка функции ),(kS  в которой она имеет минимум. Тогда 

искомая прямая имеет уравнение .)(2 000 yxxxy   

Ответ. .)(2 000 yxxxy   

5. Проверить сходимость ряда: .
)!2(

)!(
!4
)!2(

!2
)!1( 222

 
n

n   (4 балла) 

Решение. Применив к этому ряду признак Даламбера, получим: 

.1
4
1

)12(2
1lim

)!2(
)!(

))!1(2(
))!1((

lim 2

2











 n

n

n

n

n

n

nn
 

Следовательно, данный ряд сходится. 

Ответ. Сходится. 

6. Найти 




4

0

.)tg1ln( dxx  (6 баллов) 

Решение. Преобразуем данный интеграл: 

.cosln
4

sinln2ln
4cos

4
sin2

ln)tg1ln(
4

0

4

0

4

0

4

0











 












 


 xdxdxxdx
x

x

dxx  

В интеграле 










 


4

0 4
sinln dxx  проведём замену переменной .

4
tx 


  Получим: 
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.cosln
2

sinln
4

sinln
4

0

0

4

4

0



























 
 tdtdttdxx  

Следовательно, .2ln
4

)tg1ln(
4

0






dxx  

Ответ. .2ln
4


 

7. Доказать, что всякое решение )(xy  уравнения yxaxfy )()(   ограничено на 

 ,,0   если функции )(xf  и )(xa  непрерывны на  ,0  и удовлетворяют условиям: )(xf  

ограничена на  ,,0    .,0,0)(  xcxa  (8 баллов) 

Решение. Это линейное уравнение. Любое его решение )(xy , удовлетворяющее началь-

ному условию 0)0( yy   представляется в виде: 

.e)(e)(
0

)()(

0
0 

 


x dttadtta

dssfyxy

x

s

x

 

Оценим это решение по абсолютной величине, учитывая, что ),()( sxcdtta
x

s

  если sx   и 

:),0[,|)(|  xMxf  

.)e1(e||ee||e|)(|e|||)(| 00
0

)(
0

0

)()(

0
0

c

M
y

c

M
ydsMydssfyxy cxcx

x
sxccx

x dttadtta

x

s

x

 





 

8. Студент должен определить дату каждого из трёх исторических событий (битва 

при Лексингтоне и Конкорде, открытие Америки Колумбом и битва при Гастингсе), пользу-

ясь списком из трёх дат: 1775, 1492, 1066. Не зная правильного ответа, он подбирает даты 

наугад. Составить таблицу вероятностей для числа правильно подобранных дат. (9 баллов) 

Решение. Элементарные исходы здесь – случайные тройки дат из списка для указан-

ных событий. Число всех элементарных исходов равно 27. Обозначим искомые вероятности 

через kP = {число правильно подобранных дат равно k}, k = 0, 1, 2, 3. Для вероятности 0P  

число благоприятствующих исходов равно 8, так как для каждого события две даты будут 

неправильными. Следовательно, .
27
8

0 P  Для одной правильно подобранной даты суще-

ствует 12 благоприятствующих исходов, так как, если для одного из событий дата указана 

правильно, то имеется по два неправильных варианта для двух других событий. Значит,  



71 

 

.
9
4

27
12

1 P  Если две даты подобраны правильно, то для третьей два варианта неправильной 

даты. Стало быть, этому случаю благоприятствуют шесть элементарных исходов, поэтому 

.
9
2

27
6

2 P  Очевидно, .
27
1

3 P  

Ответ. .
27
1,

9
2,

9
4,

27
8

3210  PPPP  
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11.1. Математическая олимпиада БПИ 1990 года (I тур) 

1. В окружности радиусом a проведён диаметр OA. Вокруг его конца O вращается  луч, 

пересекающий окружность в переменной точке B. На продолжении хорды OB за точку B от-

кладывается отрезок BM, равный AB. Найти линию, описываемую точкой M при вращении 

луча.   (5 баллов)  

Решение. Выберем начало системы координат в центре 

окружности, ось  проходит через диаметр OA. Найдём 

выражения координат (x, y) точки M через угол t. Так как 

,sin1 tay  то .
2

cos2

2
sin

|| 1 t
a

t

y
OB   Тогда, учитывая, что 

,
2

sin2|| t
aAB   мы получаем:  

.
2

cos
2

sin2|||||||||| 









tt
aABOBBMOBOM  

Следовательно, 

































.
2

sin
2

cos
2

sin2
2

sin||

,
2

cos
2

cos
2

sin2
2

cos||

ttt
a

t
OMy

ttt
a

t
OMax

 Складывая почленно эти равен-

ства, найдём: ).sin1(2 taayx   Если же их почленно возвести в квадрат и затем сло-

жить, то получим: ).sin1(4)( 222 tayax   Значит,  

.2)()(2)( 22222 aayxayxayax   

Таким образом, искомое множество представляет собой окружность радиуса 2a  с центром 

в точке (0, a). 

 

Ответ. Окружность с уравнением .2)( 222 aayx   

xO1

O A

B

M

x

y

O A

B

M

O1

t 2 t
x

y

x1

y1

x

y
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2. Даны три комплексных числа 321 ,, zzz  такие, что |||||| 321 zzz   и .0321  zzz  

Доказать, что точки 321 ,, zzz  являются вершинами правильного треугольника.   (5 баллов) 

Решение. Сторонами треугольника являются векторы .,, 133221 zzzzzz   Построим 

ромб на векторах 1z  и .2z  Его диагоналями служат векторы 21 zz   и .21 zz   По условию за-

дачи ),( 213 zzz   поэтому высота треугольника, опущенная из вершины ,3z  будет также 

являться медианой и биссектрисой, проведёнными из той же вершины. Это же верно и для 

двух других вершин треугольника. Значит, данный треугольник – правильный. 

3. Доказать, что .0sin
2

0

2 


dxx    (5 баллов) 

Решение. Проведём в данном интеграле замену переменной Тогда 

 

В последнем интеграле справа, в свою очередь, проведём подстановку  В результате 

получим:  Тогда,  

 

так как  при  

4. Найти решение уравнения ,)()(
1

0
 dttyxy

dx

dy  если .1)0( y    (5 баллов) 

Решение. Дифференцируя почленно данное уравнение, получим: .yy   Оно имеет об-

щее решение ,e21
xCCy   где .R, 21 CC Подстановка в исходное уравнение даёт: 

 

 

 

Из начального условия следует, что .121 CC  Система 








1
,0)1(e2

21

21

CC

CC
 имеет решение 

.
e3

2,
e3
e1

21






 CC  Следовательно, решением исходного уравнения является функция 

.2 yx 

.sinsin
2
1sin

2
1)sin(

0

22

0

2

0

2














  

 





dy
y

y
dy

y

y
dy

y

y
dxx

.2 zy 

.
2
sinsin

0

2




 
 dz

z

z
dy

y

y

,0sin
2

11
2
1

2
sinsin

2
1)sin(

00 0

2

0

2 
































  

 

ydy
yy

dz
z

z
dy

y

y
dxx

yy 


2
11 .0  y

 

.0)1(e2)1(eee

eee)e(e)e(

2121212

1

021212

1

0
212121



 

CCCCCCC

CtCCCCdtCCCCCC

xx

txxtxx
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 .e2e1
e3

1 xy 


  

Ответ.  .e2e1
e3

1 xy 


  

5. Вычислить предел: .)sin1(sinlim xx
x




   (2 балла) 

Решение. Обозначим искомый предел через I. Так как 

 

то  

Отсюда, учитывая, что  – бесконечно малая при  а  

– ограниченная функция, мы получаем I = 0. 

Ответ. 0. 

6. Исследовать на сходимость ряд .
2

1

1
 





























n

n

m

n

n

m  

Решение. Так как  а ряд расходится, поскольку 

 

и, значит, для него не выполняется необходимое условие сходимости, то по признаку сравне-

ния расходится и данный ряд. 

Ответ. Расходится. 

7. Найти многочлен минимальной степени, который в точках x = 0 и x = 3 имеет локаль-

ные минимумы (причём в первой из них принимает значение 1), а в точке x = 1 – локальный 

максимум, равный 3,5.   (3 балла) 

Решение. Три точки локальных экстремумов являются нулями производной многочлена, 

поэтому степень искомого многочлена не может быть ниже четырёх. Покажем, что условию 

задачи удовлетворяет некоторый многочлен четвёртой степени 

.)( 43
2

2
3

1
4

04 axaxaxaxaxP   

,
2
1cos

2
1sin2sin1sin xxxx

xx




.
2
1cos

)1(2
1sinlim2

2
1cos

2
1sin2lim xx

xx

xxxx
I

xx











)1(2
1sin

xx 
,x

2
1cos xx 

,11

1

nn

m

n

n

n

n

m







 


























 

1

1
n

n

n

n

0e11lim1lim 1

1































  






n

n

n

n nn

n
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Его производная равна .234)( 32
2

1
3

04 axaxaxaxP   Из равенств 0)0(,1)0( 44  PP  немед-

ленно следует, что .0,1 34  aa  Для нахождения остальных коэффициентов необходимо ре-

шить систему уравнений: 




























































.32
;52

;5222

02936
;0234
;5222

0627108
;0234
;5,31

0)3(
;0)1(

;5,3)1(

0

10

210

210

210

210

210

210

210

4

4

4

a

aa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

P

P

P

 

Из последней системы находим: .9;8;5,1 210  aaa  Таким образом, мы нашли многочлен 

.1985,1)( 234
4  xxxxP  

Этот многочлен удовлетворяет условию задачи, так как его производная 

)3)(1(618246)( 23
4  xxxxxxxP  

при переходе слева направо через точки 0, 1, 3 меняет знак в последовательности “–”, “+”,       

“–”, “+”. 

Ответ. .1985,1 234  xxx  

8. Доказать, что при n  и 0p  так, что np  – величина постоянная, 

,e
!

lim 






m
P

m

mn
n

 где 
mnmm

nmn ppCP  )1(  

и, следовательно, при больших n и малых p имеет место приближённая формула .e
!




m
P

m

mn  

(5 баллов) 

Решение. Поскольку ,
n

p


  то 

.1)1()1(
!

1
!

)1()1( mn

m

mmnm

mn
nn

mnnn

mnnm

mnnn
P










 














 








 


  

Тогда 

  ,e
!

e01111
!

1111lim
!

1)1()1(lim
!

lim












































 








 


















 





mm

nnn

mn

n

n

n

n

m

nn

mnnn

m
P

m
m

m
m

n
m

n

m

mn

mn

m

mn
n








 

что и требовалось проверить. 
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11.2. Математическая олимпиада БПИ 1990 года (II тур) 

1. Изобразить на плоскости множество точек, для которых выполняется неравен-

ство .111


yx
 (7 баллов) 

Решение. Рассмотрим два случая. 

а) .0xy   При 0,0  yx  неравенство не выполняется. Если же ,0,0  yx  то оно 

равносильно неравенству ,1)1)(1(  yx  т.е. в этом случае данному неравенству удовлетво-

ряет множество точек первой четверти, расположенных ниже правой ветви гиперболы 

.1)1)(1(  yx  

б) .0xy  Здесь 1)1)(1(  yx  и, значит, решениями исходного неравенства являются 

точки второй и четвёртой четвертей, находящиеся ниже левой ветви гиперболы 

.1)1)(1(  yx  

2. Вычислить .
200
010
012 100

















 (6 баллов) 

Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БПИ 1989 года (задание 1). 

3. Каким условиям должны удовлетворять числа p и q, чтобы трёхчлен qpxx 3

имел три различных вещественных корня? (6 баллов) 

Решение. Уравнение 03  qpxx будет иметь три корня тогда и только тогда, когда

функция qpxxxf  3)(  будет иметь два экстремума и значения функции в точках экстре-

мума будут противоположными. Для этой функции pxxf  23)(  и, значит, при p < 0 


321
p

xx точки экстремума. Так как

10 8 6 4 2 2 4 6 8 10
x

10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

y

O
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,
27
4)())(()()( 3222

1
2
1

2
1

3
11

3
121 pqpxxqqpxxqpxxxfxf   

то .0
27
40)()( 32

21  pqxfxf  

Ответ. .0
27
4 32  pq  

4. Найти сумму ряда 

.
43

1)1(
43

1)1(
13
1

10
1

7
1

1

11













n

nn

nn
   (10 баллов) 

Решение. Пусть .
43

)1()(
1

43
1












n

n
n

n

x
xf  Степенной ряд в правой части сходится на 

промежутке (–1, 1] и .0)0( f  Так как ,1
1

1)1()( 3
3

1

331 x
x

xxf
n

nn 


 




  то 

.
18
3

43
12arctg

3
3)1ln(

6
1)1ln(

3
11

1
1)(

4
2

0

3
3

















  x

xx
xxxdtt

t
xf

x

 

Значит, .
9
3

4
32ln

3
1)1(

43
1)1(

1

1 









 f
nn

n  

Ответ. .
9
3

4
32ln

3
1 

  

5. Вычислить предел: 

.1
4

1
1

1lim
2222 



















 nnnnn
  (8 баллов) 

Решение. Так как выражение 

n

n

nn

n

n

n

nnnn

1

1

11

21

11

11

11
4

1
1

1
222222













































  

представляет собой интегральную сумму для функции 
21

1
x

 на отрезке [0, 1], то 

).21ln()1ln(
1

1
4

1
1

1lim
1

0

2
1

0
2222



























xx
x

dx

nnnnn
  

Ответ. ).21ln(   
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6. Пусть функции )(xa и )(xf  непрерывны на полуоси [0, +∞), причём 0)(  cxa  для

всех ).,0[ x  Доказать, что из ограниченности на [0, +∞) функции )(xf следует ограни-

ченность на том же промежутке любого решения дифференциального уравнения 

).()( xfyxay  (10 баллов)

Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БПИ 1989 года (задание 7). 

7. Доказать, что при |x| ≤ 1 .
e
2

2
1ee

1

0

22

 
 dttx  (9 баллов) 

Решение. Ввиду чётности функции 
2

e x , достаточно проверить это неравенство при 

].1,0[x По теореме Лагранжа для функции 
2

e x на отрезке [t, x] мы можем записать 

).,(),(e2ee
222

xtctxc ctx  

Рассмотрим функцию .e)(
2xxxf   Для неё )21(e)( 22

xxf x   и, значит, в точке
2

1
x

она имеет максимум, равный .
e2

1
 Тогда 

  .
e
2)(e2eeeeee

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2222222

   dttxdttxcdtdtdt ctxtxtx

Отсюда, учитывая, что ,
2
1))1(21(

2
1)()(

1

0

1

0

  xxdtxtdttxdttx
x

x

 мы и получаем 

доказываемое неравенство. 

8. Вычислить .sin
20 1

 
 











 dx

n

nxx

n

 (9 баллов) 

Решение. Раскладывая функцию x в ряд Фурье по синусам в промежутке (0, π), полу-

чим: .sin2
1






n n

nx
x  Тогда .

22
sin

2

2

00 1














  

 



dxdx
n

nxx

n

Ответ. .
2

2



79 

 

12.1. Математическая олимпиада БПИ 1991 года (I тур) 

1. Дана квадратная матрица njiaA ij ,,2,1,),(   и n нечётно. Элементы ija  мат-

рицы A удовлетворяют соотношениям .,,2,1,,0 njiaa jiij   Найти det A. (4 балла) 

Решение. Так как для данной матрицы ,T AA   то, учитывая свойства определителя и 

нечётность n, мы получаем: .0detdetdet)1()det(detdet T  AAAAAA n  

Ответ. 0.  

2. Два тела одновременно начинают движение по прямым 

2
1

1
21

2
2,

2
1

2
1

1
1 















 zyxzyx
 

в момент времени t = 0. Первое тело начинает движение из точки с абсциссой 31 x м и 

двигается в сторону увеличения ординаты с постоянной скоростью 21 v  м/сек. Второе 

тело начинает движение из точки с ординатой 192 y м и двигается со скоростью 12 v  

м/сек. Через какое время t расстояние ρ между телами будет минимальным и чему оно 

равно, если второе тело двигается: а) в сторону возрастания ординаты; б) в сторону убы-

вания ординаты? (8 баллов) 

Решение. Из уравнения первой прямой находим координаты стартовой точки первого 

тела: ).9,7,3(1 M  Тогда, учитывая, что длина направляющего вектора )2,2,1(1 l первой 

прямой равна 3, а скорость первого тела 2 м/сек, мы можем записать зависимости координат 

первого тела от времени: .
3
49,

3
47,

3
23 tztytx   Аналогично, второе тело начи-

нает движение из точки )3,19,6(2 M , и, значит, его уравнения движения в направлении 

возрастания ординаты имеют вид: .
3
23,

3
119,

3
26 tztytx   

а) В этом случае расстояние между движущимися телами в момент времени t равно 

.8291005 2  tt  Производная этой функции 
8291005

505
2 




tt

t
 обращается в нуль 

при t = 10. Следовательно, расстояние между телами будет минимальным через 10 сек после 

начала движения и составит 329)10(  м. 

б) Здесь второе тело двигается в сторону убывания ординаты, значит, его уравнения 

движения суть .
3
23,

3
119,

3
26 tztytx   Тогда 829

3
2845 2  tt  и так как 
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829
3

284
5

3

142
5

2 





tt

t

, то расстояние между телами будет наименьшим через 
15

142
 сек и оно 

будет равно 
15

85705
м. 

Ответ. а) t = 10 сек, 329 м; б) 
15

142
t сек, 

15

85705
 м. 

3. Найти n-ую производную функции
34

1313
2

3






xx

xx
y    (5 баллов) 

Решение. Так как 

,
3

1

1

1

2

1
4

34

1
4

2 

















xx
x

xx
xy

то 

.2,
)3(

1

)1(

1

2

!

,,
)3(

1

)1(

1

2

!2

)3(

!2

)1(

!2

2

1
,

)3(

1

)1(

1

2

1
1

11

)(

333322




























































n

xx

n
y

xxxx
y

xx
y

nn

n



Ответ. .2,
)3(

1

)1(

1

2

!
,

)3(

1

)1(

1

2

1
1

11

)(

22































n

xx

n
y

xx
y

nn

n

4. Найти предел: .

6

5
sin

1
sin

lim

ctg

2

2

0

x

x

xx

xx
x

x























  (6 баллов) 

Решение. По формуле Маклорена третьего порядка для синуса 

где – бесконечно малая более высокого порядка,

чем при  Тогда в числителе 

(x ),
)6(111

sin 4
3

3

o
x

x x x

xx









(x )4o

4x x0.

).(
)6(1

6x )(512
(x )

)6(111
sin 4

3

23
42

3

3
2 xo

x

xx
ox  x

x

x

x

x
x  x

x

x














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В знаменателе ).(
6

5

6

5
sin 432 xoxxx   Следовательно, 

.e
sin

cos
)1(5

593
explim

)1(5

)593(
1lim

)1(5

)593(
1lim

)1(
)1(5

6125
lim

6

5

)1(6

)6125(

lim

6

5
sin

1
sin

lim

5

31

3

2

0

ctg
)1(5

)593(

)593(

)1(5

3

2

0

ctg

3

2

0

ctg

3

2

0

ctg

3

3

23

0

ctg

2

2

0

3

2

2

3



























































































































































x

x
x

x

xx

x

xxx

x

xxx

x

xx

x

x

xxx

xx

xx
x

x

x

x
x

xxx

xxx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

Ответ. .e 5

3


 

5. Найти область сходимости и сумму ряда   (5 баллов) 

Решение. Этот степенной ряд сходится абсолютно в интервале (–1, 1). В этом можно 

убедиться, использовав, например, признак Даламбера. Просуммируем этот ряд. Найдём 

сначала сумму  степенного ряда  Так как  то 

 Тогда для суммы  степенного ряда  

 

Следовательно, и, значит,  

Ответ. (–1, 1);  

.)2(
1







n

nxnn

)(xf .
1

1







n

nnx ,1
1

1
)(

10







 x
xdttf

n

n
x

.
)1(

1
1

1

1
)(

2xx
xf

















 )(xg 






1

1)2(
n

nxnn

.
1

2

)1(

1

1

2
)(

22)2()(

2

1

1

1

1

1110



































 























xx
x

x
xfx

xnxxxnxxndttg
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
x

32 )1(

3

1

2

)1(

1
)(

x

x

xx
xxg


































 .

)1(

)3(
)2(

3
1 x

xx
xnn

n

n










.
)1(

)3(
3x

xx




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6. Найти наибольшее и наименьшее расстояние ρ от начала координат до точек линии 

,1
a

iyx
iyx 


  где a > 0, .12 i   (8 баллов) 

Решение. Записав комплексное число iyx   в тригонометрической форме 

),sin(cos  iiyx  мы можем представить данное уравнение в виде: 

.01)2cos2( 224  a  

Оно имеет взаимно обратные корни 
2

4)2cos2(2cos2 222 


aa
 тогда и только 

тогда, когда .
2

22cos
2 


a

 Отсюда следует, что расстояние ρ достигает максимума и мини-

мума при 
2

12cos 
  и .

2
4

2
421 222

min
max










aaaaa
 

Ответ. .
4

2;
2

4
2

2





aa

aa
 

7. Вычислить .
cos1

1sin
2

55




 


dx

x

xx   (6 баллов) 

Решение. Разобьём данный интеграл на сумму двух: 

.
cos1cos1

sin
cos1

1sin
22

55

2

55












 











x

dx
dx

x

xx
dx

x

xx
 

Первый из них равен нулю, так как интегрируется нечётная функция по симметричному от-

носительно нуля промежутку. Найдём второй интеграл, учитывая чётность подынтегральной 

функции: 

.2
22

2
2

tgarctglim00
2

tgarctglim2

2
tgarctg

2
tgarctg2

tg2
tg

tg2
tg2

cos1
2

cos1

0
2

0
2

2

2

0
2

2

2

0
2

0
22
















 


























































































xx

xx

x

xd

x

xd

x

dx

x

dx

xx

 

Таким образом, .2
cos1

1sin
2

55










dx
x

xx
 

Ответ. .2  
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8. Найти время T (сек), за которое жидкость, заполняющая полусферическую воронку 

радиуса R (см):  0222  zyxR , вытекает из неё через малое отверстие площадью 

  (см2), вырезанное в нижней части воронки, если известно, что скорость v (см/сек) выте-

кания жидкости выражается формулой ,2ghkv   g – ускорение силы тяжести, h – вы-

сота столба жидкости над отверстием.  (6 баллов) 

Решение. За бесконечно малое положительное время dt сек уровень жидкости в во-

ронке понизится на бесконечно малую отрицательную величину dh см. Радиус уровня жид-

кости на высоте h равен .22 hRr   За время dt объём жидкости уменьшится на величину 

.)()( 222 dhhRdhrdV   С другой стороны, этот объём равен количеству жидкости, 

вытекающей из воронки за время dt: .2 dtghkvdtdV   Таким образом, мы получили 

дифференциальное уравнение .2)( 22 dtghkdhhR   Разделим в нём переменные и 

проинтегрируем, учитывая, что h(0) = R, h(T) = 0: 

.
25

82
5
82

2
2

0

0 22

g

R

k

R
TTgkRRdtgkdh

h

hR
T

R 





   

Ответ. 
g

R

k

R

25
8 2



  сек. 
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12.2. Математическая олимпиада БПИ 1991 года (II тур) 

1. Вычислить определитель матрицы A (размерность матрицы – nn 22   ): 

.

00000000
00000000
............
00000000
00000000
............
00000000

00000000



































ab

ab

ab

ba

ba

ba

A













   (4 балла) 

Решение. Обозначим этот определитель через .2n Разложив определитель n2  по эле-

ментам первой строки, а затем каждый из двух получившихся определителей (2n – 1)-го по-

рядка – по последней строке, мы получим выражение ,)( 22
22

 nba  где 22  n – определитель 

(2n – 2)-го порядка той же структуры, что и исходный. Продолжая аналогично, через n шагов 

получим: .)( 22
2

n

n ba   

Ответ. .)( 22 nba   

2. Найти координаты вершин куба, если два его ребра лежат на прямых 

1
5

2
28

2
15:,17

2
4

5
6: 21



















 zyx
L

zyx
L  

и точка )21,11,8(M  лежит внутри него.   (8 баллов) 

Решение. Прямые должны быть перпендикулярны, следо-

вательно, нормальные векторы ),2,5(1 l  и )1,2,2(2 l  

этих прямых ортогональны. Значит, 

.140410021  ll  

Грань ABCD имеет уравнение: 

.03220)17()4(2)6(2  zyxzyx  

Тогда координаты вершины B мы найдём из системы  

линейных уравнений:




















.
1
5

2
28

2
15

,0322
zyx

zyx

 

L1

L2

A

M

B

C

D

E

F

G

H

40 20 0

x

0
20

y

0

20

40

z
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Она имеет решение 7,24,19  zyx и, таким образом, ).7,24,19(B  Аналогично находим 

уравнение грани ABFE: ,05114250)5(14)28(2)15(5  zyxzyx  а из си-

стемы 


















14
17

2
4

5
6

,0511425
zyx

zyx

 определяем координаты вершины A: ,3,2,1  zyx  т.е. 

).3,2,1(A  Разложим, далее, вектор )18,9,9(AM  по базису .,),4,22,20( 21 llAB   Пусть  

















.14418
,22229
,25209

21

zyx

zyx

zyx

lzlyABxAM  

Система имеет решение ,2;1;5,0  zyx  т.е. .25,0 21 llABAM   Отсюда следует, что, 

поскольку точка M внутри куба и, значит, её разложение по базису AEADAB ,,  должно иметь 

положительные координаты, то, чтобы получить точку D, мы должны перемещаться по пря-

мой 1L  из точки  A в направлении вектора ,1l а, чтобы оказаться в точке E, мы должны дви-

гаться из точки A в направлении, противоположном вектору .2l Пронормировав вектор ,1l  по-

лучим .
15
14,

15
2,

3
1

|| 1

1









l

l  Запишем параметрические уравнения прямой :1L  

.
15
143,

15
22,

3
11 tztytx   

Отсюда, учитывая, что длина ребра куба равна ,30|| AB  мы при t = 30 найдём координаты 

вершины D: ,31,6,11  zyx  т.е. ).31,6,11(D  Аналогично, нормируя вектор ,2l  найдём 

.
3
1,

3
2,

3
2

|| 2

2










l

l  Запишем параметрические уравнения прямой, проходящей через точку A, в 

направлении вектора :
|| 2

2

l

l
  

.
3
13,

3
22,

3
21 tztytx   

Подставляя сюда t = 30, получим координаты точки E: .13,18,19  zyx  Значит, 

).13,18,19( E  Найдём координаты остальных вершин. Поскольку ,ADABAC  то 

).32,26,10(AC  Отсюда, ).35,28,9(C  Далее,  

).17,4,39()14,2,40(  FAFAEABAF  
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Аналогично  

 AEADAH )38,16,10( AH ).41,14,9(  H  

Наконец, ).45,8,29()42,6,30(  GAGADAEABAG  

Ответ. Вершины куба ABCDEFGH имеют координаты ),7,24,19(),3,2,1( BA  

).41,14,9(),45,8,29(),17,4,39(),13,18,19(),31,6,11(),35,28,9(  HGFEDC  

3. Пусть )(am – наименьшее значение функции )cos(22)( 2 axaxxxf   на отрезке 

a,
2

,0 






 
– произвольное действительное число. Найти ).(am    (5 баллов) 

Решение. Производная данной функции равна ).sin(222)( axaxxf   Уравнение  

0)sin(2220)(  axaxxf  

имеет единственный корень x = a, так как .0)cos(22)(  axxf  При ,0)(  xfax а, 

если ,ax  то .0)(  xf  Значит, x = a – точка минимума функции )(xf  и .2)( 2
min aaff   

Если ,0a то на отрезке 






 

2
,0  данная функция возрастает и, значит, .cos2)0()( afam   

При 
2

0 
 a  мы имеем .2)( 2

min afam   Наконец, если ,
2


a  то на отрезке 






 

2
,0  дан-

ная функция убывает и, следовательно, .sin2
42

)(
2

aafam 









 
  

Ответ. 



























.
2

,sin2
4

;
2

0,2

;0,cos2

)(

2

2

aaa

aa

aa

am  

4. Пусть .
)1(4

e)( 20

33 32






x
xf

xxx

 Найти ).1(),1( )29()28( ff    (6 баллов) 

Решение. Использовав разложения функций xe  и 
x1

1   в ряд Маклорена, получим: 

,)(
24

)1(
4

e
4

)1(
!

)1()1(
4

e

4
)1(

!
))1((

4
e

4
)1(1

e
4

e
)1(4

e)(

291

0

20

0

31

0

20

0

31

20

)1(1

20

33 332



























 





































xg
xx

m

x

x

m

x

xx
xf

n
n

n

m

mm

n

n

m

mxxxx
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где )(xg  – ряд по степеням (x – 1), не содержащий 28-ой и 29-ой степеней. Отсюда сразу же 

следует, что .
96

e!29)1(,0)1(
1

)29()28(


 ff  

Ответ. .
96

e!29;0
1

  

5. Согласно закону Ньютона сила притяжения между двумя точечными массами 1m и 

,2m  расстояние между которыми r, равна .212 mm
r

k
F   Найти силу притяжения между то-

чечной массой ,1m  находящейся в начале координат, и однородной (с плотностью ρ) линией, 

имеющей форму части гиперболической спирали .10,1



r    (5 баллов) 

Решение. Разобьём данную линию L на малые дуги nLLL  ,,, 21   с длинами ,1l

nll  ,,2   и диаметрами ,,,, 21 nddd    соответственно. Внутри каждой из дуг выберем, 

соответственно, по точке .,,, 21 nMMM   Обозначим силу притяжения между точкой с мас-

сой 1m  и любой дугой kL  через .kF  Тогда, считая диаметры всех дуг сколь угодно малыми,  

мы можем записать: ,12 k

k

k lm
r

k
F   где kr  – длина радиуса-вектора точки .kM  Тогда искомая 

сила притяжения равна .
1

21
1

12
1







n

k k

k
n

k

k

k

n

k

k
r

l
kmlm

r

k
FF  Отсюда в пределе, когда диа-

метры всех дуг стремятся к нулю, получим: .21 
L r

dl
kmF  Тогда в полярных координатах 

.1
1

0

2
1

1

0
2

22

1  


 dkm
r

drr
kmF  

Интегрируя по частям, получим: 

 

.1)21ln(2

11ln21
1

2

1
2111

1

0

2

1

0

2
1

0

2
1

0

2
1

0
2

1

0
2

21

0

2
1

0

2
1

0

2





















d

dd
d

d
dd

 

Отсюда  )21ln(2
2
11

1

0

2  d  и, значит,  .)21ln(2
2
1

1  kmF  
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Ответ.  .)21ln(2
2
1

1 km  

6. Доказать, что если функции )(xf  и )(xg  непрерывны и не убывают на отрезке [0, 1], 

то .)()()()(
1

0

1

0

1

0

dxxgdxxfdxxgxf      (8 баллов) 

Решение. Пусть }10,10|),{(  yxyxD  – квадрат на плоскости Oxy. Так как функ-

ции )(xf  и )(xg  не убывают на отрезке [0, 1], то 0))()())(()((  ygxgyfxf  для любой 

точки .),( Dyx   Тогда .0))()())(()(( 
D

dxdyygxgyfxf  Отсюда, учитывая, что 

,)()(2)()(2)()()()(

)()()()()()()()(

)()()()())()())(()((

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0













dxxgdxxfdxxgxfdyygyfdxxgdyyf

dyygdxxfdxxgxfdxdyygyfdxdyxgyf

dxdyygxfdxdyxgxfdxdyygxgyfxf

DD

DDD

 

мы получаем: .)()()()(0)()(2)()(2
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

dxxgdxxfdxxgxfdxxgdxxfdxxgxf    

7. Теннисист, находящийся в точке x = 0 на оси Ox, посылает мяч в стенку, перпендику-

лярную оси Ox и находящуюся от него на расстоянии .0x  Мяч посылается с высоты 0h со ско-

ростью 0v  под углом 
4


  к горизонту. При отражении от стенки вертикальная состав-

ляющая скорости не изменяется, а горизонтальная уменьшается в два раза. Чему должна 

быть равна скорость ,0v  чтобы мяч, вернувшись к теннисисту был на той же высоте 0h  

(Предполагается, что перед возвращением мяч не ударяется о горизонтальную поверхность).  

(6 баллов)  

Решение. Пусть )(),( tyytxx   – координаты мяча в момент времени t, ),( 00 yx  – по-

ложение мяча в момент времени t = 0, )(),( tvvtvv yyxx   – координаты вектора скорости,

),( 00 yx vv  – начальная скорость мяча. По второму закону Ньютона ,,0 mgymxm    где  m – 

масса мяча, g – ускорение свободного падения. Отсюда, после интегрирования с учётом 

начальных условий, получим: 

.,

,
2

,

00

2

0000

gtvvvv

gt
tvyytvxx

yyxx

yx




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В момент удара по мячу ,
2

,,0 0
00000

v
vvhyx yx  следовательно, 

.
2

,
2

,
22

,
2

00

2
0

0
0

gt
v

v
v

v

gt
t

v
hyt

v
x

yx 



 

Из этих уравнений следует, что мяч долетит до стенки за время 
0

0
1

2
v

x
t   и ударится о неё на 

высоте .
22

)( 2
0

2
0

00

2
1

1
0

011
v

gx
xh

gt
t

v
htyh   Координаты скорости в момент удара равны 

.2
22

,
2 0

00
1

00

v

gxv
gt

v
v

v
v yx   При отражении от стенки первая координата скорости 

уменьшается вдвое, т.е. становится равной .
22

0v  Значит, в момент отражения от стенки мы 

имеем следующие начальные условия: .2
2

,
22

,,0
0

00
0

0
0100

v

gxv
v

v
vhyx yx   Тогда 

уравнения движения имеют вид: 

.
2

2
2

,
22

2

0

00
1

0 gt
t

v

gxv
hyt

v
x 














  

Отсюда следует, что мяч вернётся к теннисисту за время 
0

0
2

22
v

x
t   и будет находиться в этот 

момент на высоте .93
2

2
2

)( 2
0

2
0

00

2
2

2
0

00
12

v

gx
xh

gt
t

v

gxv
hty 














  Если эта высота равна 

,0h  то мы имеем: ,93 2
0

2
0

000
v

gx
xhh   откуда .3 00 gxv   

Ответ. .3 0gx  

8. Найти все такие решения дифференциального уравнения ,)12( 22 xyxyx   кото-

рые стремятся к конечному пределу при x  и найти этот предел. 

Решение. Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка. Перепишем его 

в виде .12 2

xy
x

x
y 


  Интегрирующим множителем для этого уравнения служит функция 
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.e
2

x

x

  После умножения на него обеих частей уравнения, получим: .ee 2
2

x
x

x
y 




















  От-

сюда 









 




CdtxyCdt
x

y
x

tx
x

t
x

00

222
2

eeee  и, значит, решение может иметь конечный 

предел на бесконечности,  если .0elim
0

2
















Cdt

x
t

x
 Известно, что 





 dxx2

e  (интеграл 

Пуассона). Функция 
2

e x – чётная, поэтому .
2

ee
0

0
22 

 






 dxdx xx  Рассмотрим два случая. 

1) .
2

0elim
0

2 
















СCdt

x
t

x
 Значит, .0,

2
ee

0

22














 
 

 xdtxy
x

tx  Вычислим предел 

этой функции, использовав правило Лопиталя: 

.
2
1

21
lim

)e2(e)e(
elim

))e((

2
e

lim
0
0

)e(
2

e
lim)0(

2
eelim

2

2

22

1
0

1
0

0

222

2

2

2

2

2

22


























 




























 

























x

x

xx

x

dt

x

dt

dtx

xxxx

x

x

x

x
t

xx

x
t

x

x
tx

x  

2) .
2

0elim
0

2 
















СCdt

x
t

x
 Таким образом, здесь 0,

2
ee

0

22














 
 

 xdtxy
x

tx  и, как 

в предыдущем случае, 

.
2
1

2
eelim

0

22














 






x
tx

x
dtx  

Ответ. 1) ;0,
2

ee
0

22














 
 

 xdtxy
x

tx  2) .0,
2

ee
0

22














 
 

 xdtxy
x

tx  В обоих слу-

чаях предел на бесконечности равен .
2
1

  
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13.1. Математическая олимпиада БГПА 1992 года (I тур) 

1. Доказать, что уравнение ),(xPxn   где P(x) – многочлен (n – 1)-ой степени с поло-

жительными коэффициентами, имеет только один положительный корень.  (4 балла) 

Решение. Пусть .)( 01
2

2
1

1 axaxaxaxP n

n

n

n  





   Обозначим .1
)(

)( 
xP

x
xf

n

 Так 

как ,)(lim,1)0( 


xff
x

 то уравнение 0)( xf  имеет положительный корень. Поскольку 

),)1(2(
)(

))()((
)()(

)()()('

01
2

2
1

12

1

2

1

2

1

naxanxaxa
xP

x

xPxxnP
xP

x

xP

xPxxPnx
xf

n

n

n

n

n

nnn






















 

то 0)(  xf  при x > 0. Значит, функция )(xf  возрастает на этом промежутке и поэтому ис-

ходное уравнение имеет единственный положительный корень. 

2. При каких a и b в эллипс 12

2

2

2


b

y

a

x
 можно вписать равносторонний треугольник 

так, чтобы центр треугольника совпадал с центром эллипса.  (4 балла) 

Решение. Пусть ABC – равносторонний треугольник, вписанный в эллипс, O – его 

центр, который совпадает с началом координат и R – радиус описанной около треугольника 

окружности. Для точек A и B эллипса имеем OA = OB, что возможно только если эти точки 

симметричны относительно одной из координатных осей. Для определённости будем счи-

тать, что они симметричны относительно оси ординат и находятся ниже оси абсцисс. Тогда 

OC = b = R. Точки A и B имеют координаты .
2

,
2
3
















R
R  Подставив их в уравнение эл-

липса, получим a = R. Таким образом, a = b. 

Ответ. a = b. 

3. Найти .
1

arctg
lim

2
0

2





 x

dtt
x

x
  (4 балла) 

Решение. Так как ,1lim,arctglim 2

0

2 
  xdtt

x

x

x
 то, применяя правило Лопи-

таля, находим: 
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 
.

41
2

1

arctglim
1

arctg
lim

1

arctg
lim

2

2

2

2

2

0

2

2
0

2











 
























 



x

x

x

x

dtt

x

dtt

x

x

x

x

x
 

Ответ. .
4

2
 

4. Вычислить ,)tgtg1ln(
0



 dxx где .
22





   (5 баллов) 

Решение. Преобразуем данный интеграл: 

.
cos

)cos(ln
cos

1ln
coscos

)cos(ln)tgtg1ln(
000












 dx

x

x
dx

x

x
dxx  

В интеграле в правой части последнего равенства выполним замену переменной .zx  В 

результате получим: .
cos

)cos(ln)(
)cos(

cosln
cos

)cos(ln
0

0

0














dz
z

z
dz

z

z
dx

x

x Следовательно, 

.0
cos

)cos(ln
0







dx
x

x Значит, .
cos

1ln)tgtg1ln(
0 




dxx  

Ответ. .
cos

1ln


  

5. Найти все гладкие кривые 0)(),(  xyxyy  при 0x  такие, что для любого 00 x  

центр тяжести однородной фигуры )}(0,0|),{( 00 xyyxxyx   имеет абсциссу ,Cx  

равную .
4
3

0x   (5 баллов) 

Решение. Вычислим массу и статический момент относительно оси Oy фигуры для 

произвольного :0x .)(,)(
00
 
x

y

x

dtttymdttym По условию 

.)(4)(3
)(

)(

4
3

00

0

0







xx

x

x

y

C dtttydttyx

dtty

dttty

x
m

m
x  

Дифференцируя дважды почленно последнее равенство, получим: 

).(2)()()()(3)()(3)(4)()(3
00

xyxyxxyxxyxyxxydttyxxyxxydtty
xx











   
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Интегрируя, полученное дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными, 

находим: .)( 2Cxxy   Непосредственной проверкой несложно убедиться в том, что эти кри-

вые при C > 0 удовлетворяют условию задачи. 

Ответ. .0,)( 2  CCxxy  

6. Найти сумму ряда .
1)1(

1
1



 n nnnn
  (5 баллов) 

Решение. Преобразовав данный ряд, получим: 

.1
1

11
1

1
)1(1

1
1)1(

1
1111





































 nnnn nnnn

nn

nnnnnnnn
 

Ответ. 1. 

7. Длинные сани с грузом, едущие по льду, попадают на участок, посыпанный песком и 

не пройдя и половины своей длины, останавливаются. После этого им резким толчком сооб-

щили первоначальную скорость. Найти отношение путей и времён торможения.   

(7 баллов) 

Решение. За начало отсчёта горизонтальной оси выберем границу льда и песка. Запи-

шем уравнение движения саней в момент времени t, когда на песок заехала их часть ),(txx   

учитывая, что движение саней тормозит сила трения ,x
l

mg
F


  где – коэффициент тре-

ния, m – масса саней, g – ускорение силы тяжести, l – длина саней. Тогда по второму закону 

динамики .0





 x
l

g
xx

l

mg
xmFma   Обозначив 

l

g  через ,2  получим оконча-

тельно: 

.02  xx  

Общее решение этого линейного однородного дифференциального уравнения второго по-

рядка с постоянными коэффициентами имеет вид: 

.sincos 21 tCtCx       (1) 

Тогда скорость движения равна 

.cossin 21 tCtCv          (2) 

В начале движения по песку .)0(,0)0( 0vvx   Подставив эти начальные условия в (1) 

и (2), получим: .,0 0
21




v
CC  Таким образом, в этом случае .cos,sin 0

0 tvvt
v

x 


  Сани 
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остановятся, когда .0v  Значит, время первого торможения равно .
21



t  Отсюда, 





 0

1
0

1 sin v
t

v
x  –  путь первого торможения. 

После толчка .)0(,)0( 01 vvxx    При этих начальных условиях 121 xCC   и, 

стало быть, 

).sin(cos),sin(cos 01 ttvvttxx   

Время второго торможения 2t  также находим из уравнения v = 0. Здесь .
24
1

2
t

t 



  Тогда 

.2
2

1 
t

t
 Так как ,2)( 122 xtxx   то путь второго торможения равен   .12 112 xxx   Зна-

чит, отношение путей торможения равно .12
12

1

12

1 



 xx

x
 

Ответ. .2;12   

8. Станок производит в среднем две бракованные детали из десяти. Известно, что 

если на нём произведена бракованная деталь, то вероятность того, что следующая произ-

ведённая деталь будет бракованной, равна 1/3. Чему равна вероятность того, что произве-

дена небракованная деталь, если известно, что предыдущая деталь была также небрако-

ванной.   (6 баллов) 

Решение. Введём обозначения: p вероятность того, что деталь является бракованной, x 

– искомая условная вероятность. С одной стороны, .
5
1

10
2
p  С другой стороны, по фор-

муле полной вероятности: ).1)(1(
3
1

xppp   Отсюда, .
6
5

)1(3
21 



p

p
x  

Ответ. .
6
5
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13.2. Математическая олимпиада БГПА 1992 года (II тур) 

1. Исследовать на экстремум в точке x = 1 функцию ),(det xA  равную определителю 

матрицы 

.3,

)1(21

)1(21
)1(21

1
3
1

2
1

111

)(

222

333

222

32






































n

n

n

n

x
n

xx

xA

nnn

n













     (7 баллов) 

Решение. Пусть ).(det)( xAx   Производная определителя равна 

222

333

222

12

)1(21

)1(21
)1(21

111

)(












nnn

n

n

n

n

xxx

x













  

и, значит, 

,0

)1(21

)1(21
)1(21

111
111

)1(

222

333

222










 nnn n

n

n













 

т.е. x = 1 – критическая точка этой функции. Далее, так как 

,

)1(21

)1(21
)1(21

)1(21
111

)(

222

333

222

2













 

nnn

n

n

n

n

xnx

x













 

то  
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.

)1(21

)1(21
)1(21
121

111

)1(

222

333

222

 







 

nnn n

n

n

n













 

Вычислим этот определитель. Сначала последовательно вычтем из каждой его строки преды-

дущую, начиная с последней, затем разложим получившийся определитель по первому 

столбцу и, наконец, после этого вынесем из каждого столбца полученного определителя, начи-

ная со второго, общие множители. В результате получим: 

.

)1(32
)1(32

)1(32
132

111

)!2()1(

333

444

222













 

nnn

nnn

n

n

n

n

n













 

Далее аналогично, в определителе в правой части этого равенства последовательно вычтем из 

каждой его строки, начиная с последней, предыдущую, умноженную на два, разложим полу-

ченный таким образом определитель по первому столбцу и затем вынесем общие множители 

из столбцов найденного определителя, начиная со второго. В итоге получим: 

.

)1(42
)1(43

)1(43
143

111

)!3()!2()1(

444

555

222













 

nnn

nnn

n

n

n

n

nn













 

Продолжая этот процесс, мы придём к равенству: 

)!.2()!3(!2!1
12

11
)!3()!2()1( 


 nn

nn
nn   

Таким образом, 0)1(   и, значит, x = 1 – точка локального минимума данной функции. 

 Ответ. В точке x = 1 – локальный минимум. 

2. Найти множество точек M внутри данного квадрата на плоскости, для которых 

существует окружность с центром M, пересекающая стороны квадрата в восьми точках. 

(7 баллов) 
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Решение. Начало прямоугольной системы координат Oxy выберем в центре квадрата, а 

оси направим параллельно сторонам. Длину стороны квадрата обозначим через 2a. Обозначим 

множество из условия задачи через D. Это множество симметрично относительно координат-

ных осей, поэтому достаточно построить его в первой координатной четверти. Пусть  ),( yxM  

– точка множества D, расположенная в первой координатной четверти, а R – радиус окружно-

сти с центром в точке M. Чтобы эта окружность пересекала стороны квадрата в восьми точках, 

необходимо и достаточно, чтобы, с одной стороны, радиус R был меньше расстояний от точки 

M до всех вершин, а с другой – был больше расстояний от точки M до всех сторон квадрата. 

Для точки в первой четверти это равносильно тому, что 
















.),(
,),(

,)()(),(

43

32

22
1

ayAAMR

axAAMR

ayaxAMR

 

Отсюда следует, что  























.)(4
,)(4

)()(

,)()(
2

2

22

22

axay

ayax

ayaxay

ayaxax
 

Таким образом, в первой четверти множеству D принадлежат точки, расположенные ниже па-

рабол с уравнениями 2)(4 ayax   и .)(4 2axay    

Ответ.  

 

3. Найти все дифференцируемые функции, удовлетворяющие тождеству 

,)()(
2 xy

xfyfyx
f












 
  

для любых .R,, yxyx     (7 баллов) 

x

y

O aa 4a a 4

a

a 4

a

a 4
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Решение. Полагая  получим  или в 

старых обозначениях,  Отсюда сразу же следует, что функ-

ция  бесконечно дифференцируема на всей числовой оси. Перепишем это равенство в 

виде  и продифференцируем его почленно три раза по перемен-

ной y: 

 

Из последнего равенства в пределе при  мы получаем при всех действитель-

ных x. Следовательно,  где  – произвольные действительные 

числа. Прямая проверка показывает, что эта функция удовлетворяет тождеству в условии за-

дачи. 

Ответ.  

4. Вычислить интеграл 



1

0
2

,
1

dx
x

x
I

n

n  где n – целое неотрицательное число.        

(6 баллов)  

Решение. Проведём в интеграле замену переменной по формуле .sin yx   Тогда

.sin
2

0




 dyyI n

n  Интегрируя здесь по частям, получим: 

2

).)(1(sinsin)1()sin1(sin)1(

cossin)1(sincoscossincossin

2

2

0

2

0

2
2

0

22

2

0

22
2

0

12
0

1
2

0

1

nn

nnn

nnnn

n

IIndyydyyndyyyn

dyyynydyyyydyI



















































 

Отсюда мы находим: .1
2


 nn I

n

n
I  Следовательно, при чётном n: 

02
1

2
31

I
n

n

n

n
In 







   

и поскольку ,
2

2

0
0


 



dyI  то .
22

1
2
31 








 

n

n

n

n
In  Если же n нечётно, то 

,
2

,
2 11

xy
y

yx
x





 ,

2
)()()(

1

1111
1

y

yxfyxf
xf




.0,
2

)()()( 


 y
y

yxfyxf
xf

)(xf

)()()(2 yxfyxfxfy 

).()(0),()(0),()()(2 yxfyxfyxfyxfyxfyxfxf 

,0y 0)(  xf

,)( 21
2

1 CxCxCxf  321 ,, CCC

.,,,)( 32121
2

1 RCCCгдеCxCxCxf 
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13
2

2
31

I
n

n

n

n
In 







 

и, так как ,1sin
2

0
1  



dyyI то .
3
2

2
31








 

n

n

n

n
In

Ответ. 































.нечётное,
3
2

2
31

чётное;,
22

1
2
31

n
n

n

n

n

n
n

n

n

n

In





5. Найти частное решение дифференциального уравнения ,)()(
1

0
 dttyxy

dx

dy
если 

.1)0( y (7 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1990 года (задание 4). 

6. Вычислить: а) ;1lim
1 2


 

n

k
n nk

 б) .1lim
1 22


 

n

k
n nk

   (9 баллов) 

Решение. Для предела а) при любых k и n справедливо неравенство

,1 222 nnnkn 

из которого следует, что  
222 1

111
nnknn 







 и, значит, 

.
1

1
1

111
21 221 21 21 2 n

n

nknn

n

nnknn

n

k

n

k

n

k

n

k 


















Отсюда, учитывая, что ,1
1

limlim
22





  n

n

nn

n

nn
 мы получаем: .11lim

1 2








n

k
n nk

б) Так как сумма 

















n

k

n

k n

n

knk 1 21 22

1

1

11  является интегральной для определён-

ного интеграла функции 
21

1
x

 на отрезке [0, 1], то 

).21ln()1ln(
1

1lim
1

0

2
1

0
21 22











xx

x

dx

nk

n

k
n

Ответ. а) 1; б) ).21ln(   

7. Длинный железнодорожный состав, двигаясь по инерции, въезжает на горку с углом

наклона α. Когда состав полностью остановился, на горке находилась половина его длины. 
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Сколько времени прошло от начала подъёма до остановки? Какова была скорость 0v  состава 

в момент въезда на горку? Длина состава L, трением пренебречь.   (7 баллов) 

Решение. Пусть m – масса состава,  – пройденный им путь с момента въезда на 

горку, P – вес части состава OM  на горке. 

На точку M действует сила F, равная про-

екции силы тяжести P на склон горки и, 

значит,  где g – ускорение 

свободного падения. Тогда в соответствии со вторым законом динамики  

 

или, коротко,  

,02  xkx где .sin2

L

g
k


  

Это линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными ко-

эффициентами. Оно имеет общее решение .sincos 21 ktCktCx   Отсюда, учитывая, что 

,0)0( x мы получаем 01 C  и, значит, .sin2 ktCx   Скорость )(tvv   поезда в момент вре-

мени t равна ktkCxv cos2  и поскольку ,)0( 0vv  то .0
2

k

v
C   Следовательно, 

.cos,sin 0
0 ktvvkt

k

v
x   

Пусть 1t  – искомое время до остановки поезда. В момент остановки .0,
2

 v
L

x  Тогда из 

второго уравнения системы 101
0 cos0,sin

2
ktvkt

k

vL
  мы находим ,

sin21





g

L
t а из пер-

вого – .
2
sin

0



gL

v  

Ответ. .
2
sin

,
sin2 01









gL
v

g

L
t  

8. Учителю и ученикам некоторого класса задаются вопросы. Вероятность того, что 

ответ учителя будет правильным равна  , а вероятность правильного ответа учащегося 

равна   или   в зависимости от того, кто отвечал – мальчик или девочка, соответственно. 

)(txx 

,sin
L

mgx
F




L

gx
x

L

mgx
xmFxm







sinsin


O

M
F

P
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Вероятность того, что ответ случайно выбранного учащегося совпал с ответом учителя 

равна 0,5. Найти отношение числа мальчиков к числу девочек, если:  

а) ;4,0;6,0;5,0   б) .4,0;6,0;9,0       (5 баллов) 

Решение. Пусть в классе b мальчиков и g девочек. Для события A = {учащийся правильно 

ответил на вопрос} имеются две гипотезы: 1H – на вопрос отвечал мальчик и 2H – отвечала 

девочка. Тогда, учитывая, что ,)(,)( 21
gb

g
HP

gb

b
HP





 мы по формуле полной вероят-

ности находим: .)|()()|()()( 2211
gb

g

gb

b
HAPHPHAPHPAP









  Учитель и ученик пра-

вильно отвечают на вопрос с вероятностью ),(AP  а оба они ошибаются с вероятностью 

)).(1)(1( AP  Тогда по условию задачи мы имеем: 

.))1)(1(())1)(1((5,0

)1()1()1(5,0))(1)(1()(5,0

gb

gb

gb

g

gb

b

gb

g

gb

b
APAP











































 

Отсюда, в случае а) мы получаем: .5,05,05,05,0 





gb

gb  Значит, здесь отношение b : g может 

быть любым. В случае же б) мы находим: ,42,058,05,0
gb

gb




  откуда следует, что b = g, т.е.  

b : g = 1. 

Ответ. а) Любое число; б) 1. 
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14. Математическая олимпиада БГПА 1993 года (I тур)

1. Пусть nJ – квадратная матрица порядка n, все элементы которой равны 1. Дока-

жите, что ,
1

1
)( 1

nn J
n

EJE


 
 где E – единичная матрица порядка n.  (4 балла) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1989 года (задание 2). 

2. Из точки A, лежащей на верхнем конце вертикального диаметра некоторой окруж-

ности, по желобам, установленным вдоль различных хорд этой окружности, одновременно 

начинают скользить грузы. Через какое время грузы достигнут окружности? Как это 

время зависит от угла наклона хорды к вертикали?  (6 баллов) 

Решение. Пусть жёлоб составляет с вертикальным диаметром, равным D, угол   и в 

момент времени t груз находится на расстоянии )(txx   от точки A. На груз действуют две 

силы: ортогональная составляющая силы тяжести, равная cosmg  и сила трения с коэффи-

циентом ,  равная .sinmg  Составим уравнение движения груза, воспользовавшись вто-

рым законом Ньютона: 

).sin(cos)(sincos  gtxmgmgma 

Поскольку ,0)0()0(  xx то решением полученного уравнения является функция 

.)sin(cos
2

1
)( 2tgtx  Так как длина жёлоба равна ,cosD то груз достигнет окружно-

сти в момент времени, когда .cos)sin(cos
2

1 2  Dtg Отсюда находим искомое время:

.
)tg1(

2




g

D
t

Из этой формулы, в частности, следует, что при отсутствии трения ( 0 ), время движения 

груза по жёлобу не зависит от угла наклона.

Ответ. .
)tg1(

2

g

D

3. Разложить функцию
)1)(1)(1)(1(

1
)(

842 xxxx
xf


  в ряд по степеням x.  

(5 баллов) 

Решение. Так как ,
1

1
)(

16x

x
xf




 то .)()()1()(

0

11616

0

16











n

nn

n

n xxxxxf  Разложение 

справедливо в интервале (–1, 1). 
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Ответ. ).1,1(,)(
0

11616 




 xxx
n

nn  

4. Вычислить предел .)3sin1(
sin
1lim

22

0

1

0  


x

t

x
dtt

xx
  (4 балла) 

Решение. Так как ,e)3sin1(lim)1()3sin1(lim 3

3
3

3sin

3sin
1

0

1

0
























t

t

t

t

t

t
tt  то подынтеграль-

ная функция ограничена вблизи нуля и, значит, .0)3sin1(lim
22

0

1

0


x

t

x
dtt  Применяя правило 

Лопиталя и теорему о производной интеграла с переменным верхним пределом, получим: 

.e2
)(

)2()6sin1(lim
)(

)3sin1(
lim

0
0

)3sin1(
lim)3sin1(

sin
1lim

3
2

22
1

2

02

2

0

1

0

2

2

0

1

0

2

0

1

0

2

2

2

2



















































x

xx

x

dtt

x

dtt

dtt
xx

x

x

x

t

x

x

t

x

x

t

x

 

Ответ. .e2 3
 

5. Три шахматиста участвуют в круговом турнире по следующей схеме: сначала иг-

рают A и B, затем победитель играет с C, новый победитель играет с побеждённым в 

предыдущей партии и т.д. Турнир считается законченным, когда кто-либо победит два 

раза подряд. а) Какова вероятность победы каждого из шахматистов, если их мастерство 

одинаково? б) Какова вероятность победы каждого из участников, если первую партию вы-

играл A? 

Решение. Пусть очередную партию будут играть шахматисты I и II, причём предыду-

щую партию выиграл I у шахматиста III. Вероятности выигрыша турнира этими шахмати-

стами мы обозначим через P(I), P(II), P(III), соответственно. Если игрок I выигрывает у II, то 

он выигрывает турнир, если проигрывает, то становится игроком III и, значит, выигрывает 

турнир с вероятностью P(III). Следовательно, по формуле полной вероятности 

III).(
2
1

2
1I)( PP   Если игрок II выигрывает у I, то он становится игроком I и по теореме 

умножения вероятностей I).(
2
1II)( PP   Кроме того, 1.III)(II)(I)(  PPP  Таким образом, 

мы получили систему линейных уравнений 
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



















1,III)(II)(I)(

I),(
2
1II)(

III),(
2
1

2
1I)(

PPP

PP

PP

 

решением которой являются вероятности .
7
1III)(,

7
2II)(,

7
4I)(  PPP  

а) Победитель первой партии турнира становится игроком I, побеждённый – игроком 

III, шахматист C – игроком II. Следовательно, по формуле полной вероятности  

.
7
2II)()(,

14
5III)(

2
1I)(

2
1)()(  PCPPPBPAP  

б) В этом случае A – игрок I, B – игрок III, C – игрок II. Значит,   

.
7
2)(,

7
1)(,

7
4)(  CPBPAP  

Ответ. а) ;
7
2)(,

14
5)()(  CPBPAP  б) .

7
2)(,

7
1)(,

7
4)(  CPBPAP  

6. Вычислить .
)1(

)1ln()ln(1

0

2





dx

xx

xxxx   (4 балла) 

Решение. Преобразуем интеграл и воспользуемся методом интегрирования по частям: 

 
.0lim)(lnlimlnlim)0(lnlimln)1ln(lim0

1
ln

1
lnln)1ln(

1
lnln)1ln(

1
ln)1ln(

)1(
)1ln()ln(

0101000

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2












































 



x

x

x

x

x
xxxx

dx
x

x
dx

x

x
xxdx

x

x
xdx

dx
x

x
dx

x

x
dx

xx

xxxx

xxxxx

 

Ответ. 0. 

7. Ряд )0(
1






n

n

n aa  сходится. Доказать, что сходится ряд .
1



n

n

n

a
  (5 баллов) 

Решение. Оценим сверху частичную сумму последнего ряда, использовав неравенство 

Коши-Буняковского: 

  .11
1

2
11

2

1

2

1













n

k

n

k

k

n

k

n

k

k

n

k

k

k
a

k
a

k

a
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Так как ряды 


1n

na  и 


1
2

1
n n

 сходятся, то .1
1

2
11











nn

n

n

k

k

n
a

k

a
 Таким образом, последова-

тельность частичных сумм ряда 


1n

n

n

a
возрастает и ограничена. Следовательно, она имеет 

конечный предел, т.е. этот ряд сходится. 

8. Доказать, что при 






 


2
,0x  уравнение 06,0cos xx  не имеет корней.  (6 баллов) 

Решение. Из разложения функции xcos  в ряд Маклорена следует, что при 






 


2
,0x  

выполняется неравенство .
242

1cos
42 xx

x   Следовательно, при тех же x 

.
242

cos
53 xx

xxx        (1) 

Рассмотрим функцию .
242

)(
53 xx

xxf   Её производная
24
5

2
31)(

42 xx
xf   в интервале 








 

2
,0  имеет единственный нуль  ,519

5
2

0 x  который является точкой максимума 

функции ).(xf  Так как 









242
1)(

4
0

2
0

00
xx

xxf  и   ,66,0511
25
2

242
1;87,0

4
0

2
0

0 
xx

x  то 

.6,05742,066,087,0)( 0 xf  Тогда из неравенства (1) следует, что при 






 


2
,0x  

06,0cos6,0)(
242

cos 0

53

 xxxf
xx

xxx  

и, таким образом, уравнение 06,0cos xx  не имеет корней в указанном интервале. 
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15. Математическая олимпиада БГПА 1994 года (I тур) 

1. Построить график функции .
2

||1lim 2
2

n

n

n

n

x
xy 











 

Решение. Рассмотрим три случая.  

а) .1|| x  Здесь выражение под корнем ограничено при ,n  поэтому 

.1
2

||1lim
2
1

2




























nn

n

n

x
xy  

б) .2||1  x  В этом случае n

n

n x
x

x ||~
2

||1
2









  при ,n  поэтому для всех таких x 

.||)|(|lim
2

||1lim 2
12

1
2

xx
x

xy nn

n

nn

n

n



























 

в) .2|| x  В этом промежутке 
nn

n xx
x 


















2
~

2
||1

22

 при ,n  значит, 

.
2
||

2
lim

2
||1lim

2
1

22
1

2 xxx
xy

nn

n

nn

n

n



















































 

Окончательно, 






















.2||,
2
||

;2||1,||

;1||,1

x
x

xx

x

y  

 

2. Дано .
1

1

0
2 


n

n dx
x

x
a  Исследовать на сходимость ряд .

1



n

na  
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Решение. Поскольку
n

x
1

  на отрезке ,1,0 








n
 то 

.1arctg1arctg1
1

1 1

0

1

0
2 nn

x
n

dx
x

n
a

nn

n 


   

Ряд 


1

1arctg1
n nn

 сходится, так как он сравним со сходящимся рядом 


1

1
n nn

. Тогда по при-

знаку сравнения сходится и ряд .
1



n

na  

Ответ. Сходится. 

3. Пусть квадратная матрица )( ijaA   порядка n такова, что 

.,,2,1,
,0

;,1
nji

ji

ji
aa jiij 








  

Функции )(,),(),( 21 tytyty n  удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 



















.
...............................................

,
,

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

yayayay

yayayay

yayayay







 

Найти ,)(
1

2



n

i

i ty  если известны .,,2,1),0( niyi   

Решение. Умножив обе части первого уравнения на функцию ,1y  второго – на ,,2 y  n-

го – на ny , и, сложив затем все полученные равенства, получим с учётом условия на коэффи-

циенты матрицы системы: 

).(
2
1 22

2
2
12211 nnn yyyyyyyyy    

Отсюда, 22
2

2
1

22
2

2
1 )( nn yyyyyy     и, значит, .e22

2
2
1

t

n Cyyy    Подставив 

сюда начальные условия, найдём )0()0()0( 22
2

2
1 nyyyC    и, таким образом, 

.e)0()(
1

2

1

2 t
n

i

i

n

i

i yty 


  

Ответ. .e)0(
1

2 t
n

i

iy

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4. Пусть )(uF  – непрерывная на [0, 1] функция, D – квадрат с вершинами 

).1,0(),0,1(),1,0(),0,1(  Вычислить .)( 22
 
D

dxdyyxxF  

Решение. Ось Oy разбивает область D на две симметричные части: )0(1 xD  и 

).0(2 xD  Тогда .)()()(
21

222222
 
DDD

dxdyyxxFdxdyyxxFdxdyyxxF  Выполнив в 

первом интеграле справа замену переменных ,, 11 yyxx   получим: 

.)()()(
221

22
11

2
1

2
11

22
 
DDD

dxdyyxxFdydxyxFxdxdyyxxF  

Следовательно, .0)( 22 
D

dxdyyxxF  

Ответ. 0. 

5. В пирамиде с вершинами )1,2,0(),2,1,1(),3,2,1(),3,1,2(  CBAS  построена высота 

SO. Выяснить, находится ли точка O внутри треугольника ABC. 

Решение. Воспользуемся тем, что точка O будет располагаться внутри треугольника 

ABC, тогда и только тогда, когда координаты нормального вектора n к этому треугольнику в 

базисе из рёбер SCSBSA ,,  будут одного знака. Найдём координаты вектора :n  

.312
401
130 kji

kji

ACABn 



  

Пусть 
















.1256
,12

,122

zyx

zyx

zyx

SCzSBySAxn Эта система имеет решение 

.
29

194,
29
61,

29
101

 zyx  Таким образом, среди координат нормального вектора n к тре-

угольнику ABC в базисе SCSBSA ,,  имеются числа разного знака, следовательно, точка O 

лежит вне этого треугольника. 

Ответ. Нет. 

6. Получить рекуррентную формулу для производной n-го порядка функции 

.
53

12
2 




xx

x
y  

Решение. Перепишем выражение для функции в виде 12)53( 2  xyxx  и будем его 

последовательно и почленно дифференцировать: 
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.0)53()32()1(
................................................................

,0)53()32(332
,0)53()32(221

,2)53()32(

)(2)1()2(

2

2

2









 nnn yxxyxnnyn

yxxyxy

yxxyxy

yxxyx

 

Дифференцируя ещё раз почленно последнее равенство, получим: 

.0)53()32)(1()1(
0)53()32()32()32(2)1(

)1(2)()1(

)1(2)()()1()1(









nnn

nnnnn

yxxyxnynn

yxxyxyxnyxnnyn
 

Таким образом, по индукции при n > 1 доказана формула 

.0)53()32()1( )(2)1()2(   nnn yxxyxnnyn  

Ответ. .1,
53

)32()1(,
53
)32(2

2

)1()2(
)(

2 












n
xx

yxnnyn
y

xx

yx
y

nn
n

 

7. Найти геометрическое место точек пересечения трёх поверхностей  

.sin,arctge,arctge xyyzxz yx   

Решение. Так как функции xx arctge   и yy arctge   возрастающие, то при yx   первые 

две поверхности не пересекаются. Значит, для точек пересечения данных поверхностей x = y 

и из последнего уравнения мы получаем .sin xx   Рассмотрим функцию .sin)( xxxf   Её 

производная xxf cos1)(   положительна за исключением точек ,,2 Znnx  где она обра-

щается в нуль. Следовательно, функция f(x) возрастает и поэтому уравнение 

0)(sin  xfxx  никаких других корней, кроме x = 0, не имеет. Значит, у трёх данных 

поверхностей )1,0,0(  – единственная общая точка. 

Ответ. ).1,0,0(  

8. Метеорит, находящийся под влиянием земного притяжения, из состояния покоя 

начинает прямолинейно падать на Землю с высоты h. Какой была бы скорость метеорита 

при достижении им поверхности Земли, если бы отсутствовала земная атмосфера? Радиус 

Земли R = 6377 км. 

Решение. Пусть )(txx   – высота метеорита в момент времени t. На метеорит дей-

ствует гравитационная сила, равная .
)( 2

2

Rx

mgR
F


  По второму закону динамики 

.
)( 2

2

Rx

gR
xFma


   
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Для интегрирования последнего уравнения проведём в нём замену переменной ).(xvx   То-

гда vvx    и мы приходим к уравнению .
)( 2

2

Rx

gR
vv


  Проинтегрировав его при условии 

,0)( hv  получим: .
2

222

Rh

gR

Rx

gRv





  На Земле x = 0, поэтому скорость метеорита в этот мо-

мент равна .
6337

126742






h

gh

Rh

gRh
v  

Ответ. .
6337

12674
h

gh  
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16. Математическая олимпиада БГПА 1995 года (I тур) 

1. Доказать, что если )(,),(),( 110 xPxPxP n  – многочлены степени n – 1, имеющие об-

щий корень, то для любого действительного x 

.0

)()()(
....

)()()(
)()()(

)1(
1

)1(
1

)1(
0

110

110














xPxPxP

xPxPxP

xPxPxP

n

n

nn

n

n







  (8 баллов) 

Решение. Многочлены )(,),(),( 110 xPxPxP n  являются решениями линейного однород-

ного дифференциального уравнения n-го порядка 

 ,0)( ny       (1) 

 а определитель, указанный в условии задачи, является вронскианом этих решений. Обозна-

чим его для краткости через ).(xW  Пусть 0x  общий корень многочленов. Поскольку 

,0)( 0 xW  то система n линейных однородных алгебраических уравнений с определителем 

)( 0xW  имеет ненулевое решение, которое мы обозначим через .,,, 110  n  Тогда функция 

)()()()( 111100 xPxPxPxy nn    является решением дифференциального уравнения 

(1) с нулевыми начальными условиями .0)()()( 0
)1(

00   xyxyxy n  Отсюда, по теореме 

существования и единственности решения дифференциального уравнения следует, что 

.,0)()()(0)( 111100 RxxPxPxPxy nn    Продифференцировав n – 1 раз 

почленно обе части последнего равенства, получим систему n линейных однородных алгеб-

раических уравнений с определителем ),(xW  имеющую ненулевое решение, что возможно 

лишь тогда, когда .0)( xW  

2. Найти множество точек плоскости, из которых эллипс виден под прямым углом.   

(4 балла) 

Решение. Пусть эллипс имеет уравнение 12

2

2

2


b

Y

a

X
 и ),( yxM  – точка искомого мно-

жества. Найдём условие, при котором прямая ,)( yxXkY   проходящая через точку M, 

касается эллипса. Подстановка Y в уравнение эллипса приводит после преобразований к 

квадратному уравнению: .0))(()(2)( 22222222  bkxyaXkxykaXbka  Критерием ка-

сания является равенство нулю дискриминанта этого уравнения. После несложных выкладок 
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мы придём к уравнению: .02)( 22222  ybxykkxa Таким образом, угловые коэффици-

енты 1k  и 2k касательных к эллипсу удовлетворяют этому квадратному уравнению и так как

они должны быть перпендикулярными, то 

.11 2222
22

22

21 bayx
xa

yb
kk 






Значит, искомым множеством является окружность с центром в начале координат и радиу-

сом .22 ba 

Ответ. Окружность. 

3. Вычислить ,lim m
m

z


 где ).(max
]1,0[

m

x
m xxz 


(6 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1983 года (задание 3). 

4. Рациональная домохозяйка желает выполнить минимальную работу при отмывании

кастрюли от вскипячённого в ней 1 литра молока. Какого диаметра ей надо взять каст-

рюлю (цилиндрической формы)? Плотность молока приближённо равна плотности воды.  

(2 балла) 

Решение. Пусть R – радиус дна кастрюли. Тогда литр молока будет находиться в ка-

стрюле на высоте .1
2R

H


 Значит, суммарная площадь S стенок и дна кастрюли равна

.22 22 R
R

RRHS 

Так как ,22
2 R

R
S  то

3

1


R – критическая точка функции S, которая является точкой

её минимума. Следовательно, искомый диаметр кастрюли равен 
3

2


 (дм). 

Ответ. 
3

2


 (дм). 

5. Функция )(xf  непрерывна на отрезке [0, 1]. Известно, что .)(sin
0

adxxf 


 Вычис-

лить .)(sin
0



dxxxf (4 балла)

Решение. Проведём в искомом интеграле замену переменной x = π – t. В результате по-

лучим:  
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.
2

)(sin)(sin

)(sin)(sin)(sin)()(sin

00

0 0

0

0

a
dxxxfdtttfa

dtttfdttfdttftdxxxf








 



 





 

Ответ. .
2
a

 

6. Найти сумму ряда .
3)12(

)1(
0



 



n
n

n

n
  (6 баллов) 

Решение. Воспользуемся разложением функции arctg x в ряд Маклорена: 

.]1,1[,
)12(

)1(arctg
1

121














n

nn

x
n

x
x  

Тогда 

.
36

1
3

1arctg
3

11
)12(

3
1)1(

3
11

3)12(
)1(

1

12
1

0































 n

n

n

n
n

n

nn
 

Ответ. .
36

1 
  

7. Найти все решения системы уравнений: 

















,1

,)( 2

yxyx

y

yx
x

y

y
y

 

где x, y – функции от t.  (3 балла) 

Решение. Умножим обе части первого уравнения на y и перепишем эту систему диффе-

ренциальных уравнений в виде: 








.1)(
,)()(

xy

xyyy
 

Тогда из первого уравнения ,)( 3
2

2
2

2 CCtyCtyy   а из второго – .1Ctxy   Сле-

довательно, данная система дифференциальных уравнений имеет решения  

.)(, 3
2

2
1 CCty

y

Ct
x 


  

8. Шарик катится вниз из вершины A вдоль нарисованных линий. Попадая в узел, он с веро-

ятностью p поворачивает направо и с вероятностью q поворачивает налево (p + q =1). 

Найти вероятность того, что шарик попадёт в k-ый узел основания.  (5 баллов) 
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Решение. Пронумеруем узлы по горизонтальным 

слоям. Вершина A – 0-ой слой, ниже её – 1-ый слой 

и т.д., основание – N-ый слой. Для n-го слоя узлы 

пронумеруем слева направо: (n, 0), (n – 1, 1), …,         

(n – k, k), …, (0, n). Обозначим вероятность того, 

что шарик находится в узле (n – k, k) через 

).,( kknP   Несложно проверить, использовав формулу полной вероятности, что для 1-го 

слоя ,)1,0(,)0,1( pPqP   для второго – ,)2,0(,2)1,1(,)0,2( 22 pPpqPqP   для третьего 

– .)3,0(,3)2,1(,3)1,2(,)0,3( 3223 pPqpPpqPqP   Проверим по индукции гипотезу о 

том, что 

.),( knkk

n qpCkknP      (1) 

В самом деле, если это верно, то, учитывая, что во внутренний узел (n + 1 – k, k) шарик с ве-

роятностью p попадает из узла (n + 1 – k, k – 1) и с вероятностью q из узла (n – k, k), мы по 

формуле полной вероятности получаем: 

.)(),()1,1(),1( 11111   knkk

n

k

n

knkk

n

knkk

n qpCCqpCqpCqkknPpkknPkknP  

Отсюда, так как ,1
1 k

n

k

n

k

n CCC 

   мы находим .),1( 1
1



 knkk

n qpCkknP  Таким образом, 

формула (1) верна и для (n + 1)-го слоя. В частности, для последнего слоя 

.),( kNkk

N qpCkkNP   

Ответ. .kNkk

N qpC   

  

A

0 1 . . . . N
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17. Математическая олимпиада БГПА 1996 года (II тур)

1. Вычислить ,)(1limlim
0












EA

x

n

nx
 где .

10
01

,
1

1






























 E

n

x
n

x

A   (8 баллов) 

Эта задача предлагалась на олимпиаде БПИ 1981 года (задание 3). 

2. Найти  .sinlim 22 nn
n




  (6 баллов) 

Решение.      .1sinlimsinlimsinlim
2

22222 















 nnn

n
nnnnn

nnn

Ответ. 1. 

3. Найти все решения дифференциального уравнения

.
4

)(3)()(32 2

0

x
yxyxdttytytyyy

x











    (7 баллов) 

Решение. Продифференцируем почленно это уравнение: 

,
4
163)3(2 22  yyxyyxyyyxyyyy

откуда 

.0
4
122  yxyyyy     (1) 

Дифференцируя ещё раз почленно последнее равенство, получим: 

.0)2(020222  yxyyxyyyxyyyyyyyy

Отсюда, 
2

02 x
yxy   или .0y  Функция 

2
x

y   является, очевидно, решением урав-

нения .0y  Оно имеет общее решение 

.21
2 CxCCxy  (2) 

Подберём постоянные так, чтобы это решение удовлетворяло также и исходному дифферен-

циальному уравнению. Из него при x=0 находим: .0))0(1)(0(  yy  Рассмотрим два случая.  

1) .0)0( y Тогда из (1) следует что 

.
2
1)0(0

4
1)0()0(2  yyy

Подставив найденные начальные условия в (2), получим: .
2
1,0 12  CC  Значит, .

2
12 xCxy 
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2) .1)0( y  Здесь подстановка в (1) даёт .
8
9)0()0( yy  При этих условиях ,11 C

,
16

9
2

С
C   следовательно, функция (2) равна .

16
92

С
xCxy   

Ответ. }.0{\,
16

9;,
2
1 22 RC

С
xCxyRCxCxy   

4. Вычислить .
cos10

2



dx

x

x
  (6 баллов) 

Решение. Выполним в данном интеграле замену переменной .tx   Тогда 

.
cos1cos1cos1cos1 0

2
0

2
0

0

22  















dt

t

t

t

dt
dt

t

t
dx

x

x
 

Отсюда, 







 0
2

0
2 cos12cos1 t

dt
dx

x

x  и, так как 

,
2222

1
2

tgarctglim00
2

tgarctglim
2

1

2
tgarctg

2
tgarctg

2
1

tg2
tg

tg2
tg

cos1

0
2

0
2

2

2

0
2

2

2

0
2

0
2


















 





































































tt

tt

t

td

t

td

t

dt

tt

 

то .
22cos10

2

2






dx

x

x
 

Ответ. .
22

2
 

5. Пусть X и Y – две независимые случайные величины, равномерно распределённые на  

(–b, b). Найти вероятность того, что уравнение 02  YtXt  имеет действительные 

корни. Найти предел этой вероятности при .b   (6 баллов) 

Решение. Корни уравнения будут действительными, если .
4

2X
Y   Пусть 










4

,,|),(
2x

ybybbxbyxD  

и DS  – площадь фигуры D. Требуется найти вероятность ).),(( DYXP   Из условия задачи      

следует, что случайный вектор ),( YX  имеет равномерное распределение в квадрате 
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 bybbxbyx  ,|),(  с постоянной плотностью в нём, равной .
4
1),( 2b

yxp  Рассмот-

рим два случая. 

1) .4b  Здесь фигура D имеет вид: 

 

Тогда .
24

12
4

22
4
1

4
1

4
1),()),((

0

2
2

222
b

dx
x

b
b

S
b

dxdy
b

dxdyyxpDYXP
b

D

DD













   

2) .4b  В этом случае фигура D выглядит так: 

 

Следовательно, .
3

21
3
84

4
1224

4
1

4
1)),(( 2

3
2

2
0

2
22

b
bb

b
dyyb

b
S

b
DYXP

b

D 























   

Предел этой вероятности равен: .1
3

21lim)),((lim 









 b
DYXP

bb
 

Ответ. .1)),((lim
.4,

3
21

;4,
24

12

)),(( 


















DYXP

b
b

b
b

DYXP
b

 

b b

b

b

x

y

O

b b

b

b

x

y

O
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6. Каким условиям должны удовлетворять p и q, чтобы трёхчлен qpxx 3
 имел три 

различных вещественных корня?  (4 балла) 

Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БПИ 1990 года (задание 3). 

7. Спортсмен прыгает с 10-метровой вышки и погружается в воду на расстоянии l=3м

по горизонтали от края вышки через время t = 2с. Определить скорость спортсмена в момент

прыжка. 

Решение. Пусть )(),( tyytxx   – координаты прыгуна в момент вре-

мени t в выбранной на чертеже системе координат, 00 , yx vv – координаты век-

тора скорости в момент прыжка, 2
0

2
00 yx vvv  – начальная скорость. По вто-

рому закону динамики 

,,0,0 gyxmgymxm  

где g – ускорение свободного падения. Интегрируя эти уравнения получим с 

учётом начальных условий: .
2

, 0

2

0 tv
gt

ytvx yx   Отсюда, так как ,3)2( x

,10)2( y мы находим: .5,
2
3

00 gvv yx   Следовательно, искомая начальная

скорость спортсмена равна: )./(038,5)5(
4
9 2

0 смgv 

Ответ. )./(038,5)5(
4
9 2

0 смgv 

8. Около одного и того же эллипса описаны два различных прямоугольника. Доказать,

что их диагонали равны.  (9 баллов) 

Решение. Пусть эллипс имеет каноническое уравнение .12

2

2

2


b

y

a

x
 Известно (олимпи-

ада БГПА 1995 года, I тур, задание 2), что эллипс виден под прямым углом из всех точек 

окружности с центром в начале координат и радиусом .22 ba   Значит, все вершины любого 

описанного прямоугольника лежат на этой окружности и диагональ его равна диаметру окруж-

ности. 

3 2 1

10

8

6

4

2

O
x

y
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18. Математическая олимпиада БГПА 1998 года

1. Найти .   (3 балла)

Решение. Обозначим  Так как  то 

 

Ответ. 

2. Функция  непрерывна на отрезке [0, 1] и дифференцируема на интервале (0, 1). 

Доказать, что, если то  в некоторой точке    (4 балла) 

Решение. Применим теорему Ролля к функции  на отрезке [0, 1], учиты-

вая, что  

)()(0))()((e0)( cfcfcfcfcg c  

в некоторой точке  

3. Доказать неравенство    (4 балла) 

Решение. Из разложения функции  в ряд Маклорена следует, что при  

выполняется неравенство  Отсюда, при  мы получаем: 

в чём и требовалось убедиться. 

4. Вычислить    (2 балла) 

Решение. Функция  является нечётной, поэтому 

 

1998

01

10











.
10

01
,

01

10



















 EA ,2 EA 

.)()( 99999921998 EEAA 

.E

)(xf

,0)1()0(  ff )()( xfxf  ).1,0(x

)(e)( xfxg x

:))()((e)( xfxfxg x  

).1,0(c

.
1998

1

1998

1999
ln

1999

1


)1ln( x )1,0(x

.)1ln(
2

2

xx
x

x  ,
1998

1
x

,
1998

1

1998

1
1ln

1998

1999
ln

1998

1

2

1

1998

1

1999

1
2




















.
cos

1734

4

2

357









dx

x

xxxx

x

xxxx
2

357

cos

73 

.0
cos

734

4

2

357











dx
x

xxxx
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Тогда .2tg0
coscos

73
cos

173 4

4

4

4

4

4

22

3574

4

2

357



























  x
x

dx
dx

x

xxxx
dx

x

xxxx  

Ответ. 2. 

5. В каждой вершине треугольной пирамиды написано число. На каждом ребре написана 

сумма чисел, стоящих на его концах. Известно, что сумма чисел на рёбрах равна 3 и сумма их 

квадратов равна 3. Чему равна сумма их кубов?   (5 баллов) 

Решение. Обозначим числа, записанные в вершинах пирамиды, через ,,,, 4321 xxxx  а 

числа на рёбрах – через ,6,1, kyk  где 

.,,,,, 326415424313432211 xxyxxyxxyxxyxxyxxy   

Тогда .133
4

1

4

1

6

1
 

 i

i

i

i

k

k xxy  Возводя в квадрат обе части последнего равенства, полу-

чим: 

.12
41

4

1

2  
 ji

ji

i

i xxx        (1) 

Далее, .323
41

4

1

2
6

1

2  
 ji

ji

i

i

k

k xxxy Отсюда, благодаря (1), находим: .0,1
41

4

1

2  
 ji

ji

i

i xxx  

Учитывая полученные равенства, найдём сумму кубов чисел на рёбрах: 

.32))((

))(())((

41

6

1

2
4

1
65

2
6

2
565

43
2
4

2
34321

2
2

2
121

6

1

3























ji

ji

k

k

i

i

k

k

xxyxyyyyyy

yyyyyyyyyyyyy

 

Ответ. 3. 

6. Точка движется по прямой так, что средняя скорость за любой промежуток вре-

мени равна среднему арифметическому скоростей на концах промежутка. Доказать, что 

точка движется с постоянным ускорением.   (3 балла) 

Решение. Пусть )(txx  – путь, пройденный точкой за время t, )(txv  – скорость точки. 

По условию ,
2

0 vv

t

x 
  где ).0(0 vv   Отсюда, .2

0v
t

x
x   Это линейное дифференциальное 

уравнение первого порядка. Его решением является функция ,
2

2

0
Ct

tvx  где C – действи-

тельная постоянная. Следовательно, ускорение точки равно .Cxa    
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7. Найти все решения системы уравнений:

















,1

,)( 2

yxyx

y

yx
x

y

y
y

где x, y – функции от t.   (4 балла) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БГПА 1995 года (задание 7). 

8. Рассмотрим n независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха ½. Будем 

говорить, то произошла серия успехов длины k (1 ≤ k ≤ n), если достигнуто k последователь-

ных успехов, окаймлённых с обеих сторон неуспехами (если эти окаймляющие испытания су-

ществуют). Определить математическое ожидание числа серий успехов в наших испыта-

ниях.   (5 баллов) 

Решение. Найдём рекуррентную формулу числа серий успехов и его математического 

ожидания. Обозначим их количество для любого n через .nX  Для одного испытания матема-

тическое ожидание равно .
2
1)( nXM  Ясно, что при n > 1 значение случайной величины nX в 

зависимости от результатов (n – 1)-го и n-го испытаний либо совпадает с значением ,1nX  либо 

превышает его на единицу, причём последнее будет иметь место только в случае, когда  пред-

последнее испытание было неуспешным, а последнее – успешным. Таким образом, 

,1 IXX nn   где I – индикатор с вероятностью единицы, равной ¼. Тогда 

.
4
1)()( 1  nn XMXM

Пользуясь этой формулой, получаем: 

.
4

1
4

1
2
1

4
1)(

4
12)(

4
1)()( 121








 

nnn
XMXMXMXM nnn 

Ответ. .
4

1n
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19. Математическая олимпиада БНТУ 2006 года

26 апреля 2006 года 

1. Решите в комплексных числах уравнение .23 zz   

Решение. Записав комплексное число z в показательной форме ,e|| arg zizz   получим по-

сле подстановки в уравнение: 

.,
5

2arg,1||или0||1e,||||e||e|| arg523arg22arg33 Zn
n

zzzzzzz zizizi 


 

Таким образом, корнями этого уравнения являются числа .,eи0 5
2

Znzz
i

n

n 



Ответ. .,e;0 5
2

Zn
i

n





       2. Найдите определитель порядка 2006, у которого на главной диагонали все элементы 

равны a, на побочной диагонали все элементы равны b, а все остальные элементы равны 

нулю. 

Эта задача для определителя произвольного чётного порядка предлагалась во втором 

туре олимпиады БПИ 1991 года (задание 1). 

3. Отрезок AB, длиной 3, своими концами скользит по координатным осям (A по Oy, B 

по Ox). Какую траекторию описывает точка C, находящаяся на отрезке на расстоянии 1 

от точки A? 

Решение. Пусть (x, y) – координаты произвольной точки траектории, α – угол, который 

образует отрезок AB с осью Oy. 

Тогда 0,0,1
21

cos2,sin 2

2

2

2

 yx
yx

yx – уравнение четверти эллипса с полуосями

a = 1, b = 2. 

Ответ. Четверть эллипса с полуосями a = 1, b = 2 и центром в начале координат. 

4. Найдите предел .
2
11

2
11

2
11

2
11lim

242 





































n

n


O

A

B

C

x

y

x

y
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Решение. Преобразуем выражение под знаком предела: 

.
2

112
2
11

2
11

2
11

2
112

2
11

2
11

2
11

2
112

2
11

2
11

2
11

2
11

2
112

2
11

2
11

2
11

2
11

122844

2422

242242






































































































































































nn

n

nn







 

Тогда .2
2

112lim
2
11

2
11

2
11

2
11lim 12242 












































 


nn

nn
  

Ответ. 2. 

5. Вычислите интеграл ,sincos
2

0

12



  dttbtan где .,arctg,0,0 Nn
b

a
ba   

Решение. Так как ),sin(sincos 22 tbatbta   то 

 
 







 
2

0

2
12 22

0

12 2212 .)sin()sin(sincos dttbadttbadttbta nnn  

Проведём во втором интеграле в правой части замену переменной по формуле .2  t  То-

гда  

.)sin(sin()sin(
0

12 22
0

12 22
2

12 22













  dbadbadttba nnn  

Следовательно, .0sincos
2

0

12 


 dttbtan  

Ответ. 0. 

6. Какой интеграл больше:  

 


2

0

2
2

e)sin( dyxydx
x

x
или  




2

0 0

.e)sin(
2

dxxydy

y

y
Ответ обоснуйте. 

Решение. У интегралов общая область интегрирования: 

.
2

,
2

0|),(






 




 yxxyx  

 В этой области 
22

e)sin(e)sin( yx xyxy    (на отрезке 






 

2
,0  оси Oy и прямой y = x имеет место 

равенство). Поэтому  

 


2

0

2
2

e)sin( dyxydx
x

x
 >  




2

0 0

.e)sin(
2

dxxydy

y

y
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Ответ. Первый интеграл больше второго. 

7. Напишите уравнение линии, на которой находятся все точки экстремума всех инте-

гральных кривых, которые являются решениями дифференциального уравнения  

).ln(xyxy   

Решение. В точке экстремума дифференциального уравнения .0y  Поэтому все эти 

точки расположены на линии с уравнением .e)ln(
x

yxyx
x

  

Ответ. .e
x

y
x

  

8. Решите уравнение .
!

ln)1(
3

)1(4
00

1

2












n

n
n

n
n

n
n

n

xx
 

Решение. Воспользуемся разложениями: .,
!

e;1||,)1(
1

1
00

Rx
n

x
xx

x n

n
x

n

nn 











 Так 

как 

,0,1e
!

ln)1(;3||,
3

1

3
1

1
3
1

3
)1(

3
1

3
)1(

0

ln
22

0

2

0
1

2
















 















x
xn

x
x

xx

xx

n

x
n

n

n

n

n

n
n

n
n

 

то мы приходим к уравнению .30,1
3

4
2 


x

xx
 В указанном интервале оно имеет един-

ственный корень .1x  

Ответ. 1. 
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20. Математическая олимпиада БНТУ 2007 года 

19 апреля 2007 года 

1. Вычислите следующий определитель порядка n: 

.

000
000

......
000
00
000





































baa

bba

baa

bbaa

bba











 

Решение. Обозначим этот определитель через .n  Разложив его по элементам первой 

строки, получим:  

.)( 21   nnn abba      (1) 

При n = 1 и n = 2, мы, соответственно, находим: ., 22
21 bababa   Докажем по ин-

дукции, воспользовавшись (1), формулу: 

.
0




n

k

knk

n ba  

В самом деле, предполагая, что она верна для порядков, не превосходящих n, убедимся в её 

справедливости для порядка n + 1: 

,

)()(

1

0

11

0

1
1

0

1

0

1

0

1

1

0

1

0
11












































n

k

knkn
n

k

knk
n

k

knk
n

k

knk
n

k

knk

n

k

knk
n

k

knk

nnn

babbabababa

baabbabaabba

 

что и требовалось проверить. 

Ответ. .
0




n

k

knkba  

2. Решите уравнение .
2007

1
)1(

lim
2006


 xxn nn

n
 

Решение. Поскольку ,
11

)1(

20062006

x

x

xx

n

n

n

nn

n








 







то 
 xxn nn

n

)1(
lim

2006

 при .2006x

При 2006x  воспользуемся правилом Лопиталя для функции :,
11

2006










 




y

y

y

y
x

x
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 




























 













 




























 













 






















.2007если,0

;2007если,
2007

1
;20072006если,

1

)2006(lim

11

)2006(lim
11

lim
11

lim

1

2007

2

1

200520062006

x

x

x

y

y
x

yx

yy

y
x

yx

y

y

y

y

y

y

x

x

y

x

x

yx

x

yx

x

y

 

Значит,  






















.2007если,0

;2007если,
2007

1
;2007если,

)1(
lim

2006

x

x

x

nn

n
xxn

 

Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень x = 2007. 

Ответ. 2007. 

3. К поверхности xyz = 1 в некоторой её точке провели касательную плоскость. Каким 

может оказаться объём тетраэдра, образованного этой плоскостью и координатными 

плоскостями? 

Решение. Так как уравнение поверхности имеет вид 01),,(  xyzzyxF  и, следова-

тельно, ,,, xyFxzFyzF zyx   то в любой точке ),,( 000 zyxM  этой поверхности нормальный 

вектор касательной плоскости равен kyxjzxizy 000000 


 и, значит, касательная плоскость 

имеет уравнение: .0)()()( 000000000  zzyxyyzxxxzy  Эта плоскость пересекает коор-

динатные оси в точках .3,0,0,0,3,0,0,0,3
000000

























yxzxzy
 Тогда объём треугольной пира-

миды равен .
2
9

)(
1

2
9333

2
1

3
1

2
000000000


zyxyxzxzy

 

Ответ. .
2
9

 

4. Найдите предел .
e

e
lim

0

2

2

0

2

2



 











x

t

x
t

x

dt

dt
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Решение. Интегралы в числителе и знаменателе бесконечно большие при .x  При-

меним правило Лопиталя: 

 
.01lim

e2
e2lim

e

e2
lim

e

e2
lim

e

ee2
lim

e

ee2
lim

e

e

lim
e

e
lim

2

2

2

2

2

2

2

22

2

22

2

2

2

2

00
2

0

2
00

0

2

2

0

0

2

2

0











































































































xx

dtdtdt

dtdt

dt

dt

dt

dt

xx

x

x
x

x
t

xx

x
t

xx

x
x

t

x

x

x
t

x
t

xx
t

x
t

x
x

t

x
t

x

 

Ответ. 0. 

5. Докажите, что .
3
21

0
 dxxx  

Решение. Так как производная функции xxxf )(  равна ),1(ln)(  xxxf x  то эта функ-

ция имеет единственную критическую точку ,
e
1

x  которая является её точкой минимума. 

Значит, .
e
11

0

e
1

 







dxxx  Так как ,75,2e5,2   то 

5
2

e
1

11
4

  и, значит, .
11
4

e
1 5

2
e
1

















  Непосред-

ственной проверкой мы можем убедиться в том, что .
3
2

11
4 5

2








  Следовательно, ,
3
2

e
1 e

1








  что 

и доказывает неравенство в условии задачи. 

6. Решите уравнение .0)()( 22  dyxyxdxyxy  

Решение. Очевидно, функции x = 0 и y = 0 являются решениями этого дифференциаль-

ного уравнения. При 0xy  разделим обе его части на .xy  В результате придём к уравнению 

.011


















 dy

y
xdx

x
y  

Поскольку ,lnln)()(11










































y

x
xyd

y

x
dxyd

y

dy

x

dx
xdyydxdy

y
xdx

x
y  то 

ненулевыми решениями данного уравнения являются функции ,ln C
y

x
xy   где C – произ-

вольная постоянная. 
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Ответ. .0,0,ln  yxC
y

x
xy  

7. Вычислите произведение .812793 81
1

27
1

9
1

3
1

  

Решение. Запишем это произведение в виде: .3812793 333

3
23

2
3
1

81
1

27
1

9
1

3
1 





n

n

 Просум-

мируем ряд в показателе последней степени. Для этого найдём сначала сумму степенного ряда 

.
1

1







n

nnx  Так как ,1
1

1
10 1

1
 








 











n

n
x

n

n

x
xdtnt  то .

)1(
11

1
1

2
1

1

xx
nx

n

n























  Тогда 

.
4
3

3
11

1
3
1

3
1

3
1

33
3

3
2

3
1

2
1

1

32 



















 







n

n

n
n

n
  

Следовательно, .273812793 44
3

81
1

27
1

9
1

3
1

   

Ответ. .274  

8. Коля, Толя и Оля по очереди подбрасывают игральный кубик. Коля выиграет, если 

после его броска выпадет 1, 2 или 3. Доля выиграет, если после его броска выпадет 4 или 5. 

Оля выиграет, если после её броска выпадет 6. Найдите вероятность того, что выиграет 

Оля. 

Решение. I. Начиная с первого броска, назовём тройку последовательных бросков се-

рией. Оля может выиграть в любой из серий с вероятностью .
18
1

6
1

3
2

2
1

p  Все проигры-

вают в любой серии с вероятностью .
18
5

6
5

3
2

2
1

1 p  Тогда Оля победит в игре с вероятно-

стью 

.
13
1

1
)1(

1
1

2
111

2
11 




p

p
ppppppppppp nn   

II. Оля, как и любой другой участник игры, победит в серии, где будут выигрышные 

броски. Вероятность этого события равна .
18
131 1  p  Тогда по формуле условной вероятно-

сти Оля станет победительницей в игре с вероятностью .
13
1

1 1


 p

p
 

Ответ. .
13
1
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21. Математическая олимпиада БНТУ 2008 года 

21 апреля 2008 года 

1. Найдите все целые решения системы уравнений: 















.32773
,423

,83

22

22

22

zyx

zyx

zyx

 

Решение. Исключая из системы неизвестное x, получим: 










.2885
,83

22

22

zy

zyx
Последнее 

уравнение имеет четыре решения в целых числах: ).1,2(   Значит, исходная система также 

имеет четыре решения: ).1,2,1(   

Ответ. ).1,2,1(),1,2,1(),1,2,1(),1,2,1(    

2. Известно, что .tg2cos)(sin 22 xxxf   Найдите )(xf  при ).1,0(x  

Решение. Использовав подстановку ,sin 2 xt   получим: .
1

21)(
t

t
ttf


  Тогда,  

.|1|ln|1|ln
1

1)1(
1

21)( 222 CttCttttdt
t

t
ttdt

t

t
ttf 















   

Таким образом, .|1|ln)( 2 Cxxxf   

Ответ. .|1|ln)( 2 Cxxxf   

3. Найдите координаты центра и радиус шара, вписанного в треугольную пирамиду, 

ограниченную координатными плоскостями и плоскостью .0961243  zyx  

Решение. Пусть ),,( 0000 zyxM  – координаты центра, r – радиус вписанного в пирамиду 

шара. Расстояние от центра до каждой из граней равно r, значит, ,,, 000 rzryrx   

.
13

124396
12)4(3

|961243| 000
222

000 r
zyxzyx







  Из последнего уравнения находим r = 3. То-

гда, ,3,3,3 000  zyx  т.е. ).3,3,3(0 M  

Ответ. .3),3,3,3(0  rM  

4. Вычислите ,][e
2

0
 dxx  где [a] обозначает целую часть числа a. 

Решение. Так как nx ][e  при всех Nnnnx  )),1ln(,[ln и ),8ln,7(ln2  то 
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!.7ln14ln14)7ln2(7)ln)1(ln(

7][e][e][e

7

1

6

1

2

7ln

6

1

)1ln(

ln

2

7ln

6

1

)1ln(

ln

2

0







  











nn

n

n

n

x

n

n

n

xx

nnnn

dxndxdxdxdx

 

Ответ. !.7ln14  

5. Найдите длину дуги кривой .e1
,cos

,sin

1

1





























t

dy

dx

t

t

 

Решение. Так как здесь ,cos,sin
t

t
y

t

t
x   то длина дуги равна 

 
e

1

e

1

22 .11lneln
t

dt
dtyxl  

Ответ. 1. 

6. Решите уравнение .1)0(,)(12
0

2 









  ydttyyy

x

 

Решение. Заметим прежде всего, что из данного интегро-дифференциального уравнения 

при x = 0 следует, что .
2
1)0( y  Разделим обе части уравнения на y и почленно продифферен-

цируем получившееся равенство: 

.2)(12 2
2

2

0

2 y
y

yyy
dtty

y

y
x





























 
  

В последнем неполном дифференциальном уравнении второго порядка проведём замену пе-

ременной ).(yzy   Тогда 
2

)( 2 


z
zzy  и мы приходим к линейному дифференциальному 

уравнению первого порядка относительно неизвестной функции 2z : .2)( 422 yzyz   Его ре-

шением является функция ,
2

2

1
22











y
Сyz  т.е. .

2

2

1
22











y
Сyy  Подставив сюда начальные 

условия, найдём 
4
1

1 С  и, следовательно, .12
2

2  y
y

y  Разделив тут переменные, мы 
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найдём после несложного интегрирования: .
2
1arcsin2 2Cx

y
  Подстановка в это равен-

ство начального условия даёт  
22


C  и, значит, .

24
sin2

1
22

1arcsin2
















x
yx

y
 

Ответ. .

24
sin2

1














x
y  

7. Вычислите предел .
)!3(

5116lim
1

23




 

n

k
n k

kkk
 

Решение. Так как ,1)1)(2)(3(5116 23  kkkkkk то  

.
)!3(

1
!

1
)!3(

5116 23








kkk

kkk
 

Тогда,  

3
1

2
1

1
1

3
5

3
1

2
1

1
1

!3
1

!2
1

!1
1

)!3(
1

!
1

)!3(
5116

11

23





































nnnnnn

kkk

kkk n

k

n

k  

и, стало быть, .
3
5

)!3(
5116lim

1

23









n

k
n k

kkk
 

Ответ. .
3
5

 

8. Буратино подбрасывает стандартную монету и составляет последовательность 

,, Nnxn   где 






решка"." выпала броска го-n послеесли 

,орёл"" выпал броска го-n послеесли 
xn ,1

,0
 

Определите, вероятность какого события больше: 

A: в последовательности nx  первой появится тройка 110, 

B: в последовательности nx  первой появится тройка 010. 

Решение. Найдём вероятность события A. Пусть 11100100 ,,, pppp – вероятности наступле-

ния события A после того, как уже появились пары 00, 01, 10 и 11, соответственно. Вероятно-
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сти выпадения всех пар равны ¼. После любой из этих пар с равной вероятностью (½) в по-

следовательности появляется 0 или 1. Тогда по формуле полной вероятности для каждой из 

четырёх пар: 

























.
2
11

2
1

,
2
1

2
1

,
2
10

2
1

,
2
1

2
1

1111

010010

1101

010000

pp

ppp

pp

ppp

 

Отсюда, .1,
2
1

11100100  pppp  Следовательно, .
8
5)(

4
1)( 11100100  ppppAP  

Аналогично для события B. Обозначим через 11100100 ,,, qqqq  – вероятности наступления 

события B после наступления пар 00, 01, 10 и 11, соответственно. Для этих вероятностей по-

лучим систему уравнений: 

























.
2
10

2
1

,
2
1

2
1

,
2
11

2
1

,
2
1

2
1

1111

010010

1101

010000

qq

qqq

qq

qqq

 

Решение системы: .0,
2
1

11100100  qqqq  Значит, .
8
3)(

4
1)( 11100100  qqqqBP  Таким 

образом, ).()( BPAP   

Ответ. Вероятность события A больше. 
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22. Математическая олимпиада БНТУ 2009 года

22 апреля 2009 года 

1. Найдите матрицу X, такую, что:

.

10000
21000
......

23100
12210

1321

10000
11000
......
11100
11110
11111

















































































nn

nn

nn

X

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1982 года (задание 2). 

2. Сколько корней имеет уравнение 03cose
3

 xx  на отрезке [–3, 3] ? 

Решение. Очевидно, при x > 0 уравнение корней не имеет. 

На отрезке ]1,3[   расположены два корня этого уравнения. Покажем, что на отрезке 

],0,1[ кроме нуля, корней нет. Для этого воспользуемся тем, что при 01  x выполня-

ются неравенства .
8
27

2
913cos,1e 4

2
33

x
x

xxx  Значит,

).27836(
8

3cose 2
2

3

xx
x

xx   Отрицательный корень уравнения 027836 2  xx равен 

.1
27

24724
0 


x  Следовательно, 027836 2  xx при 00  xx и, стало быть, 

,01,03cose
3

 xxx  т.е. корней данного уравнения в этом интервале нет. 

Ответ. Три корня. 

3. Найдите .
)sin(sin

cos
2

cos
lim

0 x

x

x








 



5
6

2
3 2 3 6

x

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5
y

O

ex3

cos3x
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Решение. Так как ,)cos1(
2

sincos
2

cos 


















 
xx  то 

.02lim2
sin

lim
)cos1(

2lim
)sin(sin

)cos1(
2

sin
lim

)sin(sin

cos
2

cos
lim

2

0

2

0000







































 

 x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxxx

Ответ. 0. 

4. Найдите геометрическое место точек, из которых на плоской поверхности вы-

стрел из винтовки и звук разбитого оконного стекла от попавшей в него пули слышны одно-

временно. Расстояние между точкой, из которой произведён выстрел, и окном, в которое 

попала пуля, равно S. 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1989 года (задание 1). 

5. Докажите, что .0)sin(
2

0

2 


dxx

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1990 года (задание 3). 

6. Вычислите интеграл .
1

arcsin
1

0



dx

x

x

Решение. Проведём в интеграле замену переменной .
1

arcsin t
x

x



 Тогда, учитывая, 

что ,
4

,0,tg2







 
 ttx  мы получаем: 

.1
2

)(tg
4

1
cos

1
4

tgtgtg
1

arcsin 4
0

4

0
2

4

0

24
0

2
4

0

2
1

0






























 ttdt
t

tdtttttddx
x

x

Ответ. .1
2




7. Найдите сумму ряда .
)!3(1

3




n

n

n

x

Решение. Обозначим сумму ряда через y = y(x). Тогда .1
)!33(1

33

y
n

x
y

n

n




 






 Таким об-

разом, искомая функция является решением задачи Коши для дифференциального уравнения 

1 yy с нулевыми начальными условиями в нуле. Это линейное неоднородное дифферен-
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циальное уравнение третьего порядка с постоянными коэффициентами. Корни его характери-

стического уравнения 013   равны ,
2
3

2
1,1 3,21 i  поэтому общее решение соот-

ветствующего однородного уравнения имеет вид: .
2
3sin

2
3cosee 32

2
10 

















xCxCCy
x

x  

Частным решением этого уравнения является, очевидно, функция .1~ y Тогда  

1
2
3sin

2
3cosee~

32
2

10 

















xCxCCyyy
x

x  

– общее решение дифференциального уравнения. Дифференцируя дважды это решение, по-

лучим: 









































































































.
2
3sin

2
1

2
3cos

2
3

2
3sin

2
3

2
3cos

2
1ee

,
2
3sin

2
1

2
3cos

2
3

2
3sin

2
3

2
3cos

2
1ee

32
2

1

32
2

1

xxCxxCCy

xxCxxCCy

x

x

x

x

 

При нулевых начальных условиях мы приходим к следующей системе линейных уравнений 

относительно неизвестных постоянных: 





















.0
2
3

2

,0
2
3

2

,01

3
2

1

3
2

1

21

C
C

C

C
C

C

CC

 

Она имеет решение .0,
3
2,

3
1

321  CCC  Значит, искомая сумма ряда равна 

.1
2
3cose

3
2e

3
1 2 



xy
x

x  

Ответ. .1
2
3cose

3
2e

3
1 2 



x
x

x  

8. Света и три её сёстры купили четыре билета на четыре соседних места в театре. 

Света и две её сестры пришли в театр раньше и сели случайным образом на какие-то три 

из этих четырёх мест. Какова вероятность того, что Свете придётся пересесть, когда в 

театр придёт её сестра Рита, если она настолько “упёртая”, что всегда настаивает и за-

нимает только то место, которое указано в её билете? 
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Решение. В билете Риты с вероятностью ¼ может быть указано любое из четырёх мест. 

В каждом случае Света занимает место Риты с вероятностью ¼. Следовательно, искомая ве-

роятность равна .
4
1

4
1

4
14 

Ответ.

.
444

 .
4
1 .
4
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23. Математическая олимпиада БНТУ 2010 года

21 апреля 2010 года 

1. Найдите .
2

cos
4

cos
2

coslim 









 nn

xxx


Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1989 года (задание 4). 

2. Имеется 10 монет, среди которых одна фальшивая (у неё герб с обеих сторон).

Наугад выбранную монету подбросили 10 раз. Все 10 раз выпал герб. Какова вероятность

того, что выбрана фальшивая монета? 

Решение. Рассмотрим событие A = {при подбрасывании монеты все 10 раз выпал герб}. 

Здесь две гипотезы: 1H – выбранная монета фальшивая, 2H – выбранная монета настоящая.

Вероятности гипотез и соответствующие условные вероятности равны 

.
2
1)|(;1)|(;9,0)(;1,0)(

10

2121 







 HAPHAPHPHP

Тогда по формуле полной вероятности 

.
2
19,01,0)|()()|()()(

10

2211 







 HAPHPHAPHPAP

Тогда по формуле Бейеса искомая вероятность равна 

.991,0
1033
1024

2
19,01,0

1,0
)(

)|()()|( 10
11

1 












AP

HAPHP
AHP

Ответ. .991,0
1033
1024



3. Окружность проходит через вершины A и C треугольника ABC, пересекает сторону

AB в точке E и сторону BC в точке F. Найдите радиус окружности, если AC = 6,

.72,5  ABCBAFAEC

Решение.

A C

B

E

F
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Обозначим .,  BAFAEC Так как ),arc(
2
1)),arc()(arc(

2
1

ACEFACABC 

),arc(
2
1

EF  то .ABC  Отсюда, .9018725   Следовательно, AC 

– диаметр окружности и, значит, её радиус равен 3. 

Ответ. 3. 

4. Решите уравнение ),())(( xfxff   где .52)(
3

  xxxf  

Решение. Заметим, прежде всего, что 0)13(2ln2)( 23

  xxf xx  и, значит, функция 

)(xf  убывает. Пусть ).(xfy   Тогда имеем уравнение: .52
3

yyy   Его корнем является 

число .1y  Других корней нет, так как левая часть уравнения убывает, а правая возрастает. 

Осталось решить уравнение .1521)(
3

  xxxf  Это уравнение также имеет единствен-

ный корень 1x  по той же причине. 

Ответ. –1. 

5. Даны две матрицы A и B. Матрица A размерности ,mn  матрица B – ., mnnm   

Доказать, что определитель матрицы AB равен нулю. 

Решение. I. Пусть mAAA ,,, 21  – столбцы матрицы A, ,)( nmijbB   nCCC ,,, 21   – столбцы 

матрицы AB. Тогда .,1,2211 njAbAbAbC mmjjjj    Отсюда следует, что определитель 

матрицы AB распадается на сумму nm  определителей, все столбцы которых пропорциональны 

столбцам матрицы A. Так как ,mn   то в каждом таком определителе всегда найдётся пара 

столбцов, пропорциональных одному и тому же столбцу  матрицы A и, значит, этот определи-

тель равен нулю. Следовательно, определитель матрицы AB равен нулю. 

II. Рассмотрим систему линейных однородных уравнений с матрицей коэффициентов B. 

Так как в этой системе число уравнений m меньше числа неизвестных n, то она имеет нетри-

виальное решение X. Тогда это же решение имеет и система n линейных однородных уравне-

ний с матрицей AB, что возможно лишь в случае, когда .0)det( AB  

6. Построить график функции .|| ||
1
xxy   

Решение. Ввиду чётности этой функции, исследуем её при x > 0. Очевидно, предел функ-

ции в нуле равен нулю и, значит, мы можем считать, что .0)0( y  На бесконечности:

.1eeelim
1lim)(lnlimlnlim1

  





xx

x

x

x

x

x

xxxx  Значит, y = 1 – горизонтальная асимптота графика этой 
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функции. Так как ,ln1
2

1

x

x
xy x


  то x = e – критическая точка функции, в которой она дости-

гает максимума, равного .e e
1

 Далее, поскольку ,ln)22(ln31
4

1

x

xxxx
xy x


  то при малых 

x 0y  и, стало быть, функция выпукла вблизи нуля. Построим график функции: 

 
  

10 10
x

0.5

1.0

1.5

2.0
y

O
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24. Математическая олимпиада БНТУ 2011 года

8 апреля 2011 года 

1. Дана квадратная матрица .2011,,2,1,),(  jiaA ij Элементы ija матрицы A удо-

влетворяют соотношениям .2011,,2,1,,0  jiaa jiij  Найти .det A   (4 балла) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1991 года (задание 1). 

2. Два тела одновременно начинают движение по прямым
2
1

2
1

1
1









 zyx
и

2
1

1
21

2
2 





 zyx

в момент времени t = 0. Первое тело начинает движение из точки с 

абсциссой ,31 x двигается в сторону увеличения ординаты с постоянной скоростью 21 v  

м/с. Второе тело начинает движение из точки с ординатой 192 y  и двигается со скоро-

стью 12 v  м/с также в сторону увеличения ординаты. Через какое время расстояние между 

телами будет минимальным и чему оно равно?  (6 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1991 года (задание 2). 

3. Найти сумму ряда .
)1(1

1
2



 n nnnn
  (6 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БГПА 1992 года (задание 6).

4. Найти все дифференцируемые функции, удовлетворяющие тождеству

.,,,)()(
2

yxRyx
xy

xfyfyx
f 












 
 (10 баллов) 

Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БГПА 1992 года (задание 3). 

5. Найти положительную, дифференцируемую на ),0[   функцию ),(xf  удовлетворя-

ющую уравнению .e)( 0

)(



x

dttf

xf   (6 баллов) 

Решение. Пусть ).(xfy   Прологарифмировав, а затем продифференцировав данное 

равенство, мы получим: .y
y

y



 Разделив переменные в этом дифференциальном уравне-

нии, мы приведём его к виду: .2 dx
y

dy
  Интегрируя, находим: .1

Cx
y


 Подставив сюда

начальное условие ,1)0( y получим C = 1. Следовательно, .
1

1



x

y
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Ответ.  

6. Найти действительные числа A, B, C, D, удовлетворяющие условию: 

  (10 баллов) 

Решение. По условию  где  – бесконечно малая более 

высокого порядка, чем  при  Тогда, или, 

учитывая, что по формуле Маклорена пятого порядка,  

мы получаем:  

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях в этом равенстве: 

 

Полученная система линейных уравнений несовместна. Следовательно, чисел, 

удовлетворяющих условию задачи, не существует. 

Ответ.  

7. Станок штампует детали. При этом в среднем одна деталь из десяти получается 

бракованной. Если станок штампует бракованную деталь, то вероятность того, что 

следующая деталь бракованной, равна ½ . Найти вероятность выпуска годной детали, если 

известно, что предыдущая также была годной.  (8 баллов) 

Решение. Введём обозначения: p вероятность того, что деталь является бракованной, x 

– искомая условная вероятность. С одной стороны,  С другой стороны, по формуле 

полной вероятности:  Отсюда, .
18

17

)1(2
1 




p

p
x   

Ответ.  

.
1

1
)(




x
xf

.01

1
e

lim
5

2

2

0





 x

DxCx

BxAxx

x

),(
1

1
e 5

2

2

xo
DxCx

BxAxx 



 )( 5xo

5x .0x )(1)1(e 522 xoBxAxDxCxx 

),(
1202462

1e 5
5432

xo
xxxx

xx 

).(1)1()(
1202462

1 5225
5432

xoBxAxDxCxxo
xxxx

x 









.0
120

1

6

1

24

1
:

,0
24

1

2

1

6

1
:

,0
6

1

2

1
:

5

4

3







DCx

DCx

DCx

.

.
10

1
p

).1)(1(
2

1
xppp 

.
18

17
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25. Математическая олимпиада БНТУ 2012 года

1. Найти предел: .
1

arctg
lim

2
0

3

x

tdt
x

x 




(3 балла) 

Решение. Так как ,1limarctglim 2

0

3 
  xtdt

x

x

x
то, применяя правило Лопиталя и 

теорему о производной интеграла с переменным верхним пределом, получим: 

 
.

8
arctg11lim

1

arctglim
1

arctg
lim

1

arctg
lim

3
3

2

2

3

2

0

3

2
0

3

























 


x

x

x

x

x

x

tdt

x

tdt

xx

x

x

x

x

Ответ. .
8

3

2. Дана окружность единичного радиуса, OA – фиксированный диаметр, B – произ-

вольная точка окружности, |,||| BMBA   точка M лежит на  продолжении хорды OB за

точку B. Написать уравнение геометрического места точек M, когда B пробегает верхнюю 

полуокружность.   (4 балла) 

Задача с аналогичным условием предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1990 года 

(задание 1). 

3. Найти ),0(f   если ).2012()2)(1()(  xxxxxf    (5 баллов)

Решение. Так как ,))2012()2)(1(()2012()2)(1()(  xxxxxxxxf   то

!2012!2012)1(0)2012()2)(1()0( 2012  f

Ответ. 2012! 

4. Найти действительные числа A и B, удовлетворяющие условию:

.0

1ctg
lim 5

3

2

0





 x

Bxx

Ax
x

x
  (7 баллов) 

Решение. По условию ),(1ctg 5
3

2

xo
Bxx

Ax
x 




  где )( 5xo  – бесконечно малая более высо-

кого порядка, чем 5x при ,0x или, что равносильно, 

.0),(sin)1(cos)( 723  xxoxAxxBxx

Тогда, учитывая, что по формуле Маклорена 

Lenovo
Выделение
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),(
50401206

sin),(
720242

1cos 8
753

7
642

xo
xxx

xxxo
xxx

x   

мы получаем: 

).()(
50401206

)1()(
720242

1)( 78
753

27
642

3 xoxo
xxx

xAxxo
xxx

Bxx 
















  

Степеней ниже восьмой, в левой части этого равенства не должно быть. Значит, должны вы-

полняться равенства: 

.0
120

1
24
1

840
1,0

6
1

2
1

30
1,0

3
1

 ABABAB  

Полученная система линейных уравнений несовместна. Следовательно, чисел, удовлетворя-

ющих условию задачи, не существует. 

Ответ. .  

5. Уходя из квартиры, n гостей, имеющих одинаковые размеры обуви, надевают крос-

совки в темноте. Каждый из них может отличить правый кроссовок от левого, но не может 

отличить свой кроссовок от чужого. Найти вероятности следующих событий: 1) A – каж-

дый гость наденет свои кроссовки; B – каждый гость наденет кроссовки, относящиеся к 

одной паре. 2) Вычислить вероятности событий A и B, если гости не могут отличить пра-

вого кроссовка от левого и просто берут первые попавшиеся кроссовки.  (6 баллов) 

Решение. 1) В этом случае можно считать, что левые и правые кроссовки лежат в от-

дельных кучах. Первый гость может выбрать себе пару 2nnn   способами, второй – 2)1( n  

способами, и т.д. Следовательно, всевозможных исходов здесь .)!(12)1( 22222 nnn    

Событию A благоприятствует единственный исход, событию B – n! исходов. Поэтому вероят-

ности событий здесь равны: .
!

1)(,
)!(

1)( 2 n
BP

n
AP   

2) В этом случае каждый гость выбирает себе пару из общей кучи. Первый гость может 

выбрать пару 2n(2n – 1) способами, второй – (2n – 2)(2n  – 3) способами, и т.д. Значит, здесь 

число всевозможных исходов равно )!.2( n  Для события A благоприятствующих исходов ,2n  

так как каждый гость выбирает свою пару двумя способами (правый, левый или наоборот). 

Событию B благоприятствует 2n! исходов (n! левый, правый и столько же наоборот). Стало 

быть, здесь вероятности данных событий суть .
)!2(
!2)(,

)!2(
2)(

n

n
BP

n
AP

n

  
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Ответ. 1) .
!

1)(,
)!(

1)( 2 n
BP

n
AP   2) .

)!2(
!2)(,

)!2(
2)(

n

n
BP

n
AP

n

  

6. Найти iyxz   из уравнения: .2
2

)1(
0

2
)1(

z
z

n

nnn

















  (6 баллов) 

Решение. Просуммируем ряд в правой части уравнения, разложив его на два ряда по 

чётным и нечётным степеням и воспользовавшись суммой ряда геометрической прогрессии: 

.
4

24

2
1

1
2

2
1

1
2

)1(
2

)1(
2

)1( 222
1

12

0

2

0

2
)1(

z

z

z

z

z

zzz

k

k

k

k

k

k

n

nnn






















































 















 

Осталось решить в комплексных числах уравнение: .2
4

24
2 z

z

z




  Оно равносильно уравне-

нию .0)2)(2( 2  zz  Его корни: .2,2 32,1  ziz  Третий корень следует отбросить, так 

как степенной ряд в условии задачи сходится в круге .2|| z  

Ответ. .2i  

7. Найти функцию y = y(x) из уравнения .1)1(,0)1(,)1(sin  yyyyyx   (5 баллов) 

Решение. Перепишем данное дифференциальное уравнение в виде: .sin yyyyx   

Замечаем, далее, что .)(cossin,)(  yyyyxyyx  Тогда, )(cos)(  yyx  и, значит, 

.cos 1Cyyx   Подставляя сюда начальные условия, находим .01 C  Поэтому,

.cos yyx   Разделив здесь переменные, получим после интегрирования: .
24

tg 2 xC
y












 

Использовав начальное условие, найдём .12 C  Следовательно, ,
24

tg x
y












 откуда, 

.arctg2
2

xy 


  

Ответ. .arctg2
2

xy 


  
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26. Математическая олимпиада БНТУ 2013 года 

21 марта 2013 года 

1. Найти производную функции .
xxb xbx bxxy    (4 балла) 

Решение. Так как при 10,0  bx ,ee
lnelnln xxxb

by xbxx   то 

).1(lnln)1ln(ln)1ln(

)ln(ln)/lnln()/ln(

)(eln)ln()ln(

11

1

ln











xxbbxxbbxxbx

xxxbbxbxbbxxxxbxx

bbxbxxxxy

xxxbbx

xxxxbbbx

xxxxbbx

xxb

xxb

xxb

 

2. Решить дифференциальное уравнение   .031 23  ydxxdyxy   (8 баллов) 

Решение. Очевидно, функция y = 0 является решением этого уравнения. При 0y раз-

делим обе части данного уравнения на :2y  .0
13
2

32




 dy
y

xy
dx

y

x  Это уравнение в пол-

ных дифференциалах, так как здесь .313
2

2

2

32

y

x

y

xy

y

x
xy 













 









  Найдём его интеграл: 

.113),(
3

2

3

3
2

0

2









yyx

dz
z

z

y

x
dz

z

z
dz

y

z
yxu  

Во втором интеграле выполним замену переменной tz 1  с последующим интегрирова-

нием по частям: 

.3ln
2
1

3
2

11
11

ln
2
11

1
1ln

2
1

3
21

111
1

)1(
21

1

2

1

2
2

1

2
2

1

2
2

1

2
22

2

3
2















































y

y

y

y

t

t

y

y

t

dt

t

t

t
tddt

t

t
dz

z

z

y

yyyyy

 

Тогда 3ln
2
1

3
2

11
11ln

2
11),(

3










y

y

y

y

y

x
yxu  и, значит, 

C
y

y

y

y

y

x










11
11

ln
2
113

 

– общий интеграл данного дифференциального уравнения. 
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Ответ. .0;
11
11

ln
2
113








 yC

y

y

y

y

y

x
 

3. Построить график функции .

5431
5431

4321
4321








xxx

xx
y    (4 балла) 

Решение. Использовав общие свойства определителя, получим: 

).1(4
75
11

)1(2
975
111
100

)1(2
975
111
211

)1(2

975
111

422

9750
1110

4220
4321

5431
5431

4321
4321


























xxxxxxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xx

 

Здесь в первом определителе мы через первую строку обнулили элементы первого столбца, 

второй определитель разложили по элементам первого столбца, в третьем вынесли за знак 

определителя общие множители элементов строк, в четвёртом из первой строки вычли вто-

рую, пятый разложили по элементам первой строки. Значит, ).1(4  xxy  График функции – 

парабола. 

 
4. Треугольник ABC, где ),2,4,4(),2,0,0(),2,1,1(  CBA  проектируется на некоторую 

плоскость в отрезок длины .34  Записать уравнение этой плоскости, зная, что она прохо-

дит через точку ).1,1,1(0M   (6 баллов) 

1.5 1.0 0.5 0.5 1.0 1.5
x

1

1

2

3

y
y 4x x 1

O
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Решение. Обозначим плоскость, на которую проецируется треугольник через Π. Из усло-

вия задачи следует, что плоскость треугольника ABC перпендикулярна плоскости Π. Далее, 

поскольку ,34,23  BCACAB  то ABC – равнобедренный треугольник со стороной BC, 

параллельной плоскости Π. Тогда для этой плоскости вектор высоты AD  является нормаль-

ным. Точка D имеет координаты D(2, –2, 0), значит, ).2,1,1( AD  Запишем уравнение плос-

кости Π: .0220)1(2)1()1(  zyxzyx  

Ответ. .022  zyx  

5. Найти x из уравнения .
!

ln)1(
3

)1(4
00

1

2












n

n
n

n
n

n
n

n

xx   (12 баллов) 

Эта задача предлагалась на олимпиаде БНТУ 2006 года (задание 8). 

6. Найти ,
2
1








f  если .

2
x

x

x
f 










  (6 баллов) 

Решение. Так как

,1
)2(

2
2222 2 























































 xx

x
f

x

x

x

x
f

x

x
f

то ,
2

)2(
2

2













x

x

x
f  откуда при x = 2 следует, что .8

2
1









f

Ответ. 8. 

7. Пусть K – замкнутый единичный круг 122  yx и ),( 00 yxM – точка на единичной 

окружности .122  yx  Через R(MN) обозначим прямоугольник с диагональю MN и сторо-

нами, параллельными осям Ox и Oy. Найти вероятность того, что при случайном выборе 

точки N в круге K прямоугольник R(MN) целиком лежит в круге K.  (10 баллов) 

Решение. Прямоугольник R(MN) будет целиком находиться в

круге тогда и только тогда, когда точка N будет принадлежать  

прямоугольнику R(M, –M) вписанному в круг. Тогда по фор-

муле геометрической вероятности искомая вероятность равна 

отношению площади прямоугольника R(M, –M) к площади 

круга K, т.е. .||4 00



yx

Ответ. .||4 00



yx

O

M

1.0 0.5 0.5 1.0
x

1.0

0.5

0.5

1.0

y
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27. Математическая олимпиада БНТУ 2014 года 

8 апреля 2014 года 

1. Вычислить определитель .

abcd

badc

cdab

dcba

  (8 баллов) 

Решение. Обозначим искомый определитель через Δ. Добавив к его первой строке опре-

делителя сумму трёх последних и вынеся за знак определителя общий множитель элементов 

первой строки, получим: 

.

1111

)(

abcd

badc

cdab
dcba   

В найденном определителе к первому столбцу добавим второй,  вычтем сумму двух последних 

и вынесем за знак определителя общий множитель элементов первого столбца: 

.

1
1

1
1110

))((

abc

bad

cda
dcbadcba




  

В последнем определителе к третьей и четвёртой строке добавим вторую и разложим полу-

ченный определитель по элементам первого столбца: 

.
111

))()(( 22

cadbca

cbdadadcba



  

Наконец, в определителе третьего порядка из второго и третьего столбцов вычтем первый и 

затем разложим его по элементам первой строки: 

.))())(()()((
0

0
))()(( 222222 dcbadcba

cadb

dacb
dcba 




  

Ответ. .))())(()()(( 2222 dcbadcba   

2. Даны координаты двух вершин треугольника ).16,5,2(),2,1,4(  BA  Известно, что 

середина стороны AC лежит на прямой ,
3

1
02




zyx
 а середина стороны BC лежит в плос-

кости .243  zyx  Найти площадь треугольника ABC.  (10 баллов) 
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Решение. Пусть вершина C имеет координаты C(x0, y0, z0). Середины сторон AC и BC 

обозначим через D и E, соответственно. Тогда, 

,
2

2,
2

1,
2

4 000







  zyx
D .

2
16,

2
5,

2
2 000








  zyx
E  

Значит, координаты точки C удовлетворяют системе линейных уравнений: 



































,2
2

16
2

54
2

23

,
3

1
2

2

0
2

1

2
2

4

000

000

zyx

zyx

 

которая равносильна системе: ,3443),4(
2
3,1 000000  zyxxzy  имеющей решение 

.
3
26,1,

9
88

000  zyx  Таким образом, .
3
26,1,

9
88









C  Далее, поскольку  ,18,6,6 AB

,
3
20,2,

9
124









AC  то kji

kji

ACAB
3

21228876

3
202

9
124

1866   и, стало быть, искомая пло-

щадь равна .52714
3
2||

2
1

 ACABS  

Ответ. .52714
3
2  

3. Найдите функцию ),,( yxu  если известно, что .
3

),(,4 2
4

2 y
y

yyuxyy
y

u




        

(8 баллов) 

Решение. Интегрируя по переменной y обе части первого равенства из условия задачи, 

получим: ),(
3

2),(
3

2 xC
xy

yyxu   где C(x) – функция переменной x. Тогда, ),( yyu  

.
3

)(
3

2 2
44

2 y
y

yC
y

y   Отсюда, 2)( yyC   и, значит, .
3

2),(
3

22 xy
yxyxu   

Ответ. .
3

2),(
3

22 xy
yxyxu   

4. Доказать, что .
4

arccosarcsin
22 cos

0

sin

0


 

xx

dttdtt   (5 баллов) 
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Решение. Так как период функций x2sin и x2cos  равен π, то достаточно проверить ра-

венство при .
2

,0 






 
x  Продифференцируем функцию :arccosarcsin)(

22 cos

0

sin

0
 

xx

dttdttxf  

.02sin2sin)sin(cos2)arccos(coscossin2)arcsin(sin
)(coscosarccos)(sinsinarcsin)( 2222





xxxxxxxxxx

xxxxxf  

Следовательно, .)( Cxf   Найдём постоянную C. Для этого вычислим :
4







 
f  

.
42

)arccos(arcsinarccosarcsin
4

2
1

0

2
1

0

2
1

0

2
1

0













 
 dtdtttdttdttf  

Значит, 
4


С  и, таким образом, 
4

)( 
xf  при всех действительных x. 

5. Найти сумму ряда .)(
1






n

nnxxS   (8 баллов) 

Решение. Так как ,1
1

1)(
10 1

1

0




 










x
xdznzdz

z

zS

n

n
x

n

n
x

 то 














 1

1
1)(

xx

xS
 

2)1(
1
x

  и, значит, .
)1(

)( 2x

x
xS


  

Ответ. .
)1( 2x

x


 

6. По закону Ньютона скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности 

между температурой тела и температурой воздуха. Если температура воздуха равна 20°C 

и тело в течение 20 минут охлаждается со 100°C до 60°C, то через сколько времени его 

температура понизится до 30°C?  (6 баллов) 

Решение. Пусть  )(tTT температура тела через t минут. Тогда по закону Ньютона 

),20(  TkT  где 0 < k – коэффициент пропорциональности. Это уравнение с разделяющи-

мися переменными. Проинтегрируем его: 

.e2020ln
20

ktCTkt
C

T
dtk

T

dT 





  



151 

 

Начальное условие даёт C = 80. Таким образом, температура в любой момент времени равна 

.e8020 ktT   Далее, 20
1

20 2e60e8020)20(


  kkT  и, значит, .28020 20
t

T


  Оста-

лось решить уравнение: .2802030 20
t



  Его корень равен 60t (минут). 

Ответ. Через 1 час. 

7. Некто нашёл чужую пластиковую карточку для банкомата. Найти вероятность 

того, что двух попыток окажется достаточным, чтобы угадать неизвестный четырёх-

значный банковский код. Найти среднее число попыток, в результате которых можно найти 

неизвестный код.  (5 баллов) 

Решение. Здесь число элементарных исходов равно 104 =10000. По формуле умножения 

вероятностей код угадывается со второй попытки с вероятностью .10
9999

1
10000
9999 4  Рас-

смотрим случайную величину X, равную числу попыток, в результате которых угадывается 

код. Она может принимать значения 1, 2, …, 10000. Каждое из своих значений k случайная 

величина принимает с вероятностью .10
10001

1
10002
10001

9999
9998

10000
9999)( 4









kk

k
kXP   

Тогда математическое ожидание этой случайной величины равно 

.5,500010)()(
10000

1

4
10000

1
 





 kk

kkXPkXM  

Ответ. .5,5000;10 4  
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28. Математическая олимпиада БНТУ 2015 года 

 

1. Две квадратные матрицы A  и B  порядка nn  удовлетворяют следующим равен-

ствам: ,069;09124 22  EBBEAA где E – единичная матрица. Доказать, что мат-

рицы A и B – невырожденные (2 балла). Доказать, что матрица EBABA 3296 1111  
 

является невырожденной (5 баллов). 

Решение. Из первого равенства следует, что .9)3(4 EEAA  Следовательно, 

  .)9()3det(det4)3(4det nn EAAEAA   Значит, матрицы A  и EA 3 – невырожденные. 

Аналогично, из второго равенства EEBB  )23(3 и, стало быть, матрицы B и EB 23 

также невырожденные. Тогда невырожденной является и матрица 

,)3296(6923)23)(3( 1111 BEBABAAEBAABEBEA    

откуда и следует невырожденность матрицы .3296 1111 EBABA    

2. Эллипс задан уравнением .,12

2

2

2

ba
b

y

a

x
  M – произвольная точка эллипса, MQ – ка-

сательная к эллипсу, MP – нормаль (точки P и Q лежат на оси Ox). Найти .|||| OQOP              (7 

баллов) 

Решение.  

 

 

 

 

 

Пусть точка M имеет координаты ).,( 00 yxM  Дифференцируя обе части уравнения эллипса, 

получим: .022
2

2

22 ya

xb
y

b

yy

a

x



  Значит, угловой коэффициент касательной к эллипсу в 

точке M равен .)(
0

2
0

2

0
ya

xb
xy   Тогда  )( 0

0
2

0
2

0 xx
ya

xb
yy уравнение касательной и она пе-

ресекает ось Ox в точке .
0

2

x

a
xQ   Угловой же коэффициент нормальной прямой равен ,

0
2

0
2

xb

ya  

O

M

Q

P
x

y
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поэтому она имеет уравнение )( 0
0

2
0

2

0 xx
xb

ya
yy  и пересекается с осью Ox в точке

.02

22

x
a

ba
xP


 Следовательно, .|||||||| 22 baxxOQOP QP 

Ответ. .22 ba 

3. Найти сумму ряда .)(
1

32






n

nxnn   (7 баллов) 

Решение. Просуммируем сначала ряд .)(
1

12






n

nxnn  Он, как и исходный, сходится при 

|x| < 1. Обозначим сумму этого ряда через f(x), дважды его почленно проинтегрируем и вос-

пользуемся суммой ряда геометрической прогрессии: 

.1||,1
1

1)1()()(
1

1

0 10 0 1

12

0 0




   









 






xx
x

xdndttnnddttfd
n

n
x

n

n
x

n

n
x

Отсюда, .
)1(

21
1

1)( 3x
x

x
xf

















  Тогда .

)1(
2)()( 3

4
4

1

32

x

x
xfxxnn

n

n










Ответ. .
)1(

2
3

4

x

x



4. Железнодорожный состав длиной L, двигаясь по инерции, въезжает на горку с углом 

наклона α. Когда состав остановился, на горке находилась половина его длины. Найти ско-

рость v0 состава в момент въезда на горку.  (8 баллов) 

Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БГПА 1992 года (задание 7). 

5. На одной из развлекательных программ ведущий приносит в студию пять одинаковых 

ящиков, в одном из которых находится приз, и предлагает участнику выбрать один из ящи-

ков, не открывая его. После этого ведущий открывает заведомо пустой ящик и предлагает 

участнику, отказавшись от первоначального выбора, выбрать один из оставшихся трёх ящи-

ков. Участник знает, что ведущий открыл пустой ящик. Найти вероятность того, что: 1) 

приз находится в первом ящике, выбранном участником (1 балл); 2) участник выберет ящик 

с призом, если согласится отказаться от первоначального выбора (5 баллов). 

Решение. Пусть событие A – участник выбрал ящик с призом. Имеется две гипотезы: 1H

– первоначально участник выбрал ящик с призом, 2H – он выбрал пустой ящик. Вероятности 
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гипотез равны .
5
4)(;

5
1)( 21  HPHP  В случае 1) .

5
1)()( 1  HPAP  В случае же 2) восполь-

зуемся формулой полной вероятности, учитывая, что условные вероятности здесь равны 

.
3
1)|(,0)|( 21  HAPHAP  Тогда .

15
4)|()()|()()( 2211  HAPHPHAPHPAP  

Ответ. .
15
4)2;

5
1)1
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29. Математическая олимпиада БНТУ 2016 года 

5 апреля 2016 года 

 

1. Вычислить определитель 

nn

n

n

n

baaa

abaa

aaba

aaa







...1
.......
.......
.......

...1

...1

...1

21

221

211

21

.   (4 балла) 

 
Решение. Вычитая первую строку определителя, который мы обозначим через Δ, из всех 

его строк ниже первой, и раскладывая затем полученный определитель по первому столбцу, 

найдём: 

.

...00
......
......
......
0...0
0...0

...000
.......
.......
.......
0...00
0...00

...1

21

2

1

2

1

21

n

n

n

n

bbb

b

b

b

b

b

b

aaa

   

Ответ. .21 nbbb   

2. При каких R  существует не равный нулю предел 



 xxx xx

x
))1cosln(e)1cos(ln(elim

0
? 

Чему равен этот предел?   (7 баллов) 

Решение. Поскольку 0))1cosln(e)1cos(ln(elim
0

 


xx xx

x
 и 



































1cose
)1(cos21ln

1cose
)1(cos2)1cos(eln

1cose
1coseln)1cosln(e)1cosln(e

x

x

x

xx

x

x
xx

xx

x

x

x
xx

 

то при 0x  бесконечно малая )1cosln(e)1cosln(e   xx xx  эквивалентна бесконечно 

малой .
1cose

)1(cos2



 x

x
x

 Значит, если указанный в условии предел существует, то он равен 

.
1cose

)1(cos2lim
0



 


x

x

x
xx
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Заметим, далее, что по формуле Маклорена второго порядка для функции xcos мы можем за-

писать: ),(
2

1cos 2
2

xo
x

x   где )( 2xo – бесконечно малая более высокого порядка, чем 2x

при .0x  Следовательно, .
1cose
)(lim

1cose
)1(cos2lim

22

0







 







x

x

xox
x

x

x
xxx

 Отсюда следует, что при 

2  .
)1cos(e
/))((lim

1cose
)(lim 2

222

0

22

0














 xx

xxox
x

x

xox
xxxx

 Если же ,2  то 

.1
1cose
/))((lim

1cose
)(lim

222

0

22

0














 x

xxox
x

x

xox
xxxx

Наконец, в случае 2  мы имеем: .0
1cose

/))((lim
1cose
)(lim

2222

0

22

0


















 x

xxoxx
x

x

xox
xxxx

Ответ. .1))1cosln(e)1cos(ln(elim;2
0

 


xxx xx

x

3. Изобразить на плоскости kOb геометрическое место точек ),( bkM  таких, что

прямая y kx b   пересекает гиперболу 2 2 4 0x y   и не пересекает параболу .042  xy

(5 баллов) 

Решение. По условию задачи система 








04
,

22 yx

bkxy
имеет решение, а система 









04
,

2 xy

bkxy
 не имеет. Из этих систем мы получаем, соответственно, квадратные уравнения 

042)1( 222  bkbxxk и .0)42( 222  bxkbxk  Первое уравнение имеет корни, если 

его дискриминант )44(4)4)(1(44 222222  bkbkbk  неотрицателен, а второе не имеет 

корней, когда его дискриминант )1(44)42( 222  kbbkkb  отрицателен. Следовательно, 

точки искомого множества удовлетворяют системе неравенств: 









.01
,044 22

kb

bk

Эта система равносильна одному второму неравенству, так как из него следует, что 2
2 1

k
b 

и, значит, 

,01241444
2

2
222 










k
k

k
kbk
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т.е. второе неравенство также удовлетворяется. Таким образом, условию задачи удовлетво-

ряют все точки, расположенные ниже и выше гиперболы с уравнением .01kb  

Ответ. 

 
4. Найти массу материальной пластинки D на плоскости Oxy, ограниченной в верхней  

полуплоскости линиями   .
3

,2222 
 xtgyyxarctgyxtgxy

 

Плотность в каждой 

точке пластинки равна .3),(
22 yx

yx




   

(8 баллов) 

Решение. В полярных координатах уравнения ограничивающих линий имеют вид 

,
3

,arctg 
  rr соответственно. Таким образом, пластинка представляет собой сектор, 

изображенный на чертеже.  

 

  

4 2 2 4
k

4

2

2

4

b

O
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Особенность здесь в том, что угол   меняется в пределах от 0 до ,
3


 однако мы не можем 

найти явного выражения  r  через , поэтому изменим привычный порядок интегрирования, 

учитывая, что r изменяется от 0 до .3  Поскольку в полярных координатах ,3
r

  то, инте-

грируя по частям, получим: 

.
2

33
3

3
2
3arctg3

2
3

1
3

2
3

1
1)1(

2
3

1
2

2
3arctgarctg2

2
3

arctg3
3

2
2
3arctg2

3
2

2
33

3

0

3

0
2

3

0
2

2

3

0
2

2
3

0

23

0
2

3

0

2
3

0

3

arctg

3

0








 






 









































































































   



r
r

dr
dr

r

r

r

dr
rrdrrr

drrdrrrdrdr
r

rdrdm
D rr

 

Ответ.  .
2

33
  

5. Доказать, что для любых 0,0  yx  выполняется неравенство .1 xy yx               

(6 баллов) 

Решение. Очевидно, при 1x  или 1y  данное неравенство выполняется. Проверим его 

при .10,10  yx  Проведём в неравенстве замену переменных: .1,1
v

y
u

x   Тогда мы 

должны доказать, что 

.1,1,111111 111111

11 


























 vuvuvuvu

vu

uvuvuv

uv

 

Установим предварительно следующее вспомогательное утверждение. 

Лемма. Если ),1,0(,0   то .1)1(    

Для его проверки рассмотрим функцию .1)1()(    Так как 

,01
)1(

1)1()( 1
1 















  

то )(  убывает и поскольку  ,0)(   то 0)(   при ,0  что и доказывает лемму. 



159 

 

По этой лемме .111)1(1))1(1(
111

v

u
u

v
uuu vvv


 Аналогично, мы получаем 

.11
1

u

v
v u


  Тогда ,111111111

11










































v

v

u

u

u

v

v

u
vu uv  что и требовалось дока-

зать. 

6. Найти общую формулу разложения в ряд по степеням x  функции 

).sinsin(e)( cos   xxf x     (5 баллов) 

Решение. Очевидно, ).Im(e)( e 


ixxf  Тогда, учитывая, что 

,
!

)sin(
!

)cos(
!

)sin()cos(
!

e
!

)e(e
00000

e n

n

n

n

n

n

n

n

ni

n

ni
x x

n

n
ix

n

n
x

n

nin
x

nn

xi






















 










 

мы получаем искомое разложение: .
!

)sin()(
0

n

n

x
n

n
xf 






  

Ответ. .
!

)sin(
0

n

n

x
n

n





  
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30. Математическая олимпиада БНТУ 2017 года 

6 апреля 2017 года 

1. Вычислить определитель ,

11
1

1
0









 где   и   – корни уравнения 02  qpxx  

(ответом должен быть многочлен переменных p и q). 

Решение. Обозначим определитель через Δ. С помощью последней строки обнулим эле-

менты последнего столбца, затем разложим полученный определитель по четвёртому столбцу 

и, наконец, разложим найденный определитель третьего порядка по второму столбцу: 

).13)3))((((
))1()(()))(()1((

1
1

10
01

11
010
001
0

2

2233222

2

2

2

2
2

2





























 

Тогда, учитывая, что по формулам Виета ,, qp   мы получаем: 

).133()13)3(( 32  qpqpqqqppq  

Ответ. ).133( 3  qpqpq  

2. Составить уравнение касательной к графику нечётной функции y = f(x) в точке с 

абсциссой ,10 x  если известно, что для всех действительных x справедливо равенство 

.4574)1(5)23( 75223  xxxxxfxxxf  

Решение.  При 1x  из данного равенства с учётом нечётности функции следует, что 

.
3
2)1(4)1(5)1(4)1(5)1(  fffff  Для дальнейших рассуждений нам пона-

добится следующее утверждение: производная нечётной функции является чётной функцией. 

Для его проверки продифференцируем обе части равенства :)()( xfxf   

),()()())(()())(( xfxfxfxxfxfxf   

в чём и требовалось убедиться. Продифференцируем теперь обе части данного в условии за-

дачи равенства: 

.54920))12)(1()1(2(5)29)(23(
54920))1)(1()1(2(5)23)(23(

6422223

64222233





xxxxxfxxxxfxxxf

xxxxxxfxxxxfxxxxf
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Отсюда при x = 1 получаем: .34)1(5)1(10)1(734))1()1(2(5)1(7  ffffff  

Тогда .
3
41)1(517)1(  ff  Осталось записать уравнение касательной в точке :

3
2,1 







  

.039341)1(
3
41

3
2

 yxxy  

Ответ. .039341  yx  

3. Найти неопределённый интеграл 


.
3sin2sinsin xxx

dx  

Решение. Обозначим интеграл через I. Так как 

),1cos2(cossin23sin2sinsin  xxxxxx   

то  .
)1cos2(cossin

cos
2
1

)1cos2(cossin2 2






xxx

xd

xxx

dx
I  Выполнив здесь замену перемен-

ной z = cos x, мы получим: .

2
1)1(4

1
22














zzz

dz
I  Разложим подынтегральную функцию на 

простейшие дроби. Её знаменатель, который мы обозначим через f(z), имеет простые корни 

.
2
1,0,1,1 4321  zzzz  Тогда 

.
))((

1

2
1)1(

1 4

122

 











 k kk zzzf

zzz

  

Поскольку ,
2
12)1(

2
12)( 22


















 zzzzzzf  то 

8
3)(,

2
1)(,3)(,1)( 4321  zfzfzfzf  

и, значит,  

.
)12(3

162
)1(3

1
1

1

2
1)1(

1
22 



















zzzz
zzz

 

Следовательно, 

.|1cos2|ln4|cos|ln3|
2

sin|ln|
2

cos|ln3
6
1|)12|ln8

||ln6|1|ln|1|ln3(
12
1

)12(3
162

)1(3
1

1
1

4
1

Cxx
xx

Cz

zzzdz
zzzz

I



























 
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Ответ. .|1cos2|ln4|cos|ln3|
2

sin|ln|
2

cos|ln3
6
1

Cxx
xx









  

4. Изобразите множество точек (x, y) на плоскости Oxy (в зависимости от пара-

метра m ≥ 0), координаты которых удовлетворяют уравнению 

.131692410 2222 myxyxyx   

Решение. Так как  

,)12()5(1692410 22222222 yxyxyxyxyx   

то левая часть данного уравнения равна сумме расстояний от точки (x, y) до точек O(0, 0) и 

A(5, 12) и, следовательно, множество точек (x, y) при m > 0 представляет собой эллипс с фо-

кусами в указанных точках. При m = 0 – отрезок, соединяющий эти точки. 

 
Ответ. Отрезок, соединяющий точки O(0, 0) и A(5, 12) и множество эллипсов с фоку-

сами в этих точках. 

5. Проинтегрировать дифференциальное уравнение .0)ln( 2  xdydxxxyy  

Решение. Это уравнение можно переписать в виде 0ln2  yxxxyy  и интегрировать 

как уравнение Бернулли. Приведём здесь более быстрое решение, преобразовав данное диф-

ференциальное уравнение к уравнению в полных дифференциалах. Очевидно, y = 0 – решение 

уравнения. При 0y  разделим обе его части на произведение .22 yx  В результате получим: 

.01ln1
22 








 dy

xy
dx

x

x

yx
 Заметив, далее, что ,1

22 









xy
d

xy

dy

yx

dx  мы можем переписать 

последнее уравнение в виде: .0ln1









dx

x

x

xy
d  Следовательно,  

O

A
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22
ln1

2
ln1 2 Сx

xy

С
dx

x

x

xy
   или .

)ln(
2

2 xCx
y


  

Ответ. .0;
)ln(

2
2 


 y

xCx
y  

6. Решить неравенство .
!

1
!3

1
!2

12lim
!
ln2 2

0

2




















nn

x

n
n

nn

  

Решение. Воспользовавшись рядом для экспоненциальной функции, получим: 

2
2

0

2ln2

0

2

e
!

1
!3

1
!2

12lim,4e4
!

)ln2(4
!
ln2
























n

x
n

x

n

x

n
n

x
n

n

nn

  

и, значит, исходное неравенство равносильно системе из двух неравенств: .0,e4 22  xx  Её 

решения заполняют промежуток .
2
e,0 






  

Ответ. .
2
e,0 






  
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31.1. Математическая олимпиада БНТУ 2018 года (1 курс) 

1. Четыре внука каждые полгода делят копилку, собранную дедом, стремясь поделить

на равные части. Иногда это им удаётся, иногда нет. Что происходит чаще?  (3 балла) 

Решение. Остаток от деления любой суммы на четырёх равен 0, 1, 2 или 3, т.е. в трёх 

случаях из четырёх разделить поровну нельзя. 

Ответ. Чаще нет. 

2. Пусть A и B – квадратные матрицы второго порядка. Собственные числа матрицы

A равны 1 и 3. Собственные числа матрицы В равны 2 и 4. Могут ли собственные числа мат-

рицы A + B: 1) быть равными 5 и 6; 2) быть равными 1 и 9. Привести пример или показать, 

что не могут.  (5 баллов) 

Решение. Для квадратной матрицы C любого порядка сумма собственных чисел равна 

следу Sp(C), а произведение – определителю det(C) матрицы. Тогда для данных матриц 

Sp(A) = 4, Sp(B) = 6, следовательно, Sp(A + B) = 10. Отсюда следует, что числа 5 и 6 не могут 

быть собственными числами матрицы A + B. Покажем, что числа 1 и 9 могут быть таковыми. 

В качестве примера рассмотрим матрицы 









10
43

A  и .
44
02








B  Для них 










54
45

BA

и, значит, Sp(A + B) = 10, det(A + B) = 9, откуда и следует, 1 и 9 – собственные числа матрицы       

A + B. 

Ответ. 1) нет; 2) да. 

3. Вычислить предел .
1

arctg
lim

2
0

3

x

tdt
x

x 




  (7 баллов) 

Эта задача предлагалась на олимпиаде БНТУ 2012 года (задание 1).

4. В треугольнике ABC ., bACaAB   Найти вектор h – высоту этого треугольника,

опущенную на сторону BC.  (7 баллов) 

Решение. Так как ),(
||

)(
||

Pr, 2 ba
ba

baa

CB

CB
aDBbaCB

CB







то ).(
||

)(
2 ba

ba

baa
aDBah 






Ответ. ).(
||

)(
2 ba

ba

baa
a 






A

BC D

h ab
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5. Дифференцируемая функция f(x) удовлетворяет условию )(1)( 2 xxfxf   для всех x. 

Покажите, что локальный экстремум этой функции является максимумом.  (6 баллов) 

Решение. Пусть 0x – точка экстремума функции. В ней ,0)( 0  xf но, как следует из 

условия задачи, .0)( 0 xf  Продифференцировав почленно данное в условии равенство, полу-

чим: ).()(2)()( 2 xfxxfxfxf   Тогда ,0)()()(2)()( 0
2

0000
2

0  xfxfxfxxfxf  что 

и указывает на то, что 0x – точка максимума данной функции. 

6. Вычислить производную )(xf   в точке x = 0, если ).2018()2)(1()(  xxxxxf 

(4 балла) 

Решение. Так как ,))2018()2)(1(()2018()2)(1()(  xxxxxxxxf   то 

!2018!2018)1(0)2018()2)(1()0( 2018  f

Ответ. 2018! 

7. Показать, что .
4

arccosarcsin
22 cos

0

sin

0


 

xx

dttdtt   (5 баллов) 

Эта задача предлагалась на олимпиаде БНТУ 2014 года (задание 4). 
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31.2. Математическая олимпиада БНТУ 2018 года (2 курс) 

1. Четыре внука каждые полгода делят копилку, собранную дедом, стремясь поделить

на равные части. Иногда это им удаётся, иногда нет. Что происходит чаще?  (3 балла) 

Эта задача предлагалась на этой же олимпиаде для студентов 1-го курса (задание 1). 

2. Определитель квадратной матрицы A третьего порядка равен 16, сумма элемен-

тов каждого столбца равна 4, сумма элементов главной диагонали 8. Найти собственные 

числа матрицы A.  (4 балла) 

Решение. Для матрицы A сумма собственных чисел равна следу Sp(A), а произведение – 

определителю det(A) матрицы. Таким образом, обозначив собственные числа матрицы через 

,,, 321   мы имеем: .16,8 321321  Далее, в определителе ),det( EA  где E – 

единичная матрица, к первой строке добавим сумму двух последних. В результате получим 

определитель, у которого каждый элемент первой строки  равен .4   Следовательно, матрица 

A имеет собственное число .41   Тогда два других удовлетворяют системе уравнений 

.4,4 3232  Она имеет решение .232   

Ответ. 4; 2; 2. 

3. Показать, что .
16e1

arctge 3

0
2

2 





dx
x

x

x

  (5 баллов) 

Решение. Проведём оценку данного интеграла, учитывая, что
4

arctg
2

2 
x : 

,
164244

earctglim
4

earctg
4e1

e
4e1

e
4e1

arctge

322
0

2

0
2

2

0
2

2

0
2

2










 











 



























x

x

x

x

x

x

x

x

x ddx
dx

x

что и требовалось проверить. 

4. Исследовать на сходимость ряд .111)1(
1

2
)1(


















n

nnn

nn
  (10 баллов) 

Решение. Абсолютной сходимости здесь нет, так как ряд 














1

111
n

n

nn
сравним с рас-

ходящимся рядом .1
1



n n
 Исследуем данный ряд на сходимость. Заметим, прежде всего, что 
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12
)1(

)1()1( 



 k

nn

 при нечётном Nkkn  ,12  и k

nn

)1()1( 2
)1(




 при чётном .,2 Nkkn   

Следовательно, любая частичная сумма данного ряда распадается на сумму двух частичных 

сумм для знакочередующихся рядов 
























1

12
1

12
11

12
1)1(

k

k

k

kk
и  .

2
11

2
1)1(

1

2
















k

k

k

kk
       (1) 

Проверим для них признак Лейбница. Возьмём последовательность .,111
Nn

nn
a

n

n 







  

Для неё .01limelim 
 n

a
n

n
n

 Рассмотрим функцию .1,111)( 







 x

xx
xf

x

 Её производ-

ная равна .
2
1

1
111ln111)( 































xxxxx
xf

x

 Поскольку 
xx

111ln 







  при x > 1, то 

.1,0
)1(2

1
2
1

1
11

2
1

1
111ln 



















 x

xx

x

xxxxxx
 Таким образом, 1,0)(  xxf  и, 

значит, последовательность na  убывающая. Оба условия признака Лейбница для каждого из 

рядов (1) выполняются, они сходятся, следовательно, сходится также и данный ряд. Его схо-

димость – условная. 

Ответ. Сходится условно. 

5. Найти уравнение кривой, если известно, что площадь S, ограниченная кривой, осью 

абсцисс, прямыми ),1(,1  xxxx  равна .
2

12 


xxy
S   (8 баллов) 

Решение. При x = 1 из выражения для площади следует, что y = 0. Далее, поскольку 

,
1

x

ydtS  то .
2

12

1




xxy
ydt

x

 Продифференцировав почленно это уравнение, мы получим: 

xyyx 2  или .22
2 xx

y

xx

yyx















 Отсюда, .ln2 Cxxy   Подставив сюда начальное 

условие y(1) = 0, найдём C = 1. Окончательно, .ln2 xxy   

Ответ. .ln2 xxy   

6. Функция )(x  дифференцируема и .0)(  x  Пусть a и b, a < b – точки экстремума 

решения дифференциального уравнения .0)(  yyx  Показать, что .|)(||)(| byay         

(7 баллов) 
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Решение. Для решения y = 0 неравенство не выполняется. Пусть y = y(x) – нетривиальное 

решение данного уравнения. Умножим обе его части на y  и затем проинтегрируем почленно 

по отрезку [a, b]:  

.0)()()()()(  
b

a

b

a

dxxyxydxxyxyx     (1) 

Интегрируя по частям первый интеграл, получим, учитывая условие задачи: 

.)())((
2
1)())(()))(())()(((

2
1

)())(())()((
2
1))(()(

2
1)()()(

2222

222





























b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxxyxdxyaybyx

xdxyxyxxydxdxxyxyx

 

Второй интеграл в (1) равен .))((
2
1)()( 2

b

a

b

a

xydxxyxy   Значит,  

.)())(())((0))((
2
1)())((

2
1 2222

 
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxxyxyxydxxxy  

Отсюда, так как ,0)())(( 2 
b

a

dxxxy  мы получаем: 

.|)(||)(|0))(())((0))(( 222 byayaybyxy
b

a
  

7. Определить математическое ожидание случайной величины X со следующей табли-

цей распределения: 

kx  1 2 3 . . . k . . . 

kp  p  pq  2pq  . . . 1kpq  . . . 

В таблице .1,0 pqp    (4 балла) 

Решение. Искомое математическое ожидание равно .)(
1

1

1

1










 
k

k

k

k kqpkpqXM  Про-

суммируем ряд .1||,
1

1 




 xkx
k

k  Проинтегрируем его по отрезку  [0, x] и воспользуемся суммой 

ряда геометрической прогрессии: .1
1

1
10 1

1 













x
xdtkt

k

k
x

k

k  Отсюда, после почленного 

дифференцирования находим: .
)1(

1
2

1

1

x
kx

k

k








  Следовательно, .1
)1(

)( 2 pq

p
XM 


  

Ответ. 1/p. 
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32. Математическая олимпиада БНТУ 2019 года

15 апреля 2019 года 

1. Вычислить предел  .sin1sinlim xx
x




  (4 балла) 

)(xFn

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1990 года (задание 5). 

2. Найдите многочлен  наименьшей степени, принимающий максимальное значе-

ние 8 при x = –1 (т.е. 8)1( nF ) и минимальное значение –19 при x = 2 (т.е. .19)2( nF ) 

(7 баллов) 

Решение. Многочлен степени ниже третьей, очевидно, не может быть искомым. Найдём 

многочлен третьей степени, удовлетворяющий условию задачи. Запишем его в виде: 

.)( 32
2

1
3

03 axaxaxaxF 

Его производная равна .23)( 21
2

03 axaxaxF  Тогда для коэффициентов этого многочлена 

мы получаем систему линейных уравнений: 





















.0412
,023

,19248
,8

210

210

3210

3210

aaa

aaa

aaaa

aaaa

В расширенной матрице 



























0
0
19
8

01412
0123
1248
1111

этой системы из второй строки вычтем первую, далее разделим вторую строку на три и в по-

лучившейся матрице из третьей и четвёртой строк вычтем вторую. В результате придём к мат-

рице .

9
9
9

8

0039
0030
0113
1111



























 Решая систему линейных уравнений с этой расширенной матри-

цей, получим: .1,12,3,2 3210  aaaa Значит, .11232)( 23
3  xxxxF

Ответ. .11232 23  xxx
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3. Найдите центр и радиус окружности, заданной уравнениями: 








.01
,6222

zyx

xzyx           

(7 баллов) 

Решение. Окружность находится в пересечении сферы с уравнением xzyx 6222  и 

плоскости .01:  zyx  Так как ,9)3(6 222222  zyxxzyx  то центром 

сферы является точка ),0,0,3(1O  а её радиус R равен 3. Центр окружности 2O представляет 

собой точку пересечения прямой L, проходящей через центр сферы перпендикулярно плоско-

сти Π с этой плоскостью. Прямая L имеет каноническое уравнение ,
111

3: zyx
L 

  значит, 

координаты точки 2O  являются решением системы линейных уравнений 













.01

,
111

3

zyx

zyx

 Ре-

шая эту систему, находим .
3
4,

3
4,

3
5

 zyx  Стало быть, центр окружности имеет коор-

динаты .
3
4,

3
4,

3
5

2 







O  Радиус r окружности найдём по теореме Пифагора: .|| 2

21
2 OORr   

Так как ,
3
4,

3
4,

3
4

21 







OO  то .

3
33

9
1639 r  

Ответ. .
3
33;

3
4,

3
4,

3
5









  

4. Вычислить .
2

0
)cos()cos(








 



 ab

bxax

dx
b

a

  (5 баллов) 

Решение. Обозначим данный интеграл через I. Мы можем записать его в виде: 

.
)2cos()cos(

2



b

a baxab

dx
I  

Проведём в нём замену переменной ,
2

ba
xt


  в результате которой получим интеграл:

.
2cos)cos(

4
2

0







ab

tab

dt
I  После несложных тригонометрических преобразований он приво-

дится к виду: .
tg

2
ctgcos

2
sin

2 2

0 2222

















ab

t
ab

t

dt

ab
I  Следовательно, 
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.
)sin(

)cos(ln2

2
tg

2
ctg

2
tg

2
ctg

ln
)sin(

2

tg
2

ctg

tg
2

ctg
ln

2
ctg2

1

2
sin

2

tg
2

ctg

tg

2
sin

2
2

0

2

2

0 222

ba

ba

abab

abab

ab

t
ab

t
ab

abab
t

ab

td

ab
I

ab

ab












































Ответ. .
)sin(

)cos(ln2
ba

ba





5. Исследовать на сходимость ряд: .
1

1

1


















n

n

m

n

n

m   (6 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1990 года (задание 6). 

6. Дано уравнение .









x

y

x

y
y  Какой должна быть функция ,










x

y
 чтобы общим ре-

шением данного уравнения была функция 
||ln Cx

x
y  ?  (6 баллов) 

Решение. Данное уравнение является однородным дифференциальным уравнением пер-

вого порядка. Проведём в нём замену переменной y = xz, в результате которой получим урав-

нение ).(zzx   Общее решение этого уравнение мы можем записать  в виде .
||ln

1
Cx

z   Диф-

ференцируя эту функцию, получим: .
||ln

1 2

2 x

z

Cxx
z   Тогда 2zzx  и, следовательно, 

.)( 2zz 

Ответ. .
2




















x

y

x

y

7. Вычислите определитель .
.......
.......

xzzzzz

yxzzzz

yyyxzz

yyyyxz

yyyyyx











 (9 баллов) 
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Решение. Обозначим данный определитель через .n  Вычтем в нём вторую строку из 

первой и раскроем затем полученный определитель по первой строке: 

.
......

)()(
.......
.......

0000

1

xzzzz

yxzzz

yyxzz

yyyxz

yyyyz

xyzx

xzzzzz

yxzzzz

yyyxzz

yyyyxz

xyzx

nn

























   

В определителе справа первую строку вычтем из всех остальных и разложим его по первому 

столбцу: 

.)(

0
00
......
000
0000

......
2









 nyxz

yxyzyzyz

yxyzyz

yxyz

yx

yyyyz

xzzzz

yxzzz

yyxzz

yyyxz

yyyyz





















 

Тогда .)()()()()( 1
1

2
1







  n

n

n

nn yxzzxyxzxyzx  Транспонируя определи-

тель ,n после аналогичных вычислений получим: .)()( 1
1



  n

nn zxyyx  Исключив из 

последних двух равенств ,1n  находим:  

,)()(
yz

zxyyxz nn

n



  если zy   и ),)1(()( 1 ynxyx n

n    если y = z. 

Ответ. 

















 .),)1(()(

,,)()(

1 zyynxyx

zy
yz

zxyyxz

n

nn

n
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33. Математическая олимпиада БНТУ 2021 года 

24 апреля 2021 года 

 

1. Найти ,2021A где 











24
32

A .   (4 балла) 

Решение. Так  как 22
632 ,2,

816
128

EEAA 











 – единичная матрица второго по-

рядка, то 

.
24
32

2)2()( 40402673
2

6267332021







 
 AEAAA  

Ответ. .
24
32

24040







 
 

2. Найти минимальную площадь параллелограмма, построенного на векторах OA  

и ,OM где  ),(),1,1(),0,0( yxMAO точка на линии с уравнением 
xy  e2 .   (5 баллов) 

Решение. Площадь S указанного параллелограмма равна 

xx|yx||

yx

kji

||OMOA|S  e2
0
011 . 

Поскольку ,e21 xS  то 2lnx – точка минимума этой функции и .2ln1min S  

Ответ. .2ln1min S  

3. Найти выражение для производной n-го порядка функции 
x

dt
t

t
y

1

sin
 через её произ-

водную (n–1)-го порядка.   (6 баллов) 

Решение. Так как ,sinsin
xyx

x

x
y  то, дифференцируя последовательно обе части 

последнего равенства, получим: 

.)(sin)1(
...........................

,)(sin3
,)(sin2

,)(sin

)1()()1(

IV

 







nnn xxyyn

xxyy

xyxy

xyxy
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Поскольку ,
2

)1(sin)(sin )1(







 
 n

xx n  то ,
2

)1(sin)1( )()1(







 
  n

xxyyn nn  откуда 

.)1(
2

)1(sin1 )1()(
















 
 nn yn

n
x

x
y  

Ответ. .)1(
2

)1(sin1 )1()(
















 
 nn yn

n
x

x
y  

4. Среди всех прямых, проходящих через точку ),0,3(0M найти наиболее удаленную от 

параболы .2xy     (6 баллов) 

Решение. I. Для искомой прямой нормальная прямая к параболе проходит через точку 

.0M  Найдём соответствующую точку ),( yxM на параболе. Нормальный вектор в этой точке 

равен .2 jixn   Он коллинеарен вектору ),,3(0 yxMM  значит, .1
3

2
yx

x 



 Отсюда, 

032  xxy  и, так как ,2xy   то .032 3  xx  Единственным действительным корнем этого 

уравнения является .1x  Значит, нормальным вектором искомой прямой является вектор 

.2 jin   Тогда уравнение прямой с наибольшим расстоянием от параболы имеет вид 

0)3(2  yx  или ).3(2  xy  

II. Все такие прямые имеют уравнения ).3(  xky  Расстояние ),( kxf  от точки ),( 2xx  

на параболе до прямой равно .
1

)3(),(
2

2






k

xxk
kxf  Найдём расстояние )(k от параболы до 

этой прямой. Поскольку ,
1

2),(
2 




k

xk
kxf x то 

2
k

x   – критическая точка функции ),( kxf , 

которая является точкой минимума этой функции и, значит, .
14

12)(
2

2






k

kk
k  Осталось найти 

максимум функции ).(k Так как ,
1)1(4

)26)(2(
1)1(4

212)(
22

2

22

3











kk

kkk

kk

kk
k то максимум до-

стигается при .2k  Следовательно, искомая прямая имеет уравнение ).3(2  xy  

Ответ. ).3(2  xy  

5. Материальная точка, двигаясь по прямой с непрерывным ускорением, прошла за 

единичный промежуток времени единичный отрезок, причем в начальной и конечной точках 

она находилась в состоянии покоя. Доказать, что найдется момент времени, когда ускоре-

ние материальной точки было по абсолютной величине не меньше четырех.   (9 баллов) 
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Решение. Обозначим пройденный путь, скорость и ускорение в момент времени t через 

),(),(),( tatvts  соответственно. Предположим, от противного, что .10,4)(  tta Тогда, 

учитывая, что 
t

dssatv
0

,)()(  мы получаем .10,4)()(
0

  ttdssatv

t

 С другой стороны, 


t

dssatv
1

)()(  и, значит, .10),1(4)()(
1

  ttdssatv
t

 Далее, поскольку в любой момент 

времени 
t

dssvts
0

,)()(  то  

.1
2
1

2
1)1(22

)1(44)()()()1(1

1

2/1

22/1

0

2

2/1

0

1

2/1

2/1

0

1

2/1

1

0



   

tt

dtttdtdttvdttvdttvs

 

Противоречие. 
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34.1. Математическая олимпиада БНТУ 2022 года (1 курс) 

1. Вычислить .
01
10 1994











   (3 балла) 

Задача с таким же условием предлагалась на олимпиаде БГПА 1998 года (задание 1). 

2. Доказать, что для любого действительного α верно неравенство

.20
2733

3sincos
5,0cossin









При каких значениях α справедливо равенство?   (4 балла) 

Решение. Обозначим определитель в левой части неравенства через Δ. В строках этого 

определителя записаны координаты трёх векторов:  

.2733,3sincos,5,0cossin kjickjibkjia 

Геометрически |Δ| представляет собой объём параллелепипеда, построенного на векторах 

.,, cba Он не превышает объёма прямоугольного параллелепипеда с рёбрами .|||,||,| cba  

Таким образом, .20449273125,01||||||||  cba  Равенство будет дости-

гаться, когда векторы cba ,, будут составлять прямоугольный положительно ориентирован-

ный базис, т.е. accbba  ,,  и 0  или, использовав скалярное произведение, 


















.01cos7sin33

,032sin7cos33

,035,0sincoscossin

0accbba

Первое уравнение системы, которое мы можем переписать в виде ,
2
32sin   системы имеет 

корни Zkk 


 ,
6

 или .,
3

Zll 


  Корни первой группы не удовлетворяют послед-

ним двум уравнениям системы. Подстановка корней второй группы во второе и третье урав-

нения даёт: .01)1(,03232)1( 1  ll  Отсюда следует, что целое l должно быть чёт-

ным. Таким образом, .,2
3

Znn 


  Проверка показывает, что для таких α определитель 

Δ равен 20. 

Ответ. .,2
3

Znn 



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3. Найти все целочисленные решения системы уравнений














.1085168
,72146
,182

232

232

232

zyx

zyx

zyx

(6 баллов) 

Решение. Умножая обе части первого уравнения на 14 и затем вычитая из него почленно 

второе уравнение, получим: .180278 22  zx  После несложного перебора находим четыре ре-

шения этого уравнения: .2,3  zx  Для каждого из этих решений y = –1. 

Ответ. (3, –1, 2), (–3, –1, 2), (–3, –1, –2), (3, –1, –2). 

4. Найти множество точек плоскости, из которых эллипс виден под прямым углом.

(5 баллов) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БГПА 1995 года (задание 2). 

5. Построить геометрическое место точек перегиба графиков решений уравнения

.e yxy     (4 балла) 

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1987 года (задание 5). 
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34.2. Математическая олимпиада БНТУ 2022 года (2 курс) 

1. Доказать, что если ab + bc + ca = 0, то .)( 3222

2

cba

bac

acb

cba



Решение. В определителе 
bac

acb

cba

  к первой строке добавим остальные, вынесем 

общий множитель за знак определителя и разложим полученный определитель по элементам 

первой строки: 

).)(())((

)(
111

)(

222222 cbacbacabcabcbacba

ac

cb

bc

ab

ba

ac
cba

bac

acbcba


















Тогда 

.)()))((2()()( 32222222222222222 cbacbacabcabcbacbacba 

2. Пусть .)0(arctg1

0
22 


 dx
x

x
I  Доказать, что .11ln

lim
0









I

Эта задача предлагалась в первом туре олимпиады БПИ 1987 года (задание 4). 

3. Вычислить интеграл   .arctg9arctglog
4

4

2||
3






 dxxx x

Решение. Преобразуем данный интеграл, который мы обозначим через I: 

  .arctgarctg9log||2
arctgarctg9

9log
4

4

2||
3

4

4

4

4

2||

||

3 



















 dxxxdxxdx
xx

I x

x

x

Проведём во втором интеграле справа замену переменной x = –t. Тогда 

  .
168

arctgarctg9log4
224

4

2||
3

4

0





 








IIdtttdxxI t

Ответ. .
16

2
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4. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой ,13
2

3
2

 yx где ,0,0  yx и осями ко-

ординат. 

Решение. Эта линия имеет параметрические уравнения ,
2

,0,cos,sin 33







 
 ttytx  т.е. 

является дугой астроиды в первой четверти. Тогда: 






























2

0

2
2

0

2
2

0

2

2

0

2
2

0

24
2

0

33

2sin2cos2sin
8
32sin)2cos1(

8
3

)2cos1()2cos1(
8
3sincos3sincos

tdtttdttdtt

dtttdttttdtS

.
32
3

3
2sin4sin

4
1

16
32sin2sin

2
1)4cos1(

2
1

8
3 2

0

32

0

2

0

2
2

0



















































t

ttttddtt

Ответ.  .
32
3

5. Доказать, что .2ln1
2)1(

1
1







n
nnn

   (7 баллов) 

Решение. Рассмотрим степенной ряд ,
)1(1

1








n

n

nn

x  сходящийся, как нетрудно проверить 

на отрезке [–1, 1]. Обозначим его сумму через f(x). Продифференцируем дважды почленно 

этот ряд и воспользуемся суммой ряда геометрической прогрессии: .
1

1)(
1

1

x
xxf

n

n


 





 Те-

перь дважды проинтегрируем функцию 
x1

1 по отрезку [0, x], ],1,1[x учитывая, что 

:0)0()0(  ff

  ,)1ln()1()1ln()1ln(
1

11)1ln(

1
)1ln()1ln()1ln()1ln()(

)1ln()1ln(
1

)(

0
0

00
0

0

0
0

xxxttxxdt
t

xx

t

tdt
xxttdttdttxf

xt
t

dt
xf

x
x

xx
x

x

x
x




























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т.е. .)1ln()1()( xxxxf   Тогда .2ln1
2
1

2
1ln

2
12

2
12

2)1(
1

1


























f
nnn

n
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35.1. Математическая олимпиада БНТУ 2023 года (1 курс) 

28 апреля 2023 года 

1. Найти параметр m, при котором целые положительные значения величин x, y, z, u, v

были бы наименьшими, если они удовлетворяют системе уравнений: 
























.6
,5
,4
,3
,2

mxv

mvu

muz

mzy

myx

Решение. Пусть kS – уравнение с номером k данной или преобразованной системы. Про-

ведём преобразования уравнений данной системы в последовательности: 

.6,5,4,3 455344233122 SSSSSSSSSSSS 

В результате получим :5S .
721
265265721 mxmx  Тогда из первых четырёх уравнений по-

следовательно находим: .
721
76,

721
129,

721
148,

721
191

mvmumzmy  Значит, целые положитель-

ные значения величин x, y, z, u, v будут бы наименьшими при .721m

Ответ. .721

2. Найти все значения a, при которых множество

}0|),{(}12|),{( 22  ayxyxxyxyx 

содержит только одну точку. Указать эту точку. 

Решение. Данное множество представляет собой пересечение круга, ограниченного 

окружностью с уравнением ,)2()1(12 22222  yxxyx  с полуплоскостью, распо-

ложенной ниже прямой с уравнением .0 axyayx  Следовательно, множество бу-

дет состоять из единственной точки только в случае касания снизу прямой с окружностью.  

O2 1 1 2
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5
y
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Найдём параметр a и точку касания, учитывая, что система уравнений 









0
,1222

ayx

xyx

должна иметь единственное решение. Исключая неизвестное y из системы, мы придём к квад-

ратному уравнению .01)1(22 22  axax Его дискриминант )1(8)1(4 22  aaD дол-

жен быть равен нулю. Уравнение 0)3)(1(0)1(8)1(4 22  aaaa имеет корни

11 a и .32 a Условию задачи удовлетворяет первый корень и прямая 01 yx  касается 

окружности в точке (0, –1). 

Ответ. a = –1 и ).1,0(}01|),{(}12|),{( 22  yxyxxyxyx 

3. Даны такие три попарно неколлинеарных вектора ,,, cba  что вектор ba  коллине-

арен вектору ,c  а вектор сb  коллинеарен вектору .a  Найти длину вектора .cba   

Решение. Так как ,||)( cba   то для некоторого числа x выполняется равенство 

.cxba  Аналогично, найдётся число y, для которого .ayсb   Тогда 

.)1()1( aycxcba 

Отсюда, учитывая, что векторы a и c неколлинеарны, мы заключаем, что x + 1 = y +1 = 0. 

Значит, 0 cba  и .0||  cba  

Ответ. 0. 

4. Найти предел .
12

tglim
1
x

x x

x















Решение. Здесь мы имеем неопределённость вида .0 Найдём, используя правило Ло-

питаля, предел логарифма данной функции. 

.0
12

1lim2

12
sin)12(

1lim2

12
2sin)12(

1lim2

12
2sin)12(

1lim2

)12(
12

cos

1

12
tg

1lim12
lntg

lim12
lntg

lim

2

22

2
2

















































































x

x
x

x

x
x

x

x
x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

xx

xx

xxx
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Тогда .1e
12

tglim 0

1
















x

x x

x

Ответ. 1. 

5. Определить наибольшее значение секундного расхода воды ,yhcyQ   где y – диа-

метр круглого отверстия в плотине, h – глубина низшей точки отверстия (h и эмпирический 

коэффициент c – величины постоянные). 

Решение. Так как ,0)()0(  hQQ  то искомое наибольшее значение достигается в кри-

тической точке функции ).(yQ  Её производная равна 

.
2

)32(
2 yh

yhc

yh

y
yhcQ























Значит, 
3

2h
y  – критическая точка и, следовательно, .

3
2

3
2 2

3

max 


















h
c

h
QQ

Ответ. .
3

2
2
3








 h
c
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35.2. Математическая олимпиада БНТУ 2023 года (2 курс) 

28 апреля 2023 года 

1. Сколько различных четырёхзначных чисел, делящихся на 4, можно составить из цифр

1, 2, 3, 4, 5, если каждая цифра в записи числа может встречаться несколько раз? 

Решение. Каждое из таких чисел может заканчиваться на 12, 32, 52, 24, 44. Первые две 

цифры могут быть любыми из этого набора. Следовательно, существует 125555   указан-

ных чисел. 

Ответ. 125. 

2. Функция z аргументов x и y задана системой уравнений














.
,

,

33

22

vuz

vuy

vux

Найти .,
y

z

x

z









Решение. Продифференцировав почленно первое и второе уравнения системы по пере-

менной x, получим: 






























.022

,1

x

v
v

x

u
u

x

v

x

u

Отсюда следует, что .,
vu

u

x

v

uv

v

x

u













 Анало-

гично, из системы 

































122

,0

y

v
v

y

u
u

y

v

y

u

 мы найдём .
)(2

1,
)(2

1
uvy

v

vuy

u













  Дифференцируя, 

далее, почленно третье уравнение по переменной x, мы получаем:

.33333
22

22 uv
vu

uv

uv

vu

x

v
v

x

u
u

x

z






















Аналогично,  ).(
2
3

)(2
3

)(2
333

22
22 vu

uv

v

vu

u

y

v
v

y

u
u

y

z






















Ответ. ).(
2
3,3 vu

y

z
uv

x

z











3. Найти закон прямолинейного движения материальной точки массы m, если известно,

что работа действующей на точку силы пропорциональна времени t, протекшему от начала 

движения (коэффициент пропорциональности k). Начальный путь и начальная скорость 

равны, соответственно, 0s  и .0v  
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Решение. Пусть ))((),( tsFtss   – пройденный путь и действующая на точку сила в мо-

мент времени t, соответственно. Работа силы по истечении времени t равна  
t

dssF
0

)())(( и, 

значит, по условию задачи ,)())((
0

ktdssF
t

 откуда после почленного дифференцирования

мы получаем: .
)(

))(()())((
ts

k
tsFktstsF


 Тогда по второму закону Ньютона, мы можем

записать: .)()(
)(

)())(()( ktstsm
ts

k
tsmtsFtsm 


  Проинтегрируем почленно послед-

нее уравнение: .
2

))(()()(
0

2

0

kt
s

mktdssm

tt




 Отсюда, учитывая, что ,)0( 0vs  мы 

находим: 

.
3

2
3

2
3

2
3

2)(2)(

0

3
02

3

2
0

3
0

2
3

2
00

0

2
3

2
00

0

2
00

2
0

s
k

mv
vt

m

k

k

m
vvt

m

k

k

m
s

v
m

k

k

m
sdv

m

k
stsvt

m

k
ts

t

t













































 

Ответ. .
3

2
3

)( 0

3
0

2
3

2
0 s

k

mv
vt

m

k

k

m
ts 










4. Вычислить ,ee

0

22


  

dx
x

bxax

 где a > 0, b > 0. 

Решение. Рассмотрим несобственный интеграл 



0

2

e)( dxxyI yx  с параметром y, таким, 

что .00  yy  Он сходится и равен .
2
1e

2
1e)(

00

22

yy
dxxyI yxyx 








  Поскольку, очевидно, 

,,0,ee 0

2
0

2

yyxxx
xyyx 

  то интеграл )(yI  сходится равномерно и, следовательно, допус-

кает интегрирование по параметру под знаком интеграла. Таким образом, с одной стороны, 

,ln
2
1

2
)(

a

b

y

dy
dyyI

b

a

b

a

 

а, с другой, мы имеем: 
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.eeee)(
000

222
2

 
  

 











 dx

x
dx

x
dxdyxdyyI

bxax
b

a

yxb

a

yx
b

a

Значит, .ln
2
1ee

0

22

a

b
dx

x

bxax





 

Ответ. .ln
2
1

a

b  

5. Найти сумму S ряда .
543

1
432

1
321

1










Эта задача предлагалась во втором туре олимпиады БПИ 1986 года (задание 7). 
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