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Рассмотрим процесс одномерного циклического деформирования слоистой иде
альной упругопластической среды, при котором деформация к-го слоя представима в 
виде:

ek = Д. cos со/. (1)
На рисунке приведена диаграмма Прандтля для циклического деформировании. 

В угловых точках, обозначенных римскими цифрами, деформации и время их достиже
ния будут следующими:

I. sk =  Ак,  co/j =  0 ;

II. ек =Ak - o k/Gk ,

<Jk
IV I---------------------- у-------- Г

(ot2 =  arccos(l - а | c,/AkGk); 
III. ek =  -A k ,  a>t3 =  n ;

-A  / /  / ! 0,1 e k  < b
i j  / 0  J  Л ‘

VI. ek = - A k + a k/Gk ,
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© ? 4 = п + arccos(l -  стк /  AkGk). (2)

Здесь и в дальнейшем для удобства номер слоя к будем писать везде без скобок 
и в модуле сдвига -  вверху.

При переходе от одной точки к другой напряжения меняются следующим образом:
I -  >П. ? ,<?<?2, a k = a k -2 G k(Ak - s k),
стк = 2GkAk cos©? -  2GkAk + ;

II-  >III. ? 2 < ? < ?3 , a k = -<7k;

III-  >IV. ?3<?<?4, ok =2GkAkcos(£>t+ 2GkAk - a k\
IV - » I. ?4 <?<?1? стк =ст£; (3)
где значения моментов времени ?i,..., / 4  определяются из (2 ).

Разумеется, напряжение не будет гармонической функцией времени, но, по
скольку процесс установившийся, его период будет такой же, как и у деформаций (1). В 
соответствии с соотношениями (3) напряжение будет кусочно-гладкой функцией, кото
рую можно разложить в ряд Фурье. Основное допущение данного раздела состоит в 
том, что в разложении будем удерживать только первую гармонику:

a k (0 = 2Gj[Ak cos©? -  2G\Ak sin©?, (4)
где

GRk =- ©
2 я/ш

f<Tk(?)cos©?d?, Gjk = ---- —— fak (?)sin©?af?.
J 2Akn J

2n/<n

2A]C7i 0 0
Подставив сюда выражения для напряжений (3), получим:

G£ =
Gk, А к<

Gk агсса

2Gk ’

/ 1

\  GkAk
1- ak ^

GkA,■k J
J . a?smarccos 1-------
\  GkAk

k > 

/

ct;

G,k =

Ak > ,
2 Gk

О, Лк<- ak
2Gk 

2ak (cr k¥ A k> CTk
(4)

l7iAk nA$Gk ’ 2Gk
Рассмотрим случай линейно вязкоупругого материала. При деформировании по за

кону ( 1 ) для напряжений получаем:

стк = 2GkAk 

(
= 2Gk А

coscat- J/?k(?-x)coscoxrfx
—СО

00
cos cof- |i?k(x)cosco(?-T)c?x

Отсюда

где
c k (?) = 2G%0Ak cos©? -  2Gf0Ak sin©?,

f  00
GRq = Gk(l -  Rk) = Gk 1- Ji?k(x)cos©t(/T

/  со
GJq = Gk(l -  Rk) = Gk 1- Ji?k(x)sin(ox(?x

(5)

V 0
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i?ck, Rk -  косинус- и синус-Фурье образы ядра релаксации Rk(t) .
Если идеально упругопластический материал обладает реономными свойствами, 

описываемыми соотношениями линейной вязкоупругости, то результирующие выра
жения для напряжений получим наложением формул (4) -  (5):

где
а к (/) = 2 G£aAk coscot -  2GfaAk sin cot,

Gk =

Gk( l - ^ k), A k<

G k f
arccos 1- O:

2Gk
к A

GkA
<Ут ^

'ckA
стк )smarcco$ 1----- — - 7tft.k

Gk A )

(6)

Ak >

G kA k, A k <

2Gk ’ 
ak .

2 Gk

—  - - M L  + Gk̂ k, A k> —  
TiA nAk2G k 2  G k

Следует отметить, что в соотношениях (6) составляющие модуля сдвига G ^ , G,k за
висят от частоты установившихся колебаний со, которая входит в выражения для 
Фурье-образов Rk, Rk ядра релаксации.

При обобщении процесса одномерного деформирования на трехмерный случай, 
предполагается, что компоненты девиатора деформаций в к-оы слое изменяются по за
кону:

э |(х ,t) = e\{x)em\  х = {х,,х2,х 3}. (7)

В силу нелинейности физических уравнений состояния для рассматриваемого вязко
упругопластического материала, напряжения не будут изменяться в соответствии с де
формациями (7). Раскладывая их в ряд Фурье и удерживая только первый член (моно- 
гармоническое приближение), получим следующие амплитудные соотношения:

<ук = К квк, s \ = 2 G ke\,  (8)

где Gk = G&b + iGkm -  амплитудно-зависимый комплексный модуль сдвига материала 
к-го слоя, со -  действительная частота, <7k,0 k, s,k, е\ -  постоянные во времени ком
плексные амплитуды.

В дальнейшем предполагаем, что соотношения (8) справедливы и в случае, если 
комплексные амплитуды суть медленно меняющиеся функции времени. В частности, 
если © представляет собой комплексную частоту.

Перемещения в трехслойном элементе конструкций при свободных колебаниях 
принимаются в виде:

и\ (х, t) = A Uk (х, А)е'(а »+еАш)' + е2... (9)

Здесь А -  произвольная комплексная амплитуда; ©о -  собственная частота упругой 
оболочки; Асо(АА) -  искомая комплексная добавка частоты колебаний; Uk-  собствен
ная форма колебаний; е -  малый параметр.

Движение (9) должно удовлетворять с невязкой порядка е2 принципу возможных пе
ремещений (в амплитудах, суммирование по повторяющимся индексам г,у):

Kk0kS0k +2GkekSek)dVk -  j p k SukdVk- s  J
k=i l vk vk d t  vk

а также нулевым граничным условиям в перемещениях.

2 A G ke kS e kd V k + s 2. . . \  =  0 , (10)
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Решение ищем в виде разложения в ряд по малому параметру:

t/jk (х, А) = и Г  (х) + ги ^ \х , А)+ е2...
Для нулевого приближения из (10) получаем

J(A Tke kf‘» 5 e k +  2 G ke k(0)5 e * )rfK k +cog [ =  0 ,
к=1 [  Vk Vk j

J p 4 k(V ° V F k =1. (11)
vk

Уравнение (И ) совпадает с задачей о собственных колебаниях упругого слои
стого тела, в которой wk(0) -  ортонормированная собственная функция.

Для первого приближения следует уравнение

] М -  f(^ kek(,)50k + 2Gkek(!)5ek)JFk + 0)2 JpkMk(1)8wk̂ k  -
k=l [  Vk vk

-  2 |A G ko k(0)5 e kJ F k +  2Ao> j p kMk(0)S M ,W k U  0, G k =  G k +  A G k . (12)
Vk vk J

Уравнения (12) имеет решение при выполнении необходимого условия

-  X  J & G 'eW >ef>drk +Дсо =  0 .  ( 1 3 )
к=1 Vk

Здесь AG« = AG£(AkAk, efe*), поэтому соотношение (13) дает в явном виде зависи
мость приращения частоты Доо от амплитуды колебаний АкАк.
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1. Общие положения
1.1. Изучение однотипных задач для совокупностей одинаковых по геометриче

скому и физическому описанию тел (иначе “пакетов” тел) [1, 2] может приводить к 
матричным уравнениям вида:

АХ = В, (1)
где А , В предварительно найденные, а X  -  неизвестная матрицы. Часто, в задачах механики 
и всюду ниже, рассматриваемые матрицы принадлежат кольцу Rnxn, п>  2, п <= N квадрат
ных вещественных числовых матриц. Рассмотрим, например, пакет из п е N балок, одинако
вых с геометрической и физической стороны. Пусть на каждой из балок пакета выделено по 
п е N точек, совпадающих, соответственно, при мысленном наложении балок. Предположим 
следующее: если обобщённая матрица влияния А каждой балки есть матрица влияния “сил на 
прогибы”, то матрица сил А , моделирующая нагрузку из параллельных сил, приложенных в


