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Центробежные силы вращения могут использоваться при создании машин, име­
ющих малую энерго- и материалоемкость, обеспечиваюпщх экологйчесі^ю защшу 
окружающей среды.

Неизученным до настоящего времени с точки зрения динамики остается вопрос 
движения сыпучих материалов за счет сил трения, возникающих от действия центро­
бежных сил, на внутренней поверхности конуса, ось вращения которого горизон­
тальна.

Основные кинематические параметры материальной точки, движущейся по ок­
ружности представлены на графике (рис.1). Угловая скорость и кинетическая энер­
гия точки с увеличением радиуса вращения изменяются по параболам; первая - по 
убывающей, вторая - по возрастающей, центробежная сила - пропорционально изме­
нению радиуса вращения.

На рис. 2 представлены фронталь-ная и профильная проекции сечений конуса с 
сыпучим материалом на его поверхности. Рассечем условно сыпучий материал на 
слои элементарной толщины. Подвижную систему координат выберем с центом в 
точке О. Слой номер 1 непосредственно контактирует с поверхностью конуса и дви­
жется совместно с ним. Окружная скорость ю угловой скорости конуса. Относи­
тельно подвижной системы координат этот слой находится в состоянии покоя.

/ /

Рис. I Зависимость угловой скорости кинетической энергии, центробежной силы от

радиуса вращения
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На него действуют силы:
< тяжести Fc.t:= mg; реакция поверхности N, направленная по нормали к цент* 

|»у; трения F rp=  /N , направленная по касательной в сторону вращения; инерции 
•inoOjPf. Отсюда имеем:

- N + mg cos mtH) (1)

/N  - mg sin mt = 0 (2)

Из уравнения 1 находим нормальную силу N и, подставив ее в 2, заменив при 
•пом коэффициент трения /  ив tg ę , получим:

№ mg(m̂ /̂g+ cos cot) и tgq>«: g ( sin mt cos ш - cos cut sin m) / cos <p.

Pua 2 Фронтальная и профильная проекции сечений конуса с сыпучим материалом

После преобразования будем иметь выражение:

(ш*р̂  sin<p)/g *  sm(mt-<p). (3)

Уравнение 3 и значение нормальной силы N из уравнения 1 определяют усло­
вие, при котором частицы первого слоя находятся в состоянии покоя на поверхности 
вращающегося конуса. Выражение 0)^p|/g есть кинематический параметр, характе­
ризующий режим движения конуса через отношение центробежного ускорения к ус­
корению силы тяжести. Данное условие должно подтверждаться расходом энергии 
первым слоем при вращательном движении. Элементарная работа равна:

dA» - mg sin a  d$ »  -m g sin a  d a , так как работа нормальной силы равна нулю 
( она перпендикулярна перемещению, совпадающему с касательной к оіфужносій
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радиуса р.). Выразим работу пределах от до v и от до а, получим: *  2 gp̂
(cosa-cosa^

В момент потери частицами слоя контакта с поверхностью конуса реакция ее 
N=0, следовательно, произведение m на ускорение vVp̂  должно равняться проекции 
силы тяжести на нормаль: vVp^* - mg cos а , выразив отсюда значения , полу­
чим окончательно: v̂ Vp̂  + 3g cos а  - 2g cos *  0. Из анализа этого выражения следу­
ет, что потеря частицами материала юштакга с поверхностью конуса в верхней точке 
невозможна, если для cos а  получается значение больше единицы.

Второй слой движется со скольжением по отношению к первому слою. Это зна­
чит, что скорость <Dj меньше скорости первого слоя, которая равна ш, *  ю.

Движение второго слоя можно исследовать тем же приемом. Сила инерции от 
переносного движения онределяется шоэ^р ,̂ так как абсолютное и относитель­
ное движение частиц второго слоя в данный момент совпадают и ему соответствуют 
выражение 3. В этой формуле переменная величина времени t, а другие величины 
постоянны. При некотором угле поворота время t станет больше времени tj. Части­
цы второго слоя начнут скользить относительно первого, условие 3 нарушится. От­
метим это положение точкой Mj, а угол - а , . Движение рассматриваем относительно 
подвижных осей координат хОу. Относительное движшше будет определяться: со­
ставляющей относительного ускорения d^x/dt* вдоль оси Ох. Это ускорение нагфав- 
лено вдоль радиуса Mj О к центру и является центростремительным, которое выра­
жается через . И составляющей относительного ускорения dV ^t^ вдоль оси Оу.
Это ускорение направлено по касательной и является тангенциальным r^dw j dt. Сила 
энерции от поворотного ускорения определяется величиной 2 mvw sin g. Угол g 
равен 90 Относительная скорость в поворотной системе координат оіфеделяется у  
*= В этом случае уравнение относительного движения будет иметь вид:

m d Vdt^ ** - р̂ ** mg cosa, - N, + moô p̂  - 2 moxn^Pj (4)

m d *  - mpj dm / d t »  - mg sina^ + /N j

Из уравнения 4 определим реакцию первого слоя:

(5)

(6)N *  mg cos а , + m(m^p  ̂- 2охо2Р2 + т /  р^) *  m[g cos + p (̂m - m^T

Из-за малости величины Dr можно принять р^»  р ^ .
Слагаемое (m - положительно или равно нулю, а первое - всегда положи­

тельное, если а^< 90®. Из этого следует, что частицы второго слоя в пределах а,<  90® 
не могут оторваться от первого слоя при любых угловых скоростях m и т^. Отрыв 
произойдет,если >90®. В этом случае реакция N,* 0 ,еслиgcosа^+(т-ш^)*р^ 
= 0. Откуда получим: (т  - т̂ )̂  « -g/p̂  cos а , (7)
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Вьфажение (flo - ю̂ ) является алгеброической суммой переносной и относитель­
ной (Dj угаовых сеаэростей отаосшельно одной и той же оси, поэтому эта разность 
•сть абсолютная свюрость часгац второго слоя ■ ш - .

Обозначим угол а^, коща Nj = О через , тоща условие отрыва частиц слоя 2
можно записать в виде: -q/p  ̂cos а ,, а угол а , ■ 90“ + сх̂  Абсолютная скорость
примет вид: = ^sm  > 0. Проанализируем выражение 5, подставив в него
значение силы Nj из вьфажения 6 и, учтя, что а, ■* сц *  90® + а получим :

- тр^ da^/dt» -  m [g cos а , - ^  (*®**Pi - g
Сократим обе части на - m и соберем члены с множителем g справа «  g

соіСоц - фУр  ̂ cos ф - tg  ф (8)
Продифференцируем по времени выражения: т^* ш - и а , *  90®+оц, получим:

doa^/dt^-dcO j/dt (9)

d a , / d t - d a j / d t -ш ^

Продифференцировав равенство 10 еще раз, получим:

(10)

d t^ - d * a / dt^«  dco  ̂ / d t (11)

Сопоставив выражения 9 и 11, видим, что dcOj/dt«  - d^a^/dt* (12)
Подставим в уравнение 10 значение dw^/dt и w^ hs формул 12 и 10, оно 

примет вид: -d*a/d t**  gcos(a^ ^)/p , со$ф -(d a2/dt)Ngф
или ctj-obj* tgф + g cos(a^ -ф)/р,соа ф (13)

Это дифференциальное уравнение второго порядка. Особенностью этого урав­
нения является то, что в него не входит независимое переменное t. Это обстоятель­
ство позволяет снизить порядок уравнения на единицу и в результате интегрирова­
ния получить:

(D^*»[a)*^■2gcos6sill(a^-ф^)/p,casф]e^®*’‘̂ >*«^-2gcosesin(aJ-qьe)/p, совф, щ е
tgg »»2 % ф. Приравняв значение , полученное из выражения 7, и по формуле 13,
получим выражение для оюределения угла а^, коща іфойсходйт отрыв частиц слоя 2 
от слоя 1 (точка на фронтальной проекции сечения конуса с текупщм размером 
радиуса р ,):

sm(a, - Е) - 1 /  3 cos е {iD*p,/g - 2[1+(1 - ®^p,Vg*)tg ]̂ ®»* (14)

С этого момента частицы сыпучего материала слоя 2 находятся в состоянии сво­
бодного движения. 6  этот момент каждая элементарная частица обладает линейной 
скоростью Vj= т д ,  которая направлена по касательной к окружности радиуса г,, дви­
жется как тело, брошенное под углом 90®-а ,к  горизонту. Абсолютная скорость 
(g sin Oj/p,)®»*. Горизонтальная составляющая этой скорости будет sin оц , вер-
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тикальная составляющая cos .Таким образсм перемещение частиц можно
Міфазгаь в составляющих линейной скорости sinOjHyeVjtjCOSOtj

Исключив параметр времени \ , получим: у *  х (2sm4Z2 cos а , - х / /2 s in ^ .
Если перейти от системы координат с центром в точке к координатам с цен­

тром в точке О, получим: х *  p^cos а^ - X и Y- p^sln оц .
Преобразование уравнения по отношению к ^фугой системе координат с нача­

лом в центре О при помощи формул перехода приводит уравнение к новой форме: 
Y/ р^- sin оц* (cos оц- X /р  ̂)(Х/р^ - cos cos 2о^) /2sin^a2 (15) 

Если решить уравнение 15 совместно с уравнением окружности рцдиусар^(Х 
/p,)^+(Y /p*)^»l , то это решение определит координата общих точек траектории 
движения частицы и окружности, например, точка .

Хз = р̂  cos(-3 otj) *  p^cos Y j»  р̂  sm{-3 Oj) *  sin a^. Откуда имеем значение 
угла *  -3 t t j . Частица, оторвавшаяся от первого слоя на высоте, определяемой 
углом , попадает снова на его поверхность на высоте, соответствующей углу а^,
который равен утроенному значению угла , и отсчитывается от горизонтального 
диаметра в сторону, обратную вращению конуса.

В точке Mj скорость частицы будет: 0)Д5 + 4cos2(Xj)®'*. Направление этой
скорости задает угол а^: tg = 3  ctg а^.

Угловая скорость CD̂ в момент встречи с первым слоем определяется соотноше­
нием: Шз *  sin(3a2 + а^- 90®)(5 + 4сов2аз)Ч

На рис.2 линия А - А проходит через характерную область, называемую ядром 
сыпучей массы. Эта линия перпендикулярна радиусу ц  *М ,0 , поэтому угол наклона 
ее к горизонту равен . Слои 2 ,3  и т.д., располагающиеся ниже линии А  - А, дви­
жутся в направлении вращения конуса, а расположенные выше - в противополож­
ном. Центр ядра остается относительно неподвижным.

В начальный момент времени относительная скорость ® а наіфавленйе ее
противоположно переносной скорости. Со временем сила трения будет замед­
лять относительную скорость. Движущая сила будет равна: F^sin ttj- F  и сообщит
относительное ускорение: dv^ / d t *  Fę.T.sin / ю - F ^/m .

Так как F^ *  mg, а F *  /m g  cos a ,, формула 16 примет вид:
(16)

dv^/dt =* g sin - /g  cos a, * g sin a ,(l - /  / tg a,) (17)

Из этого выражения следует, что в относительном движении ускорение посто­
янно и зависит от отношения / /tg .

Проинтегрировав уравнение 17, получим: sinaj(l-//tgcXj)t+Cy.
Приняв начальные условия: t*  О, v^, найдем постояннзпо интегрирования 

С̂ == Уд. Таким образом относительная скорость скольжения будет:
v „ * g s ł n o , ( l - / / t g / , ) t  + v„ .
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Перепишем это уравнение в дифференциальной форме:

Анализируя уравнение 18, можно видеть, что относительная скорость v изме­
няется по линейному закону относительно времени t и здесь возможны следующие 
случаи:

• /  / tg ttj > 1 , что соответствует /  = tg ф > tg ttj , хе. угол меньше угла 
трения ф. Это говорит о том, что относительная скорость у^будет непрерывно умень­
шаться от до *  О и прекращение скольжения произойдет через некоторое
время t̂ . Согласно формулы 1 получим:

/  / tg ttj = 1 В ЭТОМ случае ® ф , а относительная скорость постоянна и 
равна ® const;

/  / tg < 1 , что соответствует а , > ф , хк. tg ф < tg t t j .  Это говорит о том, 
что относительная скорость будет: + gsina,( 1- ftgOL^ t, что говорит о непре­
рывно возрастающем скольжении частиц второго и др. слоев.

Чтобы определить абсолютное перемещение центра ядра, нужно проинтегри­
ровать выражение 18 , после чего будем иметь:

* v . r ° ' ' ' . t - l / 2 g s i n o , ( / / t g o , - l ) t »  + C , .
Так как сыпучий материал находится под воздействием нормальной силы Nj, 

ітадо к переносному перемещению t прибавить относительное х , которое
направлено противоположно вращению. Поэтому абсолютное перемещению будет:
*v„ - g « ,(  /  / tg  - 1) t '

Таким образом, абсолютное движение центра ядра сыпучего материала во вре­
мени изменяется по параболическому закону. Ось времени совпадает с осью 0 - 0  
вращения конуса. Следовательно, представленный на рис.2 профильной проекцией 
конус трения с углом bj, является касательным параболоида в точках окружности 
радиуса R.

Так как нормальная сила Nj «  N sin «  m  sin Р̂  v̂ Vp. является составляющей 
центробежной силы, то создает дополнительную силу трения/msinp^v^Vp,, при этом 
суммарное относительное ускорение будет:

dv^ /d t = g sin(a,- ф) / cos ф - fm  sin Р̂  Vp ,̂ a движение возможно, когда tg ф < 
tg ttj или ttj > ф.

При увеличении относительной скорости ускорение dv^/dt уменьшается 
до О, движение становится равномерным по окружности с радиусом R , что соответ­
ствует выражению:

g sin(a  ̂ ф) / cos ф = fm  sin Р̂  v̂ /̂R “ tg ф sinp̂  m v„*/R.
Отсюда определяется угол наклона образующих конуса трения Р̂ :

• (18)
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sin P j»  gR $m(a, - ф) / (mv^^^in <p).
Согласно рис.2 баланс массы сыпучего материала на внутренней поверхности 

конуса будет: Q *  + q^, щ е Q - масса поступившего материала на коническую
поверхность,

- количество массы, задержанной на поверхности конуса,
- количество массы, сошедшей с поверхности конуса.

При установившемся режиме работы метателя Q *  const, тогда, гфодифферен- 
цировав уравнение по длине образующей конуса, получим:

X dq^̂  ̂/dx+ X d q ^ d x  *  0. Интенсивность схода сыпучей массы пропорциональ* 
на удельному поступлению, поэтому это выражение можно записать в другом виде:
X dq^^ydx *  - щ е J4 -  коэффициент пропорциональности, зависящий от пара­
метров, режима работы конуса и свойств сыпучей массы.

Разделив переменные и учитывая, что при х *  0 Q *  (q^̂  ̂+ q^) х, а при х =» L 
q^^=q^x, после интегрирования по х  в пределах от 0 до L, получим: q^=  Q , 
откуда определим длину образующей L:

L = l n ( Q / q J / f i .
Сыпучий материал снимается с кольцевой поверхности метателя специальным 

механизмом. Обладая энергией, равной Е »1/2  mcn^R^ находится в свободном поле­
те рис.З. Дифференциальное уравнение траектории полета частицы М  в векторной 
форме будет: т а  = , щ е а - ускорение точки массой m ; F ^ *  mg - сила
тяжести ; F^=kmv^ - сопротивление воздуха, направлено і^)отйвоположно движе­
нию точки (можно принять, что сопротивление пропорционально v*, если скорость 
находится в пределах от 0,2 до 240 м/с). Цроекгаруя векторное уравнение на нор-  ̂
МЕЛЬ и касательную к ней в точке М, находим:

m dY ^/d t^ -km y^-m gs ina  и m v V p * m g c o sa  (19)

Здесь р -  радиус кривизны траектории. Если гфинять бесконечно малым угол 
de, равным углу между касательными в двух близлежащих точках траектории, то тра­
екторию можно выразить в дифференциальной форме: 1/р = - йа/йа  *  dx/vdt, щ е v = 
da/d t -  скорость точки, а о  -  дуговая координата траектории. Знак “ минус “ полу­
чается потому, что угол а  уменьшается щ |и увеличении дуговой координаты о.
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Рис. 3 Траектория движения материальной точки.

В СВЯЗИ с этом уравнение 19 можно переписать в виде:
d v /d t=  - k v ^ - g s in a n d o t /d t^ - g c o s a /v .  (20)
Исключив из этих уравнений d t , получим:
dv/da = kv^/ g cos а  + у tg а  или d(v cos a ) /d a  = kvV  g , деля обе части этого 

уршшения на cos^a и разделяя переменные, получим:
d(v cos а  ) / (у cos а  ) = (kdcx/g cos^ а). Полученное уравнение является точным 

для любых траекторий. Его можно записать в другом виде :

d(y cos а ) / (у cos a f ^  kd aJg cos a .  c o s ^ (21)
или

dcx/cos^a =* (g cos a j  kv^cos^a) d a  (22)

Находим dx = у  ̂d t *  у cosa dt, подставив в это зфавнение значение dt из 20 , 
получим: dx = - (yVg) da . Внесем в это уравнение значение d a  из 22, получим: 

d x ~ -[y ^ g co sa^ d (y c o sa )] /k g y ^ co sa » -c o sa^ d (y co so )/k y c o sa , и,интегри- 
руя его, находим величину х : х = (cos о / к) 1п(Уц cos а ^ / \  cos а), откуда получим:
V cosa *  e’̂ cos а^, (23)

ще X = k x /c o sag .
Внесем найденное значение по 23 в уравнеие 21, в результате получим: 
d cos^a^ =к d a  / g cosa^ со$Чх. Проитегрировав его, получим:
tg а = tg а^ - g (е^ -1) / 2ку^^ cos а ^ . Так как tg а = dy /  dx, это выражение можно 

переписать в виде :dy *  [ tg а̂  ̂ - g ( -1 ) /2ку^^ cos а^ ] dx . После интегрирования
получим: у = X tg а^ - g (е^ -1  - 2Х ) / 4 к \^ .

Это уравнение есть траектория движения материальной точки в водушном про­
странстве. Если разложить величину в ряд по степеням X, получим:
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Анализ эксплуатационных изломов по сечениям образования трещин показал, 
что все они носят усталостный характер и  источником зарождения трещин являются 
литейные дефекты (шлаковые включения, усадочные и горячие трещины, газовые 
поры и др.)> В процессе обработки материала все участки образования трехцин зако­
дированы (рис. 1).

Рисунок I  -  Зоны образования трещин

Чтобы проследить за закономерностью появления дефектов по участкам рам 
собран материал по их диагностированию неразрушающими методами контроля при 
плановых видах ремонта. Материал по неразрушающему контролю с помощью фер­
розонд овых установок по 1748 рамам показал, что при их диагностировании выбра­
ковывается до 1,3% (0,013) от обследованных рам (табл. 1). При этом в большинстве 
случаев месторасположение дефектов, выявленных при контроле совпадает с зонами 
появления трещин в эксплуатации. Однако выявлены также и у^стки  (7, 8 и 9), в 
которых дефекты при диагностировании обнаруживаются, а трещины в этих зонах в 
эксплуатации не возникают.

Поэтому, чтобы объяснить причину такого явления, произведена оценка напря­
женного состояния рамы для двух режимов нагружения: I и Ш. Первый режим (I) 
возникает при роспуске вагонов на сортировочной горке и их соударении друг с дру­
гом. Третий (Ш) режим возникает при движении вагонов по магистральным путям 
железных дорог со скоростями до 33 м/с (120 км/ч). Расчеты выполнены методом 
конечным элементов.

Расчетная схема по Ш режиму наіруженйя представлена на рис. 2. В силу сим­
метрии конструкции и действующих нагрузок расчетная схема принята для 1/2 части 
рамы.
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