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Бурное развитие вычислительной математики и ее программной реализации на 
персональных компьютерах (ПК) привели к созданию принципиально новых сис­
тем аналитических вычислений (САВ) и интегрированных пакетов программ, луч­
шими из которых стали REDUCE, DERIVE, MathCad, Maple, MatLab и Mathematica. 
Они снимают с инженера весьма трудоемкие задачи составления или поиска алго­
ритмов и программ расчетов, их отладку и тестирование.

Система REDUCE предоставляет удобные возможности для автоматического и 
контролируемого упрощения выражений, преобразования символьных матричных 
выражений, определения новых функций и расширения синтаксиса программ. Сле­
дует отметить ее удивительную простоту и фантастические возможности работы с 
матрицами, что удобно использовать как в кинематике, так и при решении систем 
линейных алгебраических уравнений задач статики, что будет рассмотрено ниже. 
Для перехода от обычного численного определения реакций связей к получению 
аналитических зависимостей влияния на них различных факторов (вариации на­
грузки, геометрических параметров задачи и т.п.) нужно просто не задавать их зна­
чения, записав величины нагрузок и тригонометрические функции углов в сим­
вольном виде (силы Р, F, coscp и т.п.).

Эта особенность REDUCE позволяет проводит ь исследование, дост ойное кур­
совой работ ы , над лю бой задачей, причем его  т рудоемкост ь для ст удент а при 
этом практически не возраст ает . Легкость получения нужных функциональных 
зависимостей в аналитической форме просто поражает. Ведь для их определения 
ранее нужно было выполнить исследование с трудоемкой подготовкой варьируе­
мых данных в численном виде для каждого рассматриваемого положения, а затем 
мучиться над обработкой большого массива численных результатов [1 ].

DERIVE также является универсальной математической системой, ориентиро­
ванной на решение весьма широкого круга математических и научно-технических 
задач. В то же время она более интегрированна, обладает более дружелюбным ин­
терфейсом и большими графическими возможностями.

Системы REDUCE и DERIVE отличаются тем, что удачно сочетают возмож­
ности проведения численных и символьных вычислений с простотой и не слиш­
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ком высокими требованиями к используемой технике. Это делает их незамени­
мыми для использования в вузах, компьютерный парк которых в основном мо­
рально устарел.

В курсе теоретической механики используются практически все основные раз­
делы вычислительной математики: решение систем линейных алгебраических урав­
нений при определении реакций, интегрирование при нахождении центра тяжести 
или замены распределенных сил в статике, численное дифференцирование в зада­
чах кинематики, интегрирование дифференциальных уравнений в задачах динами­
ки. Поэтому применение САВ позволяет значительно повысить эффективность 
учебного процесса.

Рис. 1. Расчетная схема тоской фермы: а -  исходное положение; б -  вариации направления 
силы Р и положения шарнирно-неподвижной опоры в точке А.

Покажем комплексное использование САВ на типовом примере задачи статики 
(С~1, [2, с. 5-12]). Исходная расчетная схема для определения усилий в стержнях 
плоской шарнирно-стержневой конструкции [2, с. 5-12] приведена на рис. 1, а. Для 
удобства исследования вариации силовых и геометрических факторов представим 
ее сразу в общей постановке (рис. 1 , б), для чего:
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• силу Р покажем в произвольном положении, повернув от горшонтального 
положения на рис. 1 а, которое будем считать начальным, против часовой стрелки 
на небольшой угол у;

• изменим положение ее левой шарнирно-неподвижной опоры в точке А, с которой 
связан щюмежуточный элемент в виде 8-го стержня, повернув его прошв часово! стрел­
ки на небольшой угол ф, отсчитываемый от вфшкальной оси (начального положения) 
против часовой стрелки (рис. 16). Точка А при этом вместе с 8-м стержнем будет т а  бы 
совершать вращение вокруг точки D, а угол ф изменяться от О до 2л радиан.

Для произвольного положения плоской фермы (рис. 16) составим по два урав­
нения равновесия для сил, сходящихся соответственно в узлах С, К, Е, L, D, А и В, 
что в результате будет иметь следующий вид:
Узел С.-

Узел К:

Узел Е:

Узел L:

Узел D:

Узел А:

Узел В:

SXi = 0 
EYi = 0 
SXi = 0 
XYi = 0 
SXi = 0 
SYi-0  
XXi-0  
XYi = 0 
XXi = 0 
SYi-0  
XXi = 0
SY; 
SXj = o 
XYi = 0

(1)

1. P*cosy + S2*cosa = 0;
2. P*sinY -  Si -  S2*sina = 0;
3. -S2 *cosa-  S3’= 0;
4. S2 *sina- S5 = 0;
5. S3 + S5*cosa = 0;
6 . Si ' ~ S4 -  S5*sina = 0 ;
7 .  -S5’*cosa-S 7 ' = 0 ; ( 1 )
8. Ss'^sina + Sg '-S io^O ;
9. S7 + Sę^cosa + 8з*зіпф = 0;
10. S4' -  88*со5ф -  Sp^sina = 0;
1 1 . Х а - $ 8'*8Іпф = 0;
12. Y a + 88'*со8ф = 0;
13. -S9 *cosa + Xb = 0;
14. S9’*sinoc+ Siq’ + Yb =0.

Ha рис. 1 уже учтена разность направлений штрихованных и нештрихованных 
реакций связей для каждого стержня. Поэтому им можно присвоить один иденти­
фикатор: Si = Si' = Xi, вследствие чего соответствие идентификаторов для форма­
лизации системы уравнений ( 1 ) будет иметь вид:

Хі
; S i= S i '

Х2 Хз Х4 Xs 
8 2 = 3 2 ' 8 3 = 8 3 ' 8 4 = 8 4 ' 8 5 = 8 5 '

Хб
3б= 3 б '

Х7
S 7- S 7'

Xe х ,  Xio X ii
S 8=Sg^ 8 9 —8 9  ̂ 8 іо ~ 8 хо' Ха

Х і2 Хіз 
Xb Yb

Хі4
Ya

(2)

Для удобства составления программ заменим также используемые греческие 
буквы для обозначения углов а , у и ф их идентификаторами, записанными в латин­
ской транскрипции: а  = ALFA, у = GAMMA, ф = FI.

Перенесем свободные члены, не содержащие неизвестных, в правые части урав­
нений ( 1), которые с учетом соответствия идентификаторов (2) теперь примут сле­
дующий формализованный вид (3):
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1. X 2*cos(A LFA ) = -P*COS(GAMMA)
2. -Xi -  X2*sin(ALFA) = -P*SIN(GAMMA)
3 .  -X2*cos(A LFA )-X 3 = 0
4 .  X2*sin(ALFA)-X6 = 0
5 .  X j +  X 5*cos(A LFA ) =  0
6 . X, -  X4 -  X5*sin(ALFA) = 0
7. -X 5*cos(A L FA ) -  X 7 =  0  (3)
8. X5*sin(ALFA) + Хб -  X,o = 0
9. X7 + X9*cosa + Xg*sin<p = 0 ;
10. X4 -  Xg*cos(p -  X9*sina = 0;
1 1 . Х ц -  Xg^sincp = 0 ;
12. X (4 + Xg^cosq) = 0;
13. -X9*cos(ALFA) + X ,2 = 0
14. X9*sin(ALFA) + Xio + X ,3=0

Для удобства пользования уравнения пронумерованы сверху вниз, начиная с 1, 
где номером без скобок обозначается порядковый номер строки. Теперь система 
уравнений (3) приобрела явный вид системы линейных алгебраических уравнений 
А X  == В. В  ней выписаны в символьной форме только отличные от нуля элементы, 
которые и вводятся в программе 1 :
COMMENT Програьлма 1;
OUT " \C 1 \P R 1 .L IS " ; 10
ON NERO; 15
N;=13; 20
SA :=SIN (A L FA ):-l/2 ; 22
CA:=COS(ALFA):= SQ RT(3)/2; 24
SIN(GAMMA):=0; COS(GAMMA):=1; 25
SIN (FI) :=0; COS(FI) :=!/ 27
P:=ll; 29
MATRIX A(N,N), B(N, 1). X(N,1) ; 30
A(l,2) :=CA; A(2,l) :— 1; A(2, 2) :==-SA; A(3, 2):=-CA; 35
A(3,3) :=-l; A(4,2) :=SA; A(4, 6 )  :=-l; A(5, 3):=1; 37
A(5,5) :=CA; A(6,l):=1; A(6, 4 )  : =-l; A(6, 5):=-SA; 40
A(7,5) :=-CA / A(7,7) ; A (8,5) ;*SA; A(8, 6):=1; 42
A(8,10) 1; A(9,7) :=1; A(9, 9) :=CA; A(10 .4):=1; 45
A(10,8) :=-COS(FI); A(10 ,9) ; =-SA; A(ll,8) :=-SIN(FI); 47
A(ll,ll ) :=1; A(13,9) CA; A (13,12) :=1; 48
A(14,9) :=SA; A(14,10):= 1; A (14,13) :=1; 50
A(9,8):=SIN(FI); A(12,8):=COS(FI); A(12,14):=l; 
B(l,l):=-P*COS(GAMMA); B(2,l):=-P*SIN(GAMMA); 
OFF NERO;
X:=A**(-1)*B;

52
55
80
85
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SHUT "\C1\PR1.LIS"; 95
END; 99

Результаты работы пpoqзaммы 1 совпадают с приведенным в [2, с. 12] числен­
ным решением типового примера задания С-1 и для экономии места не приводят­
ся. Студент должен сравнить результаты работы своей программы с измененными 
операторами 20-55 с обычным аналитическим решением своей задачи. Проверив 
таким образом правильность работы программы, легко перейдем к получению сим­
вольных решений.

Для исследования влияния вариации угла поворот а силы  на значения реакций 
опор и усилий нужно в программе 1 только изменить предложение 25, очистив 
имена со скобками SIN(GAMMA) и COS(GAMMA), идентифицирующие тригоно­
метрические функции, командой CLEAR:
CLEAR SIN(GAMMA),COS(GAMMA); 25

Теперь они будут рассматриваться в качестве свободных переменных, в функ­
циях от которых будет получено решение. В результате работы такой измененной 
программы 1 мы получим значения реакций опор и усилий в стержнях плоской 
конструкции в зависимости от вариации направления постоянной по модулю силы 
Р, определяемого изменением угла у (рис. 1 , б):

Х(1,1):=
11 * (cos(gam m a) + sqrt(3 ) * sm {gam m a)) 

sqrt(3 )

X(2,l):=-
22 * cos(gam m a) 

sqrt(3) X(3,l):= ll*cos(gamma)

X(4,l):=
11 * (2 * cos(gflmmg) + sqrt(3 ) * sm {gam m a)) 

sqrt(3)

22 * cos(gam m a) 11 * cos(gam m a)

sqrt(3)

X(7,l).= ll*cos(gamma) (4)

X(8,l):=
11 * (3 * cos(gam m a) + sqrt{3) * sm (gam m a)) 

sqrt(3)

X(9,l):=-
22 * cos(gam m a) 

sqrt(y ) X(10,l):=-
22 * cos{gam m a) 

sqrt(3)

11 * (3 * cos{gam m a) + sqrt(3) * sm {gam m a))
X(1 U ):=
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33*cos(gflw m a)
X (12,l):=-ll*cos(gam m a) X(13,l):= здП {Ъ )

Нижеследующие ірафйкй, получеішые путем передачи результатов через бу­
фер обмена в DERIVE, наглядно показывают эти зависимости. Как видно из их 
сравнения, значения реакций опор и усилий в стержнях плоской конструкции при 
вращении постоянной по модулю силы Р в той же плоскости изменяются по сину­
соидальному закону:

Рис. 2. Зависимости усилий в стержнях и реакций опор (X, кН) плоской конструкции 
(рис. 1, б) от изменения угла GAMMA (рад) при вращении силы Р: 1 -S1, 2 -S2, 3 -  S3, 4 -  
S4,5-S5, 6-S6, 7-S7, 8-S8, 9-S9,10-S10, 11-Ra, 12-Xb, 13-Yb.

И зучим влияние вариации геом ет рических ф акт оро в  рассматриваемой плос­
кой фермы на примере изменения положения ее левой шарнирно-неподвижной 
опоры в точке А, определяемого углом ф (рис. 16). Для этого в программе 1 нужно 
только изменить предложение 27, очистив имена со скобками SIN(FI) и COS(FI), 
идентифицирующие тригонометрические функции, командой CLEAR:
CLEAR SIN(FI),COS(FI); 27

В результате работы такой измененной программы 1 мы получим значения уси­
лий в стержнях плоской конструкции в зависимости от вариации положения ее ле­
вой шарнирно-неподвижной опоры (рис. 1 , 6):

1 l*(sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi))
Х(1 ,1 ) ~ 3 *cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi)

22*(sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)) 
3*cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi)
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Х(3,1):= 11 Х(4Д):=

Х ( 5 ,1 ) := -
22*(sqrt(3)*cos(fi) -sin(fi)) 
3*cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi) X(6,l):=-

X (7 ,l):= ll X(8,l):=

22*(s(pt(3)*cos(fi) + 2*sin(fi))
X(9,l). 3’"cos(fi) - sqrt(3)'''sin(fi) X(10,l).-

33*sin(fi)
X(ll,l);= -  sqrt(3)H.cos(fi) - sin(fi)

X(13,l):=
33*cos(fi)

sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)

X (12,l):=-

X (14,l):=-

22*(sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)) 
3*cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi)

ll*(sqrt(3)*cos(fi)-sin(fi)) 
3*cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi)

_______ 33________
sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)

22*(sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)) 
3*cos(fi) - sqrt(3)*sin(fi)

lP(sqit(3fcos(fi) + 2*sin(fi))
sqrt(3)*cx)s(fi) - sin(fi) 

33*cos(fi)
sqrt(3)*cos(fi) - sin(fi)

Нижеследующие графики на рис. 3, построенные системой DERIVE после получе­
ния через ^ф ер обмена результатов (5), нагаядно показывают эти зависимости. Kai 
видно из их сравнения, значения усилий в стержнях плоской конструкции при измене­
нии положения опоры в той же плоскости изменяются немонотонным образом. Прк 
значениях ф = 7с/3 и ф = 4л/3 конструкция находится в неустойчивом положении. Прв 
этих значениях уша ф происходит потеря равновесия и устойчивости конструкции, чгс 
математически находит свое отражение в стремлении к бесконечности соответствую­
щих реакций, в выражениях для которых при ф = т̂ /З или ф = 4ті/3 происходит делени€ 
на 0. Это очень хорошо видно на графиках зависимости значений реакций стержней I- 
10 и опор 11-14 от величины угла ф, построенных по соотношениям (5).

Смущающим здесь является то обстоятельство, что постоянных значений в от­
ветах (5) только два (83=87), а прямых линий на рис. 3 -  восемь (еще для Sj, 
82=85=810,84 и 8б). REDUCE обладает широкими возможностями преобразования 
выражений, но использование самых разнообразных флагов и различное представ­
ление выражений не дает ответа на возникший вопрос.

Параллельное решение этой задачи в системе DERIVE, обладающей удивитель­
ной способностью максимального упрощения выражений, сразу дает для указан­
ных значений реакций постоянные величины:

81=
'I 22>/з| 22^^| Пу/ъ\[s.=s,=s.o=-— |.s,= — [ s ^ - — I (6]

242



Рис, 3. Зависимости усилий в стержнях и реакций опор (X, кН) плоской конструкции 
(рис. 1, б) от вариации положения шарнирно-неподвижной опоры в точке А, определяемом 
углом F I (рад): 1-S1, 2-82,3-83, 4-84, 5-85, 6-86, 7-87, 8-88, 9-89, 10-810, 11 
-Ха, 12-ХЬ, 13-Yb, 14-Ya.

Эти же постоянные значения получаются при упрощении соответствующих 
выражений для S |, 82=85=810, 84 и 8$ из (5), переданных в DERIVE через буфер 
обмена.

Так совместное использование систем REDUCE и DERIVE существенно повы­
шает их достоинства. Дополнение их текстовым процессором типа Word организу­
ет рабочее место исследователя для студента и инженера, сравнимое с самыми слож­
ными современными интегрированными пакетами, весьма дорогостоящими и тре­
бовательными к аппаратным возможностям ПК.

Отметим, что рассмотренные типовые примеры были использованы ранее в 
работе [3] при описании специализированных и универсальных программ, реали­
зующих численные методы. Последнее обстоятельство организует комплексное 
обучение практическому применению численно-аналитических методов при изу­
чении курса теоретической механики.

Разработанные современные САВ отражают достижения информационной рево­
люции, на несколько порядков увеличивая интеллектуальные возможности любого 
человека. При их освоении возникает ощущение, что ваши способности к точным
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наукам многоіфатно возрастают. Поэтому использование САВ способно сов^)шить 
революцию в высшем образовании, для чего нужна соответствующая методическая 
проработка различных аспектов их использования в учебном процессе.

ЛИТЕРАТУРА

1. Гецевич Э.П, Ершов Г.Ф., Носов В.М., Тавгень И.А. Расчет элементов стати­
чески определимых конструкций с применением ЭВМ: Учебно-метод. пособие к 
курсовой работе по теоретической механике для студентов спец. Т. 19.01 -* "Про­
мышленное и гражданское строительство" / Под ред. А.В.Чигарева. -  Мн.: БГПА, 
1996. -  175 с. 2.Сборник заданий для курсовых работ по теоретической механике: 
Учеб, пособие для техн. вузов / [Яблонский А.А., Норейко С.С., Вольфсон С.А. и 
др.; Под ред. А.А. Яблонского]. ~ 3-е изд. -  М.: Высш. шк., 1978. 3. Носов В.М. 
Программирование на персональных ЭВМ задач теоретической механики. -  Мн.: 
Технопринт, 1997. -  386 с.

УДК 621 .762 ,4:539

В. А. Сидоров, А. А. Хмелев

ДЕФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ УПЛОТНЕНИЯ 
АМОРФНЫХ И МЕЛКОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 

МАТЕРИАЛОВ

Белорусская Г осударст венная политехническая академия  
М инск, Беларусь

В последние годы ведутся интенсивные исследования в области получения бы­
строзакаленных материалов из жидкого состояния, включая аморфные металли­
ческие материалы (АММ).

Особенностью получения аморфных и мелкокристаллических сплавов из жид* 
кого состояния является высокая скорость охлаждения для фиксации метастабйлі^ 
ных состояний, что требует малых геометрических размеров частиц хотя бы в од* 
ном направлении. Вследствие этого аморфные сплавы могут быть получены толь* 
ко в форме пленок, тонких фолы, лент и в виде порошка.

В связи с этим большое значение придается развитию методов получения шорф* 
ных и мелкокристаллических сплавов в виде массивных образцов. Для полученш 
массивных аморфных образцов перспективными являются методы порошковё! 
металургии, такие как теплое изостатическое пресование [1 ], экструдированш 
[2], холодное и теплое прессование в прессформах [3] и ряд других.
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