
Так как взаимодействие двух тел будет зависеть от силы нормального сжатия 
этих тел, т.е. от силы N=const, то с учетом этого уравнение (4) запишем в виде;

р а зр   ̂J

где -  к -  коэффициент трения скольжения данных двух материалов.
Все это говорит о том, что для вновь собранного узла подшипника скольже

ния необходимо прикладывать большее усилие в начальный момент движения. 
Величина превышения начальной силы расходуется на разрушение поверхнос
тей трения и образование отдельных частиц трущихся материалов, реально по
являющихся в смазывающей жидкости. Для устранения этого явления необхо
димо снижать шероховатость поверхности детали с более высокой твердостью.
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При проектировании виброизолирующих конструкций в средах распростране
ния упругих волн необходимо учитывать условия, при которых данные конструкции 
работают эффективно. Особый интерес представляет решение задачи по оценке оп
тимальных виброзащитных свойств тонкой бесконечной по протяженности плиты
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толщины h, расположенной вертикально в упругом изотропном полупространстве. 
Рассмотрим случаи падения на плиту продольной и поперечной воіш. Начало орто
гональной системы координат OZY расположим на правой границе илиты. Ось Y 
направим вверх, а ось Z -  вправо. Фронт волны проходит п^)аллельно оси X.

Пусть из левого полупространства I ( z<-h) падает под произвольным углом 0 на 
плиту плоская гармоническая продольная волна или под углом у  -  поперечная вол
на. В обеих случаях в полупространстве I образуются отраженные продольная и 
поперечная волны. В полупространстве II (z>0) будут только уходящие от границы 
плиты продольная и поперечная волны. Потенциалы всех упомянутых волн, опус
кая фактор ехр j(cot-^y), представим в виде:

(p,exp[-ja(z+h)], <p[exp[ja(z+h)], <Pjexp[-jaz], 

\|/,ехр [-jp (z+h)], v^exp [jp (z+h)], VjCxp [-jpz]. (1)
гдеЗ=(-1 )>/2;

0) -  частота колебаний;
t -  время;

kj sinG = кз siny, кі=чо/сі, Cj -  скорость распространения продольной волны 
в упругой среде, 0 -  угол, образованный нормалью к фронту продольной волны с 
осью Z, к2^ / с 2, С2 -  скорость распространения поперечной волны в упругой сре
де, Y -  угол, образованный нормалью к фронту поперечной волны с осью z;

Фі» Фl^ Ф2 -  соответственно амплитуды падающей, отраженной и прошедшей 
продольных волн;

¥ 2 соответственно амплитуды падающей, отраженной и прошедшей 
поперечных волн;

а= kj с о з в , ^F=k2Cosy.
Нагрузку, действующую на плиту, разобьем на симметричную а^, и асиммет

ричную Та части. Величины а^, t^, а^, представим в виде полусуммы и полу- 
разности соответствующих напряжений:

(2)
где azi, az2 -  нормальные напряжения в левом и правом полупространствах на 
границах с плитой;

Ту2і, Xyj2 -  касательные напряжения (на тех же границах);
При этом компоненты напряжений и ̂ yz определяются по формулам:

^ , 3V

где к  и ц -  постоянные упругости Ляме;

3V 3W 
dz ду (3)
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w  = ^  + ̂  v  = ^ - ^
3z Эу * Эу 3z ’ (4)

где -  W и V -  горизонтальная и вертикальная составляющие смещения точек полу
пространств;

ф и \|f -  потенциалы продольной и поперечной волн.
Продольные перемещения Vq срединной плоскости плиты, вызванные симмет

ричной нагрузкой, описываются уравнением

v„=-
2х„

dy^

где Сд -  скорость продольной волны в конструкции; 
niĵ  -  масса единицы площади плиты.

Частное решение уравнения (5) запишем в виде

(5)

V„=2t, [m„£0  ̂ 0 - d ) j ' . (6)
где d=( sinG ІС\ў ,

Под действием асимметричной нагрузки плита совершает изгибные колебания, 
которые опишем уравнением

2л,. .  . hdT,----- W„=-2a + ------------------^
dy" " " а dy (7)

где D -  цилиндрическая жесткость плиты;
Wn -  поперечные перемещения ее срединной плоскости.
Поскольку рассматриваются вынужденные гармонические колебания, то част

ное решение уравнения (7) представим в виде

W „ = ( 2 a . - ją h T j[ m „ c o "  ( v - l ) ] ' , (8)

где
p ą*  _ c ;s in ^ e

m.co
Cjj -  фазовая скорость изгибной волны в плите.
В рамках принятых уравнений, описывающих колебания плиты, попереч

ными перемещениями, вызванными нагрузкой пренебрегаем в силу их 
малости.

Полные продольные смещения поверхностей плиты V^] и состоят из 
двух слагаемых, первое из которых смещение точек срединной плоскости, а 
второе “  смещение поверхности плиты с учетом ее деформации от изгиба, т.е.
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V „ ,= V „ + 0 , 5 h ^ , V ^ = V „ - 0 , 5 h ^ .
dy dy (9)

При жесткой связи частиц среды с плитой необходимо, чтобы кроме равенства 
одноименных компонент тензора напряжений на поверхностях плиты выполнялись 
соотношения:

W=W„, V=Vni при z=-h, W=Wn, V=V„2 при z=0. (10)

Подстановкой в граничные условия (10) формул (6), (8), (9), с учетом (1), (2), 
(3), (4) получим следующие выражения искомых амплитуд для случая падения про
дольной волны:

. cpJ=-[a,W„-j4V„+j,(4^-ap)]aj', v;=[^a,4W„+jaVQ-2j,a4]aj*,

<P2=(a,W„+j§Vo)ai\t,=(a3§W„-joVo)a-', (11)

а для случая падения поперечной волны

4>;=(-W„a,+j^V„+2pąv.)aj‘, ^[“ [w.^aj+jaVo-v, (?^-ар)]а-‘.

4>2=(W„a,ti4V„)a-‘, V2=(W„^a3-jaVo)ai', (12)

где aj—0,5h4^+jp, a2=^^+ap, a3=0 ,5ha+j.

Выражения для поперечных и продольных смещений плиты от воздействия 
продольной волны, исходя из (2 ), (6), (8), ( 1 1 ), запишем в виде

^  _ Фі« (2 tp + jti)  ^  ^  2(p,g^cos9

" 1.+ ІІ2 U-jl, ‘
(13)

где

to=(l-g2S“i^e ) ' , t,=g,g j sin^e, t2=t,cos9+-gjSin4 

1з=&ЧР«/Р. Ii=t3{v-l)-2t,(l-2g2tj),

І2 =2t(, *H),5gj 11 cosB+tjVT|, I3 =2gj со80+1з dr̂ ,

І4=1з (1-d), g,=h(0/c , ; g2=C j/c,; v=(g,c„/c,f sm*0/l2,

Рд И p -  плотности материала плиты и среды; 
т] -  коэффициент потерь в материале плиты.
Аналогичные выражения для случая падения поперечной волны, исходя из (2), 

(6), (8), ( 12 ) представим в следующем виде:
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w  =
_ V , ą c o s y ( 2 - j q i a „ )

^i+ih *3 "2jao
(14)

где о= |я2-8Іп"у|  , r,=^(v,-l)q,r(|+2q,sin'Y(2ro-l),

ro=aoCOsy+sin^Y, Г2=2 cosy+ao|o,5qjSin yj

.Pn q r h © /c 2 ,

d, = (c„siny/c2) \  Vi=(q,c„/c2/ s i n V l 2 .

Амплитуды отраженных и прошедших волн получим на основании формул (11), 
(12), (13), (14).

Анализ формул для амплитуд смещений W2 и V2 в полупространстве за плитой 
показал, что при g i « l  изгибными колебаниями можно пренебречь для всех углов 
падения продольной волны. С ростом g| роль изгибных колебаний возрастает.

Если

j ^ 8g j |2 to(l2+nl,)-t, ( 1,-ЛІ2)1 , ,  

g2 t.(4 t5 + tf)

то сопротивление плиты симметричным колебаниям становится значительно боль
ше сопротивления асимметричным колебаниям, и продольными колебаниями по

сравнению с изгибными можно пренебречь. При g,=(-yi2ci/c„^

01 =arcsin (V12 /i/gi с„/с7 ) и угле падения 0 2 =arcsin (с, /с„). возникает явление вол

нового совпадения для изгибных волн, при котором след падающей на плиту вол
ны равен длине волны изгиба, что приводит к интенсивным изгибным колебаниям 
плиты. Аналогичное явление наблюдается и при d—> 1. Но d не зависит от g j, поэто
му волновое совпадение для продольных волн возникает только при определенном

угле падения 0 2 *arcsin (cj /с „ ). В этом случае ограждающая конструкция не сни
жает вертикальные перемещения среды. При g |> l наибольших значений амплиту
да вертикальных перемещений достигает в окрестности угла 0 ].

Исследование формул для амплитуд перемещений W2 и V2 при падении попе
речной волны показало, что для qi < 2 амплитуда вертикальных смещений достига-
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ет наибольших значений при ісрйтйческом угле падения поперечной волны Y= Уо ”  
arcsin У2- Если qj < 1 и у = Yo» продольная волна вызывает такое же вертикальное 
перемещение как и поперечная.

При Qj > y j \2  С2 /с„ и угле падения уi =arcsin ( ^ Я 2 / в о з н и к а е т  явле

ние волнового совпадения для изгибных волн, что приводит к резкому возраста
нию как изгибных, так и продольных колебаний плиты. Волновое совпадение для

продольных волн возникает всегда при угле падения у 2 =arcsin (cj /с „ ).
На рисунке 1 изображены увеличенные в h/cpj раз амплитуды горизонтальных I, 

II, вертикальных III, IV и изгибных V смещений при gi=2,0, §2=0 ,5 , Рп/р=1,25, c j  
ci= 10  для случая падения продольной волны (а), и увеличенные в h/xj/j раз ампли
туды вертикальных I, II и горизонтальных III, IV смещений при qi=l,0, §2=0 ,5 , 
Pfj/p=l,25, Сп/с2=20 для случая падения поперечной волны (б) во втором упругом 
полупространстве.

>5
а)

1.2
1

0,8

0,6

0.4

0,2

о

1 д IIIГ7
• Кк\ \Л;-Л

б)

30 60 90

Рис. 1. Зависимость амплитуд смещений от угла падения волны: а) /, I I I -  при отсутствии 
плиты, II, IV, V - после установки плиты; б) I, I I I -  при отсутствии плиты, II, IV -  после 
установки плиты.

Из рисунка (а) видно, что для угла падения 0 =15° с учетом установки экрана 
амплитуды горизонтальных и вертикальных смещений снижаются в 1,5 раза, а для 
0 =45° -  почти в 8 раз. При этом явление волнового совпадения для падающей 
волны наблюдается в окрестности угла 0  ̂=25°.

Рисунок (б) отражает снижение амплитуды вертикальных смещений для у=11 ° 
почти в 7 раз. Амплитуда горизонтальных смещений в этом случае изменяется не
значительно. При у=45° снижение амплитуд вертикальных и горизонтальных сме
щений достигается почти в 5 раз. Явление волнового совпадения для падающей 
волны наступает в окрестности угаа уi~30°, а для прошедшей продольной волны -  
в окрестности У2=3 °.
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Из анализа результатов полученных исследований следует, что при g i> l, 0 ,56i
(падение продольной волны) и при qj > 2 , у ^  1»3уі (падение поперечной волны) 
плита является эффективной виброизолирующей конструкцией.
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Как известно, при выводе уравнений технической теории тонких пластин при
няты априорные гипотезы Кирхгофа-Лява, а также допущены некоторые противо
речия с законом Гука и с условиями выполнения краевых условий на торцах плас
тинки. Кроме того, пренебрегается инерцией поворота элементарного столбика, 
что не позволяет получить достоверные решения ряда динамических задач, таких 
как определение спектра частот собственных колебаний, определение вынужден
ных колебаний пластин и др. А это обстоятельство, в свою очередь, сказывается на 
применении модели упругой пластинки к изучению различных физических явле
ний, например, при моделировании голосообразования в случае представления го
лосовых связок в виде тонких упругих пластин, подверженных действию дина
мических нагрузок [5].

Указанные недостатки технической теории пластин заставили ученых построить 
различные утоаденные теории [1,2,3]. По мнению авторов данной статьи, наиболее 
совершенную теорию пластин можно построить, если заранее выполнить все крае-

h
вые условия на торцах: 2 =  ± -

‘2 ’
= ± i .

2 ’

X
= ± - ^  

2
= ± = ± — , Это можно осу- 

2
ществить на базе любых полных рядов с использованием вариационного уравне
ния равновесия элементарного столбика [4]. В частности, удобно применить ряды 
по полиномам Лежандра благодаря их ортогональности [2].
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