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Реферат. В статье рассмотрены контактные задачи для штампа, расположенного на торце упругой полуполосы без 
трения под действием сосредоточенной силы. Практическим аналогом этой задачи является зона опирания балки или 
фермы на оголовок колонны прямоугольного сечения, так как опорные части балок или колонн обладают большой 
изгибной жесткостью. Расчет выполняется в два этапа. На первом вариационно-разностным методом решается задача 
о действии произвольно приложенной сосредоточенной силы на торец упругой полуполосы. Решение этой задачи 
позволяет составить квадратную матрицу вертикальных перемещений точек торца полуполосы от действия единич-
ной силы. На втором этапе способом Жемочкина решается контактная задача для штампа, произвольно расположен-
ного на торце упругой полуполосы. Коэффициенты канонических уравнений метода сил в способе Жемочкина на- 
ходятся на основании полученной ранее матрицы вертикальных перемещений точек торца упругой полуполосы.  
Рассмотрены три задачи для штампов, расположенных на торце упругой полуполосы. Приводятся графики распреде-
ления контактных напряжений, эпюра изгибающих моментов и определяется положение силы, вызывающей поступа-
тельное перемещение штампа, находящегося на краю полуполосы. Отмечается подобие полученных результатов  
и результатов для штампа, расположенного на упругой полуплоскости.  
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Abstract. The paper considers contact problems for a stamp located at the end of an elastic half-strip without friction under 
the action of a concentrated force. A practical analogue of this problem is the support zone of a beam or truss on the head of  
a rectangular column, since the supporting parts of beams or columns have high bending rigidity. The calculation is performed 
in two stages. At the first stage, the variational-difference method solves the problem of the action of an arbitrarily applied 
concentrated force on the end of an elastic half-strip. The solution of this problem makes it possible to compose a square ma-
trix of vertical displacements of the points of the end of the half-strip from the action of a single force. At the second stage,  
the Zhemochkin method solves the contact problem for a stamp arbitrarily located at the end of the elastic half-strip. The coef-
ficients of the canonical equations of the forces method in the Zhemochkin method are based on the previously obtained  
matrix of vertical displacements of the end points of the elastic half-strip. Three problems for stamps located at the end  
of an elastic half-strip are considered in the paper. Graphs of the distribution of contact stresses, a plot of bending moments  
are given and the position of the force causing the translational movement of the stamp located on the edge of the half-strip  
is determined. The similarity of the obtained is noted with the results for a stamp located on an elastic half-plane. 
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Введение 
 

Модель упругого основания в виде упругой 
полосы является одной из моделей грунтового 
основания, закрепленных в отечественных 
нормативных документах. Методы расчета ба-
лочных плит на упругой полосе в разное вре- 
мя разрабатывали О. Я. Шехтер, К. Е. Егоров, 
на которых ссылаются Горбунов-Посадов [1],  
Г. Я. Попов [2], И. И. Воронович с соавторами 
и другие [3–5]. Контактные задачи для упру- 
гой полуполосы исследованы гораздо меньше. 
Однако упругая полуполоса является одной из 
расчетных моделей колонны, широко применя-
емой в современном строительстве, и совер-
шенствование методов ее расчета – необходи-
мая инженерная задача.  

В статье с использованием вариационно-
разностного метода построена матрица верти-
кальных перемещений точек торца полуполосы 
от сосредоточенной силы. На основании этих 
перемещений способом Жемочкина [6] без уче-
та трения в контактной зоне решены задачи для 
штампа разных размеров, прижимаемого к тор-
цу полуполосы. Проведено сопоставление по-
лученных показателей с ранее опубликованны-
ми результатами других авторов.   

 

Основная часть 
 

Рассмотрим упругую полуполосу, на торец 
которой действует вертикальная сосредоточен-
ная сила (рис. 1). Разобьем полуполосу прямо-
угольной сеткой с nx узлами по горизонтали и 
ny узлами по вертикали (рис. 2).  

Используя конечные разности, выразим ли-
нейные и угловую деформации в центре каждо-
го прямоугольника через узловые перемещения 
вершин прямоугольника по методике О. В. Ко- 
зуновой [7]. Составим функционал полной 
энергии [8] полуполосы и действующей на нее 
силы в точке m согласно формуле (1).  

 
 

 
 
 

 

Рис. 1. Упругая полуполоса, на торец которой  
действует сосредоточенная сила 

 

Fig. 1. Elastic half-strip, on the end  
of which concentrated force acts 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 2. Принятая прямоугольная сетка  
на полуполосе с nx = 27  

 

Fig. 2. Adopted rectangular grid  
on the half-strip with nx = 27 

 

Продифференцируем функционал по каж-
дому из узловых перемещений. Получаем си-
стему линейных алгебраических уравнений, 
решением которой являются узловые переме-
щения прямоугольной сетки:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

где U, V – узловые перемещения по осям х и у. 
Таким образом, сформирована матрица вер-

тикальных перемещений точек торца полуполо- 
сы (рис. 2), которая приведена в табл. 1 для точек 
2, 4, 6, …, 26 при nx = 27 и  = 0,167 при H = 5l. 

На основании данных табл. 1 можно спосо-
бом Жемочкина решать контактные задачи  
для балок различной длины, лежащих на торце 
полуполосы и находящихся под действием 
произвольной вертикальной нагрузки (рис. 2). 
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Таблица 1 
Матрица вертикальных перемещений точек торца полуполосы от сосредоточенной силы P  

в долях от P/E при H = 5l 
 

Matrix of vertical displacements of points of half-strip end from concentrated force P  
in shares of P/E at H = 5l 

 

 
Для штампа длиной 2l под действием сим-

метрично приложенной силы получается чисто 
сопроматовское решение, что отмечено в [9].  

Система разрешающих уравнений способа 
Жемочкина для расчета симметрично располо-
женного и нагруженного штампа длиной 18/13l 
на торце полуполосы (рис. 2) имеет вид: 

 

{

1,1 1 1,9 9 0

9,1 1 9,9 9 0

1 9

... 0;
...

... 0;
... 0,

X X u

X X u
X X R

δ + + δ + =



δ + + δ + =
− − − + =

        (2) 

 

 

где δi,k – взаимное перемещение концов разре-
занной связи i между штампом и торцом полу-
полосы от действия Xk = 1, определяется по 
табл. 1; Xi – усилие в связи Жемочкина с номе-
ром i; u0 – вертикальное перемещение введен-
ного защемления на штампе в основной систе-
ме смешанного метода строительной механики; 
R – равнодействующая внешних сил, действу-
ющих на штамп. 

После решения системы (2) по усилиям в 
связях Жемочкина определяются контактные 

напряжения и внутренние усилия в штампе.  
На  рис. 3  приведены   эпюры   контактных   на- 
пряжений и изгибающих моментов для сим-
метрично расположенного и нагруженного 
штампа длиной 18/13l.  

Отметим, что приведенные на рис. 3 графи-
ки почти совпадают с подобными графиками 
для упругой полуплоскости [1]. 

Решим задачу о штампе, расположенном на 
краю торца полуполосы. Подобная задача возни-
кает при одностороннем опирании балки или 
фермы на колонну, так как опорные части балки 
или фермы обладают значительной изгибной 
жесткостью. На рис. 4 показан график распреде-
ления контактных напряжений под штампом 
длиной 5/13l при его поступательном вертикаль-
ном перемещении. Расстояние от края штампа до 
точки приложения силы, вызывающей поступа-
тельное перемещение штампа, составляет 0,236l 
(рис. 5). При сопоставлении численных резуль-
татов этого примера с теоретическими данными 
для упругой четвертьполуплоскости, опублико-
ванными в [3, 10], наблюдается качественное  
и количественное подобие. 

 

                                                      а                                                                                             b 
 

                                                           R/l                                                                                                       Rl 

             
 

Рис. 3. Распределение контактных напряжений (a) и изгибающих моментов (b) в штампе длиной 18/13l,  
расположенном на торце полуполосы 

 

Fig. 3. Distribution of contact stresses (a) and bending moments (b) in a stamp 18/13l long,  
located at the end of the half-strip 
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Рис. 4. Распределение контактных напряжений  
под штампом длиной 5/13l, расположенным  

на краю торца полуполосы 
 

Fig. 4. Contact stress distribution under  
a stamp 5/13l long, located at the end of the half-strip 

 

 
 

Рис. 5. Положение штампа длиной 5/13l,  
расположенного на краю торца полуполосы 

 

Fig. 5. Stamp position 5/13l long,  
located on the edge of the end of the half-strip 

 
ВЫВОД 
 

Матрица, приведенная в табл. 1, позволяет 
решать разнообразные контактные задачи для 
балок различной изгибной жесткости, распо-
ложенных на торце полуполосы и находящихся 
под действием произвольной внешней нагрузки 
с использованием способа Жемочкина. Приве-
дены результаты расчета трех примеров, под-
тверждающие это положение. Используя зави-
симость «момент – кривизна» [7], также можно 
выполнить нелинейный расчет балки, располо-
женной на торце полуполосы. 
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