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Введение. Развитие математического аппарата механики деформируемого твер-

дого тела направлено на получение определяющих соотношений и зависимостей в ана-

литическом виде для оценки давлений на контактных поверхностях, силовых и дефор-

мационных параметров, а также скоростей течения материальных точек анализируемых 

объектов с многосвязным контуром [1]. Читателю предлагается уточненная расчетная 

схема поковки фланца [2] (рисунок 1) без особых точек.  

 

  
 

Рис. 1. Проекции фланца для соединения волноводов 

 

Технологией изготовления подобных изделий традиционно является штамповка в 

холодном, полугорячем [2] и горячем [3, 4] состояниях в зависимости от механических 

характеристик материала фланца [5] и необходимой степени деформации при формо-

изменении. 

Оценка энергосиловых параметров при деформировании сложных поковок про-

водится с помощью компьютерного 3D моделирования [6], либо одним из методов 

приближенного расчета теории пластичности [7–9].  

При производстве некруглых поковок, имеющих ребра [10], необходимо учиты-

вать эффект затекания металла в пазы штампа, формирующие тело ребер. Для анализа 

силовых и кинематических параметров исследуемого технологического процесса пред-

лагается использовать осредненную по толщине теорию течения пластического слоя, 

представленного моделью «идеальной жидкости», в изложении А. А. Ильюшина [9]. 

Расчетную схему иллюстрирует рисунок 2, а математическая постановка задачи приве-

дена ниже. 

Постановка и решение краевой задачи. Рассмотрим задачу об осадке пластиче-

ского слоя в многосвязной области         которая объединяет следующие подобласти: 
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Уравнения краевой задачи (2–4) запишем в полярной системе координат в виде: 
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Заметим, что компонента вектора скорости      во всей подобласти    . Линии 

тока образуют пучок прямых с центром в точке            , где    – толщина внеш-

ней подобласти,           ,          
  

     
  – степень деформации по 

А. А. Ильюшину, которая после дифференцирования по времени примет вид: 

 
  

  
  

 

     
 
   

  
  (5) 

 

Решение найдено для подобластей пластического течения расчетной схемы 

(см. рисунок 2, а) [1]. Однако подобласть S13 имеет другую схематизацию течения (ри-

сунок 2, б), в которой отсутствуют особые точки с неоднозначностью решения. 

 

а) 
 

 

б) 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема: а – участки поковки в I квадранте; б – разбиение подобласти S13 
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Рассмотрим один из кинематически возможных вариантов течения пластического 

слоя в подобласти          
 
   , разбив ее на три участка S131, S132, S133. (см. рису-

нок 2, б). Границы участков представим неравенствами (6–8): 
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Вид функции    определим отдельно. Для этого опишем границу участка     , 

представленную четвертью окружности радиуса    с центром в точке            . 

Уравнение окружности в декартовой системе координат 

 

                . 

 

Подставим новые переменные в уравнение окружности и приведем его к виду: 

 

              
                

    
   

                      
                     

    
     

                                    
        

    
      

 

Очевидно, что уравнение искомой границы в полярной системе координат  

будет иметь вид: 

 

                           

                         
 
                    

    

 

 (9) 

 

В задаче принято условие полной пластичности на том основании, что касатель-

ное напряжение в слое     мало по сравнению с нормальными напряжениями и им 

можно пренебречь, причем два нормальных напряжения в поперечном (вертикальном) 

сечении в начальном приближении можно считать равными         . Третье нор-

мальное напряжение постоянно по толщине слоя, численно равно контактному давле-

нию слоя на инструмент и определяется из условия пластичности. 

Перейдем к рассмотрению участка S133 с границами (8). 

В качестве граничных условий на участке согласно расчетной схеме 

(см. рисунок 2, б) примем  
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подстановка которых в уравнения (2) и (3) исходной системы, приводит их к виду: 

 

    
  

  
  

   

  
    

  

   
    

 

Решив эту систему и вычислив постоянную интегрирования, найдем давление на 

контактной поверхности участка: 
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Из условия несжимаемости (4) получим радиальную компоненту вектора  

скорости течения 

 

    
 

   

      

  
 
  

 

 
     

 

Силу деформирования, приходящуюся на участок S133, найдем двойным интегри-

рованием вычисленного контактного давления: 

 

     
       

    

       

       

  

  

     
              

     

     
    

         

   
   

  
            

      
  

   

  

  

 
 

    
  

    

  

  

    

     
              

     

     
    

         

 

       
    
  

    
    

   
   

   
   

    
      

     
              

     

     
    

         

 

 

Для дальнейшего интегрирования проанализируем функцию    (9), которая со-

держит различные нелинейные комбинации тригонометрических функций. Проанали-

зируем значения функции   
  и    

 , где       и       – бесконечно малые функции 

более высокого порядка. 
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В выражениях для   
 и    

  заменим значения            
      

      
  единицей. 

Эта замена возможна, так как значение аргумента приближается к 
 

 
  Тогда выражение  
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для вычисления силы деформирования на участке      примет следующий вид 

После интегрирования и подстановки пределов интегрирования получаем при-

ближенное значение для силы деформирования на данном участке: 
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Полученный результат может быть использован для инженерных расчетов сило-

вых параметров при деформировании поковок, имеющих участки, ограниченные дуга-

ми окружностей. В частных случаях при малых радиусах закругления угловых элемен-

тов рассматриваемый участок может вырождаться в линию раздела течения.  

Вывод. Получены уточненные соотношения для оценки силовых и кинематиче-

ских параметров при деформировании участка S133, который не содержит особых точек, 

при затекании металла в ребра, расположенные по контуру прямоугольного отверстия в 

поковке, с закруглениями в местах сопряжения ребер. 
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