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Возможности использования и значение открытых систем при проектировании и создании  
средств измерения постоянно возрастают. Применение существенно нелинейных моделей,  
для решения которых методы теории возмущений оказываются недостаточными, находит 
всё более широкое распространение в задачах математического моделирования такого рода 
разработок. Используемые при этом модели, а значит и нелинейные уравнения, применяемые для 
их описания, имеют решения в виде топологически нетривиальных состояний – солитонов, кинков 
и подобных им объектов. Одним из таких уравнений является уравнение Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова, применяемое для описания процессов «конвенция-реакция-диффузия»,  
которое находит применение при исследовании процессов самоорганизации и построения  
структурных формирований в неравновесных открытых системах. Целью настоящей работы  
являлось построение нового решения модифицированного уравнения Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова, учитывающего пространственную неоднородность в системе.

Для решения указанной задачи применен прямой метод Хироты решения нелинейных  
уравнений в частных производных, в который внесены некоторые дополнительные ограничения.

Построено в явном виде новое топологически нетривиальное решение модифицированного 
уравнения Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова в виде одиночного кинкоподобного 
объекта и приведены аргументы в пользу того, что полученное решение является устойчивым 
относительно малых возмущений.

В результате проведенного математического моделирования показана возможность  
возникновения в системе, описываемой модифицированным уравнением Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова, доменной структуры.

Ключевые слова: уравнение Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова, метод Хироты, кинк.
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Abstract 
The opened systems possess an increasing significance and possibilities of applying in designing  

of measuring devices. Now an essentially nonlinear models are used for such systems. The perturbation  
approach is not enough for these purposes. Models of new types have solutions in a form of soliton  
or kink and similar objects. The equation of Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Piskunov is one of such equa-
tions. This equation is used for description of convection-reaction-diffusion processes. Such processes are 
used for studying of a self-organisation and formation of a structure in non-equilibrium opened systems.  
The aim of this work was to construct of a new solution for the modified equation of Fisher–Kolmogorov–
Petrovskii–Piskunov in which a space inhomogeneity is accounted.

To solve this problem the direct Hirota method for nonlinear partial differential equation is applied. 
Some modifications into this method were introduced.

The new topologically non-trivial solution of the modified Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Pisku-
nov equation is constructed explicitly. This solution has a kink-like form. Some arguments on the stability  
of such solution are considered.

A possibility of domain structure formation in the systems which describe by the Fisher–Kolmogorov–
Petrovskii–Piskunov equation is demonstrated. 

Keywords: Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Piskunov equation, Hirota method, kink.
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Введение

Использование открытых систем для 
проектирования и разработки информационно-
измерительных устройств приобретает всё более 
возрастающее значение. Открытые системы 
всегда подвержены одновременному влиянию 
значительного количества разнообразных фак-
торов, что позволяет использовать их в качестве 
моделей или экспериментальных прототипов при 
создании приборов с элементами искусственного 
интеллекта. При этом наиболее эффективным 
является подход, в котором рассматриваются 
существенно нелинейные задачи.

Нелинейные задачи, а также используемые 
для их описания нелинейные уравнения в част- 
ных производных привлекают внимание спе-
циалистов для построения математических 
моделей в различных областях науки и техники. 
Главным образом, это связано с тем, что 
линейные уравнения или уравнения с малыми 
возмущениями уже практически исчерпали 
заложенные в них модельные представления и 
поведение их решений изучено в полной мере. 
В настоящее время особый интерес вызывают 
так называемые существенно нелинейные урав- 
нения. Особенностью этих уравнений является 
непертурбативный характер входящих в них 
нелинейных членов, что исключает возможность 
применения теории возмущений для их иссле-
дования. Такие уравнения допускают решения 
типа солитонов или солитоноподобных объектов 
(например, кинков) и их связанных состояний.

В настоящей работе нами рассмотрено 
модифицированное нелинейное уравнения 
Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискуно-
ва (ФКПП). В базовом виде в (1+1)-мерном 
случае это уравнение записывается следующим 
образом [1]:

где D – коэффициент диффузии; a – параметр, 
характеризующий скорость роста функции (на-
пример, это может быть плотность распределе-
ния некоторой популяции); b – параметр, 
характеризующий квадратичные по плотности 
конкурентные потери; все эти коэффициенты 
считаются константами. 

В дальнейшем для упрощения вычислений 
положим их равными единице. В уравнении (1) 
использованы обозначения вида ut = ∂u/∂t и т. п.

Уравнение ФКПП является уравнением 
типа «конвенция–реакция–диффузия» [2]. 
Оно используется при описании процессов 
самоорганизации и построения структурных 
формирований в неравновесных открытых сис-
темах различной природы. Задачи подобного 
рода рассматриваются в биофизике, химии, 
экологии, технологических процессах, в частнос-
ти, к ним относятся задачи о волнах заселения 
среды популяцией и распространения ареала 
гена [3], задачи тепло- и массообмена [4, 5]. Ряд 
решений этого уравнения получен в работе [6]  
с использованием метода однородного баланса. 

Чтобы повысить точность описания раз-
личных процессов при использовании уравне-
ния ФКПП, в последнее время много внимания 
уделяется изучению его различных модифика-
ций и обобщений. В работе [7] уравнение ФКПП 
модифицировано так, чтобы осуществить учёт 
конкурентных членов третьего порядка, при 
условии, что они представляют малую поправку  
к уравнению (1). Это же уравнение, но при 
условии, что вклад конкурентных членов третье-
го порядка является существенно нелинейным, 
рассмотрено в [8]. В работе [2] в результате за- 
мены локальных квадратичных потерь интег-
ральным выражением, которое описывало 
нелокальные квадратичные потери при помощи 
функции влияния, удалось построить асимпто- 
тические решения, описывающие квазиста-
ционарные структуры. В работе [9] рассмотрены 
волны плотности в уравнении ФКПП при 
учёте эффектов запаздывания. Выполненные 
численные эксперименты позволили опреде-
лить такие значения запаздывания, при кото-
рых возникают пространственно неоднородные 
режимы распространения волн. В работе [10] 
изучены распространяющиеся волны для 
ряда модификаций уравнения ФКПП, для ко-
торых, в отличие от самого уравнения ФКПП, 
фронт волны не является гладким. Эти новые 
волны распространяются более медленно, не 
приводят к затуханию популяции, имеют чётко 
выраженный фронт. В работе [11] реализовано 
гиперболическое масштабирование уравнения 
ФКПП и построены два новых решения в преде-
ле, когда параметр гиперболичности стремится 
к нулю. Обобщение уравнения ФКПП на слу-
чай зависимости коэффициентов от искомой 
функции рассмотрено в работе [12] при изучении 
скоростей дисперсии, направлений наклона и 
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скоростей роста для задачи о распространении 
некоторых генотипов. В работе [13] рассмотрено 
обобщение уравнения ФКПП при нелокальной 
адвекции (перемещении потоков). Указанное 
приближение позволило описать диффузию и 
рост популяции при наличии притяжения или 
отталкивания.

В настоящее время большое внимание 
привлекает исследование состояний, описы-
ваемых уравнением ФКПП, связанных с учётом 
влияния пространственной неоднородности  
в изучаемой системе. При этом особый интерес 
представляет зависимость скорости роста функ-
ции, а, следовательно, и устойчивости таких 
решений. 

Цель данной работы – найти новое реше- 
ние модифицированного уравнения ФКПП, 
учитывающего пространственную неоднород-
ность в системе.

Модель и метод решения

Рассмотрим модифицированное уравнение 
ФКПП вида:

Здесь по сравнению с известными 
исследованиями введено новое слагаемое 
ux u. Это слагаемое в простейшей нелинейной 
форме учитывает влияние пространственной 
неоднородности системы на её возможное 
состояние. Знак минус указывает на то, что 
влияние рассматриваемой неоднородности 
приводит к уменьшению энергии состояния. 

Построим решение уравнения (2) в виде 
одиночного кинка. Для этого применим прямой 
метод Хироты решения нелинейных уравнений 
в частных производных, в котором учтём 
некоторые модификации [14]. Введём новую 
зависимую переменную:

где F = F(x, t) – новая неизвестная функция; 
σ – постоянная, которая будет определена ниже. 
Подставим выражение (3) в уравнение (2).  
В результате получим следующее уравнение:

Метод Хироты применим, если новое 
уравнение (например, уравнение вида (4)) будет 
второго порядка относительно функции F, т. е. 
будет иметь билинейный вид. Если преобра-
зованное уравнение будет уравнением третьего 
порядка относительно функции F (так называе-
мое трилинейное уравнение), то применение 
метода Хироты ограничено некоторыми усло-
виями. Эти условия в рассматриваемом нами 
случае не имеют места. Поэтому, поскольку 
мы ищем частное решение, можно ввести 
дополнительно некоторое условие, такое, 
что можно будет применять данный метод. 
Потребуем, чтобы выполнялось соотношение:

откуда сразу получаем            Теперь мы сможем 
записать уравнение (4) в виде:

Данное уравнение является билинейным.
В качестве следующего шага запишем для 

функции F формальное разложение в ряд теории 
возмущений:

где                           – новые неизвестные 
функции; ε – произвольный, вообще говоря, 
не малый постоянный параметр.

Если подставить соотношение (6) в урав- 
нение (5), а затем приравнять нулю 
коэффициенты при одинаковых степенях ε,  
то в результате мы получим зацепляющуюся 
систему линейных уравнений в частных 
производных такую, что каждая последующая 
функция fi будет определяться только 
предыдущими функциями и их производными. 
Первое уравнение этой системы будет одно-
родным, а все последующие – неоднородными. 
Формально такую систему запишем в виде:

В уравнении (7) подразумевается, что 
в круглых скобках записаны не только сами 
функции, но и те их производные, которые 
получаются в результате описанной процедуры. 
Выражения, стоящие в левых частях уравнений 
системы (7), будут одинаковыми; их отличие 
будет состоят только в разных значениях i 
при функциях ряда (6). Что же касается правых 
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частей уравнений системы (7), то для каждого 
значения i они будут совершенно различными. 
Поскольку полученная система уравнений 
является линейной, то решать её сравнительно 
легко (даже имея в виду неоднородные правые 
части). Таким образом, последовательно находя 
все fi и используя соотношения (3) и (6), можно 
найти решение любого порядка (если оно, 
конечно, существует).

Вопрос о сходимости ряда (6) требует 
отдельного рассмотрения. Особенностью метода 
Хироты является то, что, если существует 
решение, описывающее связанное состояние i 
солитонов или солитоноподобных объектов, то 
для функции fi+1 ряд обрывается автоматичес-
ки. В данной работе мы строим решение 
только для одиночного кинка. Следовательно, 
уравнение для функции f2 должно тождественно 
обращаться в нуль. Однако этого может и не 
быть, поскольку преобразованное уравнение (4) 
является трилинейным, а не билинейным,  
и мы не можем формально использовать метод 
Хироты, а вынуждены ввести некоторые 
дополнительные ограничения. В связи с этим  
мы должны сами обнулить правую часть 
уравнение для функции f2. Для этого подставим 
в неё выражение для f1 и потребуем, чтобы эта 
правая часть обращалась в нуль.

Решение в виде одиночного кинка

Построим решение в виде одиночного кинка. 
Для этого нам понадобятся первые два уравне-
ния системы (7). Они имеют вид:

Будем искать функцию f1 в следующем виде:

где k, ω, η0 – параметры решения. Параметр η0 

имеет простой физический смысл. Он определяет 
положение функции, описывающей решение 
в начальный момент времени. Без потери 
общности его можно положить равным нулю. 
Подставим соотношение (10) в уравнение (8). В 
результате получим соотношение ω = -k2–1 . Это, 
так называемое, дисперсионное соотношение. 
Теперь подставим выражение (10) в правую часть 
уравнения (9) и приравняем её нулю. Получим 
соотношение ω = -3k2–k. В результате мы имеем 

два уравнения для определения двух неизвестных 
величин (параметров решения). Из полученных 
соотношений находим для параметров k и ω  
следующие фиксированные значения: k = 1/2,  
ω = -5/4.

Теперь, используя принятый в методе 
Хироты подход к построению одиночного 
топологически нетривиального решения, 
можно записать окончательное выражение для 
одиночного кинка:

Причём при построении данного 
соотношения было принято, что ε = 1. Путём 
прямой подстановки соотношения (11) в 
уравнение (2) можно убедиться, что оно является 
его решением. То, что параметры решения 
принимают фиксированные значения, можно 
рассматривать как указание на устойчивый 
характер описываемого соотношением (11) 
состояния системы относительно малых 
возмущений. Данное утверждение не является 
строгим математическим доказательством, 
однако неоднократно оно было проверено в 
ходе вычислительных экспериментов и всегда 
подтверждалось.

Заключение

Полученное решение не является одиноч-
ным кинком в чистом виде. Это, скорее, 
кинкоподобное решение, поскольку оно содер- 
жит не только функцию гиперболического 
тангенса, но и постоянное слагаемое. 
Указанное постоянное слагаемое появилось 
в результате диссипативных процессов в рас-
сматриваемой модели. Известно, что решение 
немодифицированного уравнения Фишера–
Колмогорова–Петровского–Пискунова состоит 
из трёх составляющих: солитона. кинка 
и постоянного слагаемого. Учёт в рамках 
рассматриваемой модели пространственной 
неоднородности состояния системы привёл 
к тому, что солитонный вклад в решение 
отсутствует. Можно сделать вывод, что открытая 
система, для описания которой используется 
уравнение (2), допускает существование до-
менной структуры. В окончательной форме 
условия, при которых могут образовываться 
домены, можно получить, если коэффициенты 

(8)f f fxt xxx x1 1 1 0, , , ,− − =

f f f f f f f fxt xxx x x t x xx x2 2 2 1 1 1 1 1
23, , , , , , , , .− − = − − (9)

f kx t1
0= − +( )exp ,ω η (10)

u x t
f

f
kx tx, tanh .,( ) =

+
= + − +
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в модифицированном уравнении Фишера–
Колмогорова–Петровского–Пискунова (4) задать 
отличными от единицы. В тоже время в случае 
уравнения (1) доменная структура отсутствует, 
поскольку наложение состояний типа солитона  
и типа кинка не позволяет чётко выделить 
в системе области с разными значениями 
исследуемого параметра.
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