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Постановка задачи. Пусть в начальный мо-
мент времени 𝑡 ൌ 0 однородный упругий стер-
жень 0 ൑ 𝑥 ൑ 𝑙 постоянного поперечного сече-
ния, конец которого 𝑥 ൌ 0 жестко закреплен, а ко-
нец 𝑥 ൌ 𝑙 соединен пружиной с неподвижной 
опорой, подвергся удару некоторым грузом по 
концу 𝑥 ൌ 𝑙, причем в дальнейшем груз остается 
в соприкосновении со стержнем. Тогда, пренебре-
гая весом стержня как силы и его возможными 
вертикальными отклонениями, для определения 
смещений 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ сечений стержня нужно найти 
решение уравнения 
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и граничных условиях 
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В задаче (1) – (3) 𝑎ଶ ൌ 𝐸/𝜌, E – модуль упру-
гости стержня, ρ – плотность материала стержня, 
ℎ ൐ 0, 𝑘 ൐ 0, 𝑚 ൐ 0 – физические постоянные, ха-
рактеризующие закрепление конца 𝑥 ൌ 𝑙 стержня 
и 𝑣 ∈ ℝ – физическая постоянная, характеризую-
щая скорость ударившего груза. 

Отметим, что значения производных в усло-
виях (2) и (3) задачи (1) – (3) следует понимать не 
в смысле предельного перехода, а в смысле их 
значений в точках соответствующих отрезков. 
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Построение формального решения. Применив 
к задаче (1) – (3) метод контурного интеграла [1], ее 
формальное решение можно представить в виде 
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где 2( ) ch( / ) ( ) sh( / )p kp pl a a h mp pl a    , Γn   

 (𝑛 ∈ ℕ) – последовательность расширяющихся 
замкнутых контуров в виде прямоугольников с 
вершинами в точках ℎ ൅ 𝑖𝜋𝑛, െℎ൅ 𝑖𝜋𝑛, െℎെ 𝑖𝜋𝑛, 
h i n   (0 ൏ ℎ ൏ ∞) в комплексной p-плоскости. 

Вычислим на основании известной теоремы о 
вычетах интеграл в (4), получим, что  
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где 2 1kla m   , 2 2 1hl a m    и ωn – положитель-

ные корни уравнения 2ctg( )      , зануме-

рованные в порядке возрастания. 
Функция (5) представляет собой формальное 

решение задачи (1) – (3) в виде обобщенного три-
гонометрического ряда. 

Обоснование решения и его свойства. В 
силу разрыва во втором из начальных условий (2) 
задача (1) – (3) не имеет классического решения, 
поэтому речь будет идти об обобщенном реше-
ние, которое определим следующим образом: 
назовем обобщенным решением задачи (1) – (3), 
функцию u, которая непрерывна на множестве 
Qሜ ൌ ሾ0,∞ሻ ൈ ሾ0, lሿ, имеет в Qሜ  почти всюду непре-
рывные производные первого порядка, а произ-
водные второго порядка представляются в обла-
сти Q ൌ ሺ0,∞ሻ ൈ ሺ0, lሻ обобщенными тригономет-
рическими рядами, суммируемыми почти всюду 
методом Чезаро первого порядка (класс таких 
функций обозначим через W) и удовлетворяет по-
чти всюду в Q уравнению (1) и всюду начальным 
условиям (2) и граничным условиям (3). 

Взяв n-ый член ряда (5) в правой части ра-
венств, подставим вместо входящих туда величин 
их асимптотические представления и, тогда полу-
чим, что он в Qሜ  имеет порядок малости n−2. Сле-
довательно, ряд для u, состоящий из непрерывных 
функций в Qሜ , равномерно сходится в Qሜ , и u явля-
ется непрерывной функцией на том множестве. 
Поэтому ряд, стоящий справа в (5), можно 
почленно дифференцировать сколько угодно раз 
по t и x в смысле обобщенных функций [2], и 
суммы полученных после дифференцирования 
рядов будут слабыми обобщенными производ-
ными функции u в Qሜ . 

Обозначим множество лежащих в Qሜ  отрезков 
прямых линий 𝑥 ൅ 𝑎𝑡 ൌ ሺ2𝑚 ൅ 1ሻ𝑙 и 𝑥 െ 𝑎𝑡 ൌ 
ൌ െሺ2𝑚൅ 1ሻ𝑙 (𝑚 ∈ ℕ ∪ ሼ0ሽ) как L.  

Для дальнейшего удобно ввести обозначение: 
пусть функция v терпит конечные разрывы на ле-

жащих в некоторой области дугах некоторых кри-
вых линий, тогда через v|+ и v|− будем обозначать 
соответственно предельные значения, которые 
принимает функция при стремлении сверху и 
снизу к точкам указанных выше дуг по путям, не 
касательным к этим дугам.  

Из свойств сумм рядов для функций ∂tu, ∂xu, 
2
t u , ∂t∂xu, 2

x u  получаем, что а) частные произ-

водные ∂tu и ∂xu терпят на отрезках L конечные 
разрывы, которые соответственно равны 
( | | ) / 2t tu u   и ( | | ) / 2x xu u   ; б) ряды, 

представляющие 2
t u , ∂t∂xu и 2

x u , суммиру-

ются в Q  вне отрезков L к непрерывным функ-

циям методом Чезаро первого порядка. 
Непосредственной подстановкой ряда (5) в 

уравнение (1) с учетом свойств б) можно убе-
диться, что уравнение (1) удовлетворяется в Qሜ  вне 
отрезков L, т. е. удовлетворяется почти всюду. 
Аналогично, учитывая свойства а), можно прове-
рить удовлетворение всюду первого из начальных 
условий (2) и граничных условий (3), причем ряд 
для частной производной 2

t u  на полупрямой 

𝑥 ൌ 𝑙, 𝑡 ൑ 0 сходится в обычном смысле и его 
сумма на этой прямой испытывает разрывы пер-
вого рода.  

Таким образом, задача (1) – (3) имеет обобщен-
ное в смысле данного в настоящей работе решение 
u, представимое в виде (5), непрерывное в 𝑄ሜ  и об-
ладающее указанными выше свойствами а) и б). 

Единственность решения. Будем говорить, 
что две функции, разрывные на некотором под-

множестве V замкнутого множества D , имеют 
на множестве V одинаковые разрывы (конечные 
или бесконечные или конечные и бесконечные 

одновременно), если их разность в D  является 
непрерывной функцией. Докажем, что в классе W 
задача (1) – (3) не может иметь двух решений u1 и 
u2, обладающих тем свойством, что частные про-
изводные до второго порядка включительно от 
этих функций имеют одинаковые разрывы.  

Предположим, что задача (1) – (3) имеет два 
непрерывных решения u1 и u2, обладающие ука-
занными выше свойствами. Пусть 1 2u uu  , а то-

гда 𝑢 ∈ 𝐶ଶሺQሜ ሻ. Кроме того, функция u будет ре-
шением задачи (1), (3) с добавлением однородных 
начальных условий  

(0, ) (0, ) 0, 0 .tu x u x x l        (6) 

Функции u, определяемой как решение задачи 
(1), (3), (6), сопоставим функцию «энергии» E 
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Теперь, продифференцируем (7), выполним 
интегрирование по частям и воспользуемся (1) и 
(3), чтобы получить '( ) 0E t  . Значит ( ) constE t 
. Пользуясь начальными условиями (6), вычис-
ляем (0) 0E  . А значит, 𝐸 ≡ 0. Отсюда следует, 

что 0t xu u     в Q , т. е. 𝑢 ≡ const в Qሜ . Так как 

u ∈ 𝐶ሺQሜ ሻ, то из u ≡ constи (7) следует, что 𝑢 ≡ 0 
в Qሜ . Из последнего результата и равенства 

1 2u uu   следует 1 2u u  в Qሜ . 
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Аннотация. Рассмотрены характеристики фазовых переходов в проволоке из никелида титана при различ-
ных режимах лазерной сварки. Показано, как нагрев в зоне сварки влияет на характеристики материала и 
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При изготовлении различных изделий из нити-
ноловой проволоки, например, элементов эндо-
протезов сосудов, требуется соединение концов 
проволоки для получения замкнутых структур. 
Одним из наиболее производительных методов 
является сварка. При изготовлении изделий меди-
цинского назначения в условиях Научно-техноло-
гического парка БНТУ «Политехник» использу-
ется лазерная сварка, выполняемая после термо-
обработки элементов на сварочном автомате 
Rofin Select производства ROFIN-BAASEL 
Lasertech GmbH & Co, Германия. Сварка выпол-
няется внахлест. 

При испытаниях и эксплуатации сварных со-
единений возникают две основные проблемы: 
разрушение проволоки при статическом или цик-
лическом нагружении в непосредственной близо-
сти от сварного шва и изменение характера фазо-
вых переходов в нитиноле в сварном шве и непо-
средственно возле него вследствие нагрева при 
сварке, хотя по данным [1] cверхупругость и  

эффект памяти формы обычно сохраняются в ма-
териале после сварки. На рисунке 1 показан стент-
элемент, подвергавшийся циклическому нагруже-
нию. Усталостное разрушение произошло непо-
средственно возле сварного шва. 

Для оценки влияния режимов сварки на харак-
теристики шва использовалась нитиноловая про-
волока диаметром 0,43 мм без термообработки, 
используемая для изготовления каркасов стент-
графтов. Были изготовлены образцы, сваренные 
внахлест точечной лазерной сваркой с различным 
количеством точек сварки и, следовательно, с раз-
ной степенью нагрева в процессе соединения. Об-
разцы имели вид двух сваренных прямолинейных 
фрагментов проволоки. На рис. 2 показаны при-
меры сварных швов. 

Полученные образцы подвергались статиче-
скому нагружению на разрывной машине MTS 
Systems до разрушения и на специальном приспо-
соблении для циклического нагружения. Кроме 
того, образцы материала сварного шва и участков 


