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Метод периодического нагрева (методов регу-
лярного режима третьего рода, метод температур-
ных волн) – известный метод определения тепло-
физических свойств (ТФС) различных материа-
лов. Этот метод обладает рядом преимуществ по 
сравнению с другими методами. Для измерения 
ТФС этим методом необходимо малое количество 
материала из-за резкого затухания температурной 
волны, это также обусловливает незначитель-
ность вклада радиационного переноса, и   конвек-
тивного движения. В данной работе исследовано 
измерение ТФС с учетов влияния температуры 
среды на конце образца. 

Рассмотрим полуограниченную среду из изу-
чаемого материала. Распределение температуры T 
определяется уравнением теплопроводности:  
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 , 𝑡 ൐ 0, 0 ൑ 𝑥 ൏ ∞, (1) 

c начальным условием: 𝑇ሺ𝑡 ൌ 0, 𝑥ሻ ൌ 𝑇଴,  и на гра-
нице (х = 0) температура меняется по гармониче-
скому закону: T(t, 0) = T0 + maxsin(ωt),  
T (t, x = ) = T0, где a – коэффициент температу-
ропроводности, T0 – начальная температура 
среды, max – амплитуда колебаний температуры, 
 = 2/0 – круговая частота, 0 – период колеба-
ний. После замены переменной (x, t) = T(x, t) – T0 
в уравнении (1), т.е. отсчитывая температуру от 
уровня T0, задача нахождения распределения тем-
пературы сводится к решению уравнения с 
начальными и граничными условиями: 
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 , 𝑡 ൐ 0, 0 ൑ 𝑥 ൏ ∞,  (2) 

ሺ𝑡 ൌ 0, 𝑥ሻ ൌ 0,   (2.1) 

ሺ𝑡, 𝑥 ൌ 0ሻ ൌ ௠௔௫ s𝑖𝑛ሺ𝜔𝑡ሻ,  (2.2) 

  ሺ𝑡, 𝑥 ൌ ∞ሻ ൌ 0.   (2.3) 

Решение задачи (2) имеет вид [1, 2]: 

ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ ௠௔௫ expቐെඨ
𝜋
𝑎𝜏଴

𝑥ቑ sinቌ𝜔𝑡 െ ඨ
𝜋
𝑎𝜏଴

𝑥ቍ .  (3)

Амплитуда изменения температуры зависит от 
координаты по экспоненциальному закону: 

𝐴்ଵ ൌ ௠௔௫ expቐെඨ
𝜋
𝑎𝜏଴

𝑥ቑ. 

Анализ этого решения, имеющего вид темпе-
ратурной волны, позволяет установить параметры 
такой волны. Глубина проникновения  волны (ам-

плитуда уменьшается в e раз): 𝑥пр ൌ ට
௔ఛబ
గ

,  фазо-

вая скорость волны: 𝑣ф ൌ 2ට
గ௔

ఛబ
, длина волны: 

волны ൌ 2ඥ𝜋𝑎଴.  Из решения (3) по измеренным 
амплитудам колебаний на поверхности образца  
x = 0 ௠௔௫ и в глубине x = x1 ௠ሺ𝑥ଵሻ , можно опре-
делить коэффициент температуропроводности a [1]: 

𝑎 ൌ
𝜋𝑥ଵଶ
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൨
. (4)

Также можно рассчитать a по измеренным ам-
плитудам ௠ሺ𝑥ଵሻ, ௠ሺ𝑥ଶሻ на расстояниях x1, x2 от 
края образца [1]: 
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(5)
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Из решения (3) также вытекает, что коэффици-
ент температупроводности a можно определить 
по измерению времени запаздывания гармониче-
ских колебаний в глубине x1 и на поверхности об-
разца 3(x1) [1]:  

𝑎 ൌ
଴𝑥ଵଶ

4𝜋ଷଶሺ𝑥ଵሻ
  , (6)

или по времени запаздывания гармонических ко-
лебаний на расстояниях x1, x2 от поверхности об-
разца 3(x2,x1) [1]: 

𝑎 ൌ
଴ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵ ሻଶ

4𝜋ଷଶሺ𝑥ଶ, 𝑥ଵሻ
  .  (7)

Формулы (6), (7) имеют более практическую 
“ценность” по сравнению с формулами (4), (5), 
поскольку, линейные размеры и время могут быть 
измерены наиболее точно. Но для достаточно тон-
кого образца необходимо учитывать условия теп-
лообмена на границе (граничное условие 3 рода): 

𝛼ሺ𝑥 ൌ 𝑙, 𝑡ሻ ൌ െ డ

డ௫
ሺ𝑥 ൌ 𝑙, 𝑡ሻ ,   (8) 

где l – длина образца,  - коэффициент теплопе-
редачи,  – коэффициент теплопроводности мате-
риала. Рассмотрим получение общего решения 
уравнения (2) с начальными и граничными усло-
виями (2.1), (2.2), (8). Решение уравнения (2) 
можно представить в виде произведения двух 
функций: ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ ሺ𝑥ሻሺ𝑡ሻ, тогда при подста-
новке в уравнение (2) получится система из двух 
дифференциальных уравнений [2]: 

డమ
డ௫మ

൅ ଶ ൌ 0,
డ
డ௧
൅ βଶ𝑎 ൌ 0.    (9) 

Введя мнимую величину: 𝑖𝜔 ൌ െ𝛽ଶ𝑎, и  

𝜀ଶ ൌ െβଶ  следует: 𝜀 ൌ ට௜ఠ

௔
ൌ ሺ1 ൅ 𝑖ሻට

ఠ

ଶ௔
. Решениями 

уравнений (9) являются следующие функции [2]: 

ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐴 sinhሺ𝜀𝑥ሻ ൅ 𝐵 cosℎሺ𝜀𝑥ሻ,ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒௜ఠ௧ .        (10) 

A, B – постоянные, определяются из гранич-
ных условий (2.2, 8): 

௠௔௫𝑒௜ఠ௧ ൌ 𝐵𝑒௜ఠ௧ 

𝛼𝑒௜ఠ௧ሼ𝐴 sinhሺ𝜀𝑙ሻ ൅ 𝐵 coshሺ𝜀𝑙ሻሽ ൌ 

ൌ െ𝜀𝑒௜ఠ௧ሼcoshሺ𝜀𝑙ሻ ൅ 𝐵 sinhሺ𝜀𝑙ሻሽ. 

Отсюда получается: 

𝐵 ൌ ௠௔௫, 

𝐴 ൌ െ𝐵
cosℎሺ𝑙ሻ ൅ 𝜀

𝛼 sinℎሺ𝑙ሻ

sinℎሺ𝜀𝑙ሻ൅
𝜀
𝛼 cosℎሺ𝑙ሻ

. 

Тогда, решение в комплексном виде будет 
иметь вид: 

ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ ௠௔௫ଶ

sinℎ൫𝜀ሺ𝑙 െ 𝑥ሻ൯ ൅
𝜀
𝛼 cosℎ൫𝜀ሺ𝑙 െ 𝑥ሻ൯

sinℎሺ𝜀𝑙ሻ ൅
𝜀
𝛼 cosℎሺ𝜀𝑙ሻ

(11)

Выделив действительную и мнимую часть 
выражения (11), после громоздких математиче-
ских преобразований, получим решение уравне-
ния (2) с начальными и граничными условиями 
(2.1), (8), (2.3): 

ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ ρሺ𝑥ሻ௠௔௫ sinሺ
2𝜋
𝜏଴
𝑡 ൅ 𝜑ሻ, 

ρሺ𝑥ሻ ൌ ට𝑑ଵ
ଶ ൅ 𝑑ଶ

ଶ,   tgሺ𝜑ሻ ൌ
𝑑ଶ
𝑑ଵ

, 

𝑑ଵ ൌ
𝑐ଷ𝑐ଵ ൅ 𝑐ସ𝑐ଶ
𝑐ଵ
ଶ ൅ 𝑐ଶ

ଶ ,    𝑑ଶ ൌ
𝑐ସ𝑐ଵ െ 𝑐ଷ𝑐ଶ
𝑐ଵ
ଶ ൅ 𝑐ଶ

ଶ , 

𝑐ଵ ൌ cosሺ𝑥ଶሻ sinhሺ𝑥ଶሻ ൅ 

൅
𝑏
𝛼

cosሺ𝑥ଶሻ coshሺ𝑥ଶሻ െ
𝑏
𝛼

sinሺ𝑥ଶሻ sinhሺ𝑥ଶሻ, 

𝑐ଶ ൌ sinሺ𝑥ଶሻ coshሺ𝑥ଶሻ൅ 

൅
𝑏
𝛼

cosሺ𝑥ଶሻ coshሺ𝑥ଶሻ ൅
𝑏
𝛼

sinሺ𝑥ଶሻ sinhሺ𝑥ଶሻ , 

𝑐ଷ ൌ cosሺ𝑥ଵሻ sinhሺ𝑥ଵሻ ൅ 
𝑏
𝛼

cosሺ𝑥ଵሻ coshሺ𝑥ଵሻ െ
𝑏
𝛼

sinሺ𝑥ଵሻ sinhሺ𝑥ଵሻ , 

𝑐ସ ൌ sinሺ𝑥ଵሻ coshሺ𝑥ଵሻ൅ 

൅
𝑏
𝛼

cosሺ𝑥ଵሻ coshሺ𝑥ଵሻ ൅
𝑏
𝛼

sinሺ𝑥ଵሻ sinhሺ𝑥ଵሻ, 

𝑥ଵ ൌ 𝑏ሺ𝑙 െ 𝑥ሻ,   𝑥ଶ ൌ 𝑏𝑙,   𝑏 ൌ ඨ
𝜋
𝑎𝜏଴

. 

Амплитуда колебаний температуры: 

𝐴்ଶ ൌ ௠௔௫𝜌ሺ𝑥ሻ,      (12) 

зависит от координаты по другому закону, чем по 
экспоненциальному. Сравнение амплитуд, рас-
считанных по формулам (12) и (3.1) приведены на 
рис. 1, использовались теплофизические пара-
метры кремния, при коэффициенте теплопере-

дачи 𝛼 ൌ 10ିସ
Вт

смమК
. Имеют место существенные 

различия.  

1, 3 – рассчитаны по формуле (3.1); 2, 4 – по формуле 
(12); 1, 2 – для 0 = 1 с; 3, 4 – для 0 = 0,5 с  

Рисунок 1 – Зависимость амплитуды изменения  
температуры от длины;  

Для определения коэффициента температу-
рапроводности a и параметра / можно изме-
рить амплитуды колебаний температуры на рас-
стояниях x1, x2 от края образца при определенном 
значении периода колебаний 0 и решить систему 
двух алгебраических уравнений: 
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𝐴்ଶ
измሺ𝑥௜ , 𝜏଴ሻ െ௠௔௫ρ ൬𝑥௜ , 𝜏଴,𝑎,


𝛼
൰ ൌ 0,  

𝑖 ൌ 1, 2. 

Также возможно, решить аналогичную си-
стему по измеренным амплитудам на одном рас-
стоянии от края образца при двух значениях пери-
ода колебаний 0.  
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Шаговые электродвигатели применяются в 
приводах, обеспечивающих точное позициониро-
вание рабочего органа. Достоинством шаговых 
электродвигателей в таком применении по сравне-
нию с остальными типами (двигатели постоянного 
тока, асинхронные и т.п.) является принцип их ра-
боты, заключающийся во вращении ротора путем 
выполнения дискретных угловых перемещений 
(шагов) с определенным углом. Это позволяет при-
водам с шаговыми двигателями обходится без дат-
чиков, обеспечивающих обратную связь по поло-
жению рабочего органа. Логика работы таких при-
водов основывается на предположении, что 
количество отданных двигателю драйвером «ко-
манд» на выполнение шага равняется количеству 
шагов, действительно выполненных двигателем. 
Величина перемещения рабочего органа определя-
ется по известному шагу двигателя, типу использу-
емых механических передач и их передаточным 
отношениям. Однако по количеству выполненных 
шагов можно только определять перемещение ра-
бочего органа относительно предыдущего положе-
ния, поэтому в таких приводах все же используется 
один датчик конечного положения. В начале ра-
боты рабочий орган доводится до этого положения 
и система управления принимает его за нулевую 

точку, относительно которой рассчитывается даль-
нейшее перемещение. 

Такой принцип построения приводов избав-
ляет от множества проблем, связанных с нали-
чием системы определения положения: отсут-
ствует необходимость в датчике углового или ли-
нейного перемещения, сложность и стоимость 
которых пропорционально (а иногда и не очень) 
увеличивается с увеличением точности или диа-
пазона измерения; отсутствует необходимость в 
схеме обработки сигнала с датчика; отсутствует 
необходимость в схеме автоматического регули-
рования (и, соответственно, в наладке такой 
схемы), которая должна корректировать положе-
ние рабочего органа по информации с датчика.  

Отсутствие обратной связи является и недо-
статком привод с шаговыми двигателями. При 
превышении моментом нагрузки крутящего мо-
мента двигателя, ротор перестает выполнять 
шаги, останавливаясь на месте. В зависимости от 
характера и причины возникновения дополни-
тельной нагрузки, ротор может продолжить вра-
щение, пропустив несколько шагов, или полно-
стью остановиться. В обоих случаях количество 
«команд», отданным на выполнение шаг будет от-
личаться от количества реально выполненных 


