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В данной статье рассматривается матрица жескости 
пространственного стержня, которая используется при расчете 
пространственных моделей методом конечных элементов. 

This article discusses the stiffness matrix of the spatial rod, which 
is used in the calculation of spatial models by the finite element method. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Метод конечных элементов широко используется для расчета про-
странственных элементов во многих инженерных программ. Данный 
метод содержит в себе элементы векторной алгебры – матриц. 
 
ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

Рассмотрим матрицы жесткости на примере расчета простран-
ственного стержня (рисунок 1), как объединение элементов, описы-
вающих [1]: 
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1) изгиб в плоскости xy; 
2) изгиб в плоскости xz. 
 

 
Рисунок 1 – Стержневой элемент под действием поперечных сил  

и изгибающих моментов. 
 
Рассмотрим вклад каждого элемента в матрицу жесткости про-

странственного элемента (таблицы 1, 2, 3): 
 

Таблица 1 – Матрица жесткости пространственного стержня 

l
EI

l

EI
l

EI

l

EI
z

l
EI

l

EI
l

EI

l

EI
y

l
GI

l
GI

x

l

EI

l

EI

l

EI

l

EI
z

l

EI

l

EI

l

EI

l

EI
y

l
EF

l
EF

l
EI

l

EI
l

EI

l

EI
z

l
EI

l

EI
l

EI

l

EI
y

l
GI

l
GI

x

l

EI

l

EI

l

EI

l

EI
z

l

EI

l

EI

l

EI

l

EI
y

l
EF

l
EF

zyxzyx

ZZZZ

YZYY

KK

ZYYY

ZZZZ

ZZZZ

YYYY

KK

YYYY

ZZZZ

M
M
M
Q
Q
N
M
M
M
Q
Q
N

wvuwvu

4626
2

4626
2

2

612612
2

612612
2

2

2646
1

2646
1

1

612612
1

612612
1

1

222222111111

00000000
00000000
0000000000
00000000

00000000
0000000000

00000000
00000000
0000000000
00000000

00000000
0000000000

22

22

2323

2323

22

22

2323

2323

−

−
−

−

−−−
−

−

−
−

−−−

−
−

ϕϕϕϕϕϕ

 
 



 

53 

1. Изгиб в плоскости xy. 
 
Таблица 2 – Компоненты матрицы жесткости, описывающие изгиб в плоскости xy 
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2. Изгиб в плоскости xz. 
Изгиб в плоскости xz отличается от изгиба в плоскости xy 

направлением знаков моментов и углов поворота. Для того чтобы 
привести матрицу жесткости, составленную для плоскости xy 
в соответствие с направлениями изгибающих моментов и углов по-
ворота для плоскости xz надо  

 

1 1 2 2 1 1 2 2y z y z z zQ ,M ,Q ,M ,v , ,v ,φ φ  
поменять на  
 

yyyzyz wwMQMQ 22112211 ,,,,,,, ϕ−ϕ−−−
. 

 
Для ясности запишем зависимость между узловыми силами 

и узловыми перемещениями в плоскости xy в развернутом виде 
и сделаем преобразования: 
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или в матричном виде: 
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где Q1y, Q2y – перемещения в начале и в конце балки соответствен-
но;  
      M1y, M2y – изгибающие моменты в начале и в конце балки соот-
ветственно. 

Подставив коэффициенты матрицы жесткости, в общую матрицу 
на свои места получим:  

 
Таблица 3 – Компоненты матрицы жесткости, описывающих изгиб в плоскости xz 
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