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§1. Фигура. Диаметр. Мера. 
 
Фигурой (Φ) назовем любое связное, замкнутое, ограниченное 

множество точек на плоскости ( )2R  или в пространстве ( )3R . 
Таким образом, геометрической фигурой (Φ) являются: 

1) линия ( )1L  в 2R или ( )2L 3R , в частности отрезок [ ]ba,  коор-
динатной оси (рис.1); 

2) плоская область (S) в 2R  (рис.2); 

3) поверхность (σ) в 3R  (рис.3); 

4) пространственная область (V) в 3R , ограниченная замкнутой 
поверхностью – тело в пространстве, (рис.4) 

 

  
                           рис.1                                                                  рис.2                          
 

  
                                    рис.3                                                              рис.4 
Диаметром )(Φdiam фигуры Φ называют максимальное рас-

стояние между двумя ее точками. 
Например, диаметр эллипса равен его фокальной оси; диаметр 

куба равен длине его диагонали. 
С понятием фигуры связано понятие ее меры µ(Φ).  
Мерой одномерной фигуры (линии) называют ее длину: µ(L) – 

длина дуги L. 
Мерой двумерной фигуры называют ее площадь: µ(S) – площадь 

области S, µ(σ) – площадь поверхности σ. 
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Мерой трехмерной фигуры (тела) называют ее объем: µ(V) – объ-
ем тела V. 

 
§2. Определенный интеграл по фигуре. Теорема существова-

ния. 
 

Пусть в каждой точке P фигуры (Φ), мера которой µ(Φ)=µ, опре-
делена скалярная функция )(),( Φ∈= PPfu . 

Выполним следующие действия: 
1. Произвольно разобъем фигуру (Φ) на n элементарных фигур 

)( i∆Φ с мерами nii ,1, =∆µ . 
2. Произвольно выберем на каждой элементарной фигуре точки 

)( iiP ∆Φ∈ и вычислим значения )( iPf функции в этих точ-
ках. 

3. Вычислим произведения niPf ii ,1,)( =∆⋅ µ . 

4. Составим сумму ∑
=

∆⋅
n

i
iiPf

1
)( µ , которая называется n-й инте-

гральной суммой для функции )(Pf по фигуре (Φ). 
5. Обозначим через λ – максимальный из диаметров элементар-

ных фигур )( i∆Φ : { })(max idiam ∆Φ=λ . Перейдем к пределу 

в интегральной сумме ∑
=

∆⋅
n

i
iiPf

1
)( µ при условии что λ→0. 

 Так как произвольно осуществляется разбиение фигуры (Φ) на 
элементарные )( i∆Φ и произвольно выбираются точки )( iiP ∆Φ∈ , 
то, очевидно, что для данной фигуры (Φ) и выбранного n можно 
составить бесчисленное множество интегральных сумм.  
Определение. Если существует конечный предел n-й интеграль-

ной суммы ∑
=

∆⋅
n

i
iiPf

1
)( µ при условии что λ→0 (при этом каждая из 

элементарных фигур стягивается в точку) и этот предел не зависит  
ни от способа разбиения фигуры (Φ) на элементарные )( i∆Φ , ни от 

выбора точек iP на них, то он (предел) называется определенным 
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интегралом по фигуре (Φ) от скалярной функции  )(Pfu =  и обо-

значается ∫
Φ)(

)( µdPf  (ОИФ). 

Таким образом, по определению ОИФ: 

∫
Φ)(

)( µdPf = i

n

i
iPf µ

λ
∆⋅∑

=→ 10
)(lim . 

Естественно возникает вопрос: для каких функций )(Pf  суще-
ствует определенный интеграл по фигуре (Φ)? Ответом служит тео-
рема существования ОИФ, которую приведем без доказательства. 
Теорема существования. Если функция )(Pfu = непрерывна на 

фигуре (Φ), то существует определенный интеграл ∫
Φ)(

)( µdPf . 

Замечание. Определенный интеграл по фигуре может существо-
вать не только для непрерывных функций, но и для кусочно-
непрерывных функций. 

В дальнейшем будем предполагать, что определенные интегралы 
по фигуре, о которых идет речь, существуют. 

 
§3. Свойства определенного интеграла по фигуре. 

 
1. Свойство линейности. Определенный интеграл по фигуре от 

линейной комбинации функций )()( PgPf βα + равен линейной ком-
бинации интегралов от слагаемых функций по той же фигуре. То 
есть, ( ) ∫ ∫∫

Φ ΦΦ
+=+

)( )()(

)()()()( µβµαµβα dPgdPfdPgPf , где α, β – кон-

станты. 
Это свойство следует из определения ОИФ и свойств пределов: 

( ) ( )

∫ ∫∑∑

∑∫

Φ Φ=→=→

=→Φ

+=∆+∆=

=∆+=+

)( )(1010

10)(

)()()()(

)()()()(

limlim

lim

µβµαµβµα

µβαµβα

λλ

λ

dPgdPfPgPf

PgPfdPgPf

n

i
iii

n

i
i

i

n

i
ii

 

2. Свойство аддитивности. Если фигура (Φ) состоит из 
скольких фигур, не имеющих общих внутренних точек,  то 
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ределенный интеграл по фигуре (Φ) равен сумме 
интегралов по составляющим ее частям.  

То есть, если (Φ)= )()( 21 Φ+Φ (рис.1) ,то 

∫
Φ)(

)( µdPf = ∫
Φ )( 1

)( µdPf + ∫
Φ )( 2

)( µdPf .  

3. О вычислении меры фигуры. Мера )(Φ= µµ вычисляется по 

формуле: ∫
Φ

=Φ
)(

)( µµ d .  

Это свойство следует из определения интеграла по фигуре (Φ) от 

функции 1)( ≡Pf : µµµµ
λλ

==∆⋅=⋅ ∑∫
= →Φ →

n

i
id

1 0)( 0
limlim 11 . 

4. Об интегрировании неравенств. Если )(),()( Φ∈∀≤ PPgPf , 

то ∫∫
ΦΦ

≤
)()(

)()( µµ dPgdPf . 

Действительно, так как  )(),()( Φ∈∀≤ PPgPf , 

 то  ∑ ∑
= =

∆≤∆
n

i

n

i
iiii PgPf

1 1
)()( µµ  и поэтому  

∫∑∑∫
Φ=→=→Φ

=∆≤∆=
)(1010)(

)()()()( limlim µµµµ
λλ

dPgPgPfdPf
n

i
ii

n

i
ii . 

5. Об оценке определенного интеграла по фигуре. Если m и M – 
соответственно наименьшее и наибольшее значения функции )(Pf  

на фигуре (Φ), то µµµ ⋅≤≤⋅ ∫
Φ

MdPfm
)(

)( . 

Действительно, так как MPfm ≤≤ )( на фигуре (Φ), то на осно-

вании свойств 4, 1, и 3 µµµµµ ⋅=≤≤=⋅ ∫∫ ∫
ΦΦ Φ

MMddPfmdm
)()( )(

)( . 

6. Об оценке модуля определенного интеграла по фигуре.  

∫∫
ΦΦ

≤
)()(

)()( µµ dPfdPf . 
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Эта оценка основана на свойстве модуля: )()()( PfPfPf ≤≤− . 

Тогда из свойства 5 следует µµµ dPfdPfdPf )()()(
)()()(
∫∫∫
ΦΦΦ

≤≤− , 

то есть: ∫∫
ΦΦ

≤
)()(

)()( µµ dPfdPf . 

7. Теорема о среднем значении определенного интеграла по фи-
гуре. Если функция )(Pf непрерывна на фигуре (Φ), то найдется на 

фигуре (Φ) по крайней мере одна такая точка )(0 Φ∈P , что 

µµ ⋅=∫
Φ

)()( 0
)(

PfdPf . 

Действительно, на основании свойств функций, непрерывных на  
(Φ) и изложенных выше свойств ОИФ, получаем 

µµµ ⋅≤≤⋅ ∫
Φ

MdPfm
)(

)( , откуда MdPfm ≤≤ ∫
Φ)(

)(
1 µ
µ

. Так как 

)(Pf непрерывна на (Φ), то она принимает на этой фигуре все про-
межуточные значения между m и M. Это означает, что существует 

такая точка )(0 Φ∈P , что ∫
Φ

=
)(

0 )(
1

)( µ
µ

dPfPf , откуда 

µµ ⋅=∫
Φ

)()( 0
)(

PfdPf . 

Замечание. Значение )( 0Pf из теоремы о среднем значении ОИФ 
называют средним значением функции )(Pf на фигуре (Φ). 

 
§4. Конкретные виды определенного интеграла по фигуре от 

скалярной функции. 
 

Рассматривая конкретные виды фигур: дугу кривой (L), плоскую 
область (S), поверхность (σ), пространственное тело (V), получим 
следующие конкретные виды определенных интегралов по фигуре.  

1. Криволинейный интеграл по длине дуги. 
Пусть фигура (Φ) – плоская или пространственная линия (L). 

Мера этой линии – длина )(Ll µ= . Обозначим меру элементарной 
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дуги )( iL∆ через nili ,1, =∆ , наибольший из диа-

метров элементарных дуг { }il∆= maxλ . В этом 
случае интегральная сумма 

∑∑
==

∆⋅=∆⋅
n

i
ii

n

i
ii lPfPf

11
)()( µ .  

Если существует конечный предел интегральной суммы 

∑
=

∆⋅
n

i
ii lPf

1
)( при λ→0, который не зависит от способа разбиения ду-

ги (L) на элементарные )( iL∆  и от выбора точек iP , то его называют 
криволинейным интегралом по длине дуги (или криволинейным ин-
тегралом первого рода – КРИ–1) и обозначают ∫

)(

)(
L

dlPf . 

Таким образом, ∑∫
=→

∆=
n

i
ii

L

lPfdlPf
10)(

)()( lim
λ

. 

Здесь (L) – линия интегрирования, dl – дифференциал длины ду-

ги (L). Если 2)( RL ⊂ – плоская дуга, то ),()( yxfPf = , если 
3)( RL ⊂ – пространственная дуга, то ),,()( zyxfPf = . 

 
2. Двойной интеграл. 
Пусть фигура (Φ) – плоская область (S), мерой µ такой фигуры 

является ее площадь SS =)(µ . Меру элементарной фигуры )( iS∆  

обозначим nisi ,1, =∆ , а максимальный диаметр – λ.  

 Если 2)( RSP ⊂∈ , то функция 
),()( yxfPf = . Тогда интегральная сум-

ма функции ),( yxf на плоской области 

(S) имеет вид: ∑
=

∆⋅
n

i
iii syxf

1
),( . 
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Если существует конечный предел ∑
=

∆⋅
n

i
iii syxf

1
),(  при λ→0, ко-

торый не зависит от способа разбиения плоской области (S), на эле-
ментарные )( iS∆  и от выбора точек ),( iii yxP , то его называют 
двойным интегралом функции ),( yxf  по плоской области (S) и 

обозначают ∫∫
)(

),(
S

dsyxf . 

Таким образом, ∑∫∫
=→

∆=
n

i
iii

S

syxfdsyxf
1)( 0

),(),( lim
λ

. 

Здесь (S) – область интегрирования, x, y – переменные интегри-
рования, ds – дифференциал площади плоской области (S).  

 
3. Поверхностный интеграл по площади поверхности. 
 

Пусть фигура (Φ) – поверхность (σ) в 3R . Мерой σσµ =)( явля-

ется ее площадь σ. Меру элементарной фигуры )( i∆Φ обозначим 

nii ,1, =∆σ , а максимальный диаметр 
элементарных фигур – λ.  

Так как 3)( RP ⊂∈ σ , то функция 
),,()( zyxfPf =  – функция трех пе-

ременных. Тогда интегральная сумма 
функции ),,( zyxf на поверхности (σ) 

имеет вид: ∑
=

∆⋅
n

i
iiii zyxf

1
),,( σ .  

Если существует конечный предел интегральной суммы 

∑
=

∆⋅
n

i
iiii zyxf

1
),,( σ  при λ→0, который не зависит от способа раз-

биения плоской области (σ) на элементарные )( iσ∆  и от выбора то-

чек )(),,( iiiii zyxP σ∆∈ , то он называется поверхностным интегра-
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лом по площади поверхности σ (или поверхностным интегралом  1-
го рода) от функции ),,( zyxf  и обозначают ∫∫

)(

),,(
σ

σdzyxf . 

Таким образом, ∑∫∫
=→

∆=
n

i
iiii zyxfdzyxf

1)( 0
),,(),,( lim σσ

σ λ
.  

 
Здесь (σ) – поверхность интегрирования, x, y, z – переменные ин-

тегрирования, dσ – дифференциал площади поверхности (σ).  
 
4. Тройной интеграл. 
 
Пусть фигура (Φ) – пространст-

венная область 3)( RV ⊂ , ограни-
ченная замкнутой поверхностью. 
Мерой VV =)(µ является ее объем 
V. Меру элементарной фигуры 

)( iV∆ обозначим nivi ,1, =∆ , а мак-
симальный диаметр элементарных 

фигур – λ. Так как 3)( RVP ⊂∈ , то 
функция ),,()( zyxfPf =  – функция трех переменных. Тогда инте-
гральная сумма функции ),,( zyxf  по области )(V имеет вид: 

∑
=

∆⋅
n

i
iiii vzyxf

1
),,( .  

Если существует конечный предел интегральной суммы 

∑
=

∆⋅
n

i
iiii vzyxf

1
),,(  при λ→0, который не зависит от способа разбие-

ния области )(V на элементарные )( iV∆  и от выбора точек 

)(),,( iiiii VzyxP ∆∈ , то его (этот предел) называют тройным инте-

гралом от функции ),,( zyxf  по пространственной области )(V и 

обозначают ∫∫∫
)(

),,(
V

dvzyxf .  
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Таким образом  ∑∫∫∫
=→

∆=
n

i
iiii

V

vzyxfdvzyxf
10)(

),,(),,( lim
λ

. 

 
Здесь )(V – область интегрирования; x, y, z – переменные интег-

рирования; dv – дифференциал объема пространственной области 
)(V . 
 
§5. Механический смысл определенного интеграла по фигуре 

от скалярной функции. 
 

Рассмотрим материальную фигуру )(Φ , то есть обладающую 
определенной массой m. Поставим задачу о вычислении массы m 
фигуры )(Φ . 

Пусть в каждой точке )(Φ∈P задана переменная плотность 
)(Pγγ =  – функция точки P. Заметим, что если плотность 

const=γ , то масса фигуры )(Φ определяется формулой µγ ⋅=m , 
где µ – мера фигуры )(Φ . Для решения поставленной задачи при-
меним следующий алгоритм: 

1. Произвольно разобьём фигуру )(Φ  на n элементарных фигур 

)( i∆Φ , меры которых )( i∆Φµ . 

2. Произвольно на каждой элементарной фигуре )( i∆Φ выберем 

точку )( iiP ∆Φ∈ и вычислим значение функции плотности 

)( iPγγ =  в этой точке. 

3. Считая, что элементарная фигура )( i∆Φ однородная, вычис-

лим ее массу  )()( iii Pm ∆Φ⋅≈∆ µγ . 

4. Суммируя элементарные массы nimi ,1, =∆ , получим прибли-
женное значение искомой массы m: 

)()(
11

ii

n

i

n

i
i Pmm ∆Φ⋅≈∆= ∑∑

==
µγ . 

5. Для определения точного значения массы материальной фи-
гуры найдем предел полученной интегральной суммы при ус-
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ловии, что максимальный диаметр фигур разбиения λ→0, а 

n→∞. Тогда )()(
10

lim ii

n

i
Pm ∆Φ⋅= ∑

=→
µγ

λ
. 

Согласно определению определенного интеграла по фигуре от 
скалярной функции получим формулу: µγ dPm )(

)(
∫
Φ

= , которая ил-

люстрирует механический смысл определенного интеграла по фи-
гуре от скалярной функции, являющейся функцией плотности мате-
риальной фигуры. 

Для конкретного вида материальных фигур: 
1. Масса материальной пространственной дуги (L): 

∫=
)(

),,(
L

dlzyxm γ . 

2. Масса материальной пластины (S): ∫∫=
)(

),(
S

dsyxm γ . 

3. Масса материальной поверхности (σ): ∫∫=
)(

),,(
σ

σγ dzyxm . 

4. Масса материальной пространственной области )(V : 

∫∫∫=
)(

),,(
V

dvzyxm γ . 

 
§6. Вычисление криволинейного интеграла 

по длине дуги (КРИ – 1). 
 
Вычисление криволинейного интеграла по длине дуги ∫

)(

)(
L

dlPf  

сводится к вычислению определенного интеграла, для этого следует 
воспользоваться уравнением кривой (L) и формулами для нахожде-
ния дифференциала дуги dl. 

Рассмотрим следующие случаи: 
1. Пусть на плоскости дуга AB задана уравнением 

[ ]baxxyy ,),( ∈= . 

Будем предполагать, что )(xy  и )(xy′  непрерывны на [ ]ba, . В 

этом случае dxxydl 2))((1 ′+= , тогда  
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dxxyxyxfdlyxf
AB

b

a
∫ ∫

∪
′+⋅=

)(

2))((1))(,(),( . 

Итак, для вычисления криволинейного 
интеграла ∫

∪ )(

)(
AB

dlPf  по длине дуги АВ с 

уравнением [ ]baxxyy ,),( ∈=  необходимо: 
1) заменить у в подынтегральной функции на его значение )(xy  

на дуге; 

2) заменить dl на dxxy 2))((1 ′+ ; 

3) вычислить получившийся определенный интеграл на отрезке 
[ ]ba, , который является проекцией дуги АВ на ось Ох. 
Замечание. Иногда удобно уравнение кривой использовать в ви-

де [ ]dcyyxx ,),( ∈= , то в этом случае формула вычисления КРИ–1 

будет иметь вид:  dyyxyyxfdlyxf
AB

d

c
∫ ∫

∪
′+⋅=

)(

2))((1)),((),( . 

2. Пусть плоская дуга АВ задана параметрическими уравнения-

ми:




=
=

),(

)(

tyy

txx
 βα ≤≤ t . 

Будем считать )(),(),(),( tytxtytx ′′ непрерывными на [ ]βα ,  и 

0)( >′ tx . В этом случае dttytxdl 22 ))(())(( ′+′= , тогда  

dttytxtytxfdlyxf
AB
∫ ∫

∪
′+′⋅=

)(

22 ))(())(())(),((),(
β

α
. 

3. Пусть пространственная дуга АВ задана параметрическими 

уравнениями: 








=
=
=

)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

, βα ≤≤ t . 

Тогда аналогично предыдущему случаю: 

dttztytxdl 222 ))(())(())(( ′+′+′=  и 
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dttztytxtztytxfdlzyxf
AB
∫ ∫

∪
′+′+′⋅=

)(

222 ))(())(())(())(),(),((),,(
β

α
. 

 
Пример 1. Вычислить массу дуги кривой xy ln= от ( )0;1A  

до ( )1;eB , если плотность в каждой точке задана функцией 

21
),(

xx

y
yx

+
=γ . 

 
Решение. Масса m дуги кривой вычисляется по формуле 

∫
∪

=
)(

),(
AB

dlyxm γ . Найдем дифференциал дуги 

dx
x

x
dx

x
dxxydl

11
1))((1

22
2 +=







+=′+= ,то

=+⋅
+

=
+

== ∫ ∫ ∫
∪ ∪

dx
x

x

xx

x
dl

xx

y
dlyxm

AB AB

e

)( )( 1

2

22

1

1

ln

1
),(γ  

 

∫=
e

dx
x

x

1
2

ln
. Интегрируя по частям, получаем 

e
dx

x

x
m

e 2
1

ln

1
2

−== ∫ . 

 
Пример 2. Вычислить длину дуги кривой 

[ ]eyyyx ;1,ln
2
1

4
1 2 ∈−= . 

 
Решение. Используем формулу длины дуги: ∫=

)(L

dll .  

Так как уравнение дуги разрешено относительно х, найдем диффе-
ренциал дуги по формуле 

=+−+=







−+=′+= dy

y

yyy
dy

y

y
dyyxdl

2

2422
2

4

124
2
1

2
1))((1   
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.
2

1

4

)1( 2

2

22

dy
y

y
dy

y

y +=+=  Таким образом =+== ∫ ∫ dy
y

y
dll

L

e

)( 1

2

2

1
 

4

1
ln

2

1

42

1

2

2

1

2

1

+=












+=








+= ∫

e
y

y
dy

y

y
e

e

. 

 
Пример 3. Вычислить массу первого витка винтовой линии 

π20,,sin,cos ≤≤=== ttztaytax , если задана функция плотности 

22

2

),,(
yx

z
zyx

+
=γ . 

 
Решение. Используем формулу ∫=

)(

),,(
L

dlzyxm γ . Найдем диф-

ференциал длины дуги =′+′+′= dttztytxdl 222 ))(())(())((  

dtadttata 222 11)cos()sin( +=++−= . Следовательно, 

∫∫
+=+=+⋅

+
=

ππ π2

0
2

23
2

2

2
2

2

0
2222

2

3

181
1

sincos a

a
dtt

a

a
dta

tata

t
m . 

 
§7. Геометрический смысл двойного интеграла. Задача об 

объеме криволинейного цилиндра. 
 

Пусть 0),( ≥= yxfz , 
непрерывная в замкну-
той, ограниченной об-
ласти ( )S  функция, оп-
ределяет в трехмерном 
пространстве некото-
рую поверхность σ, 
проекция которой на 
плоскость хОу совпада-
ет с областью ( )S . 



 
 
18

Требуется найти объем тела )(V , ограниченного сверху поверх-

ностью (σ), снизу (в плоскости хОу) областью ( )S  и цилиндриче-
ской поверхностью, образующие которой параллельны оси Oz, а 
направляющей является граница области ( )S . Такое тело называют 

криволинейным цилиндром, а область ( )S  – основанием криволи-
нейного цилиндра. 

Для решения поставленной задачи выполним следующие опера-
ции: 

1. Разобьем область (S) произвольно на n элементарных областей 
)( iS∆ , площадь каждой – is∆ . 

2. Через границу каждой )( iS∆  построим цилиндрическую по-
верхность с образующими, параллельными оси Oz. В результате 
криволинейный цилиндр будет разбит на n элементарных цилинд-
рических тел с объемами iv∆ . 

3. На каждой площадке )( iS∆  произвольно выберем точки 

),( iii yxP и вычислим значения ),()( iiii yxfPfz == . 
4. Считая, что приближенно объем элементарного криволиней-

ного цилиндра равен объему прямого цилиндра с основанием is∆  и 

высотой ),( ii yxf , получим iiii syxfv ∆⋅≈∆ ),( . 
5. Тогда искомый объем приближенно будет равен 

∑
=

∆⋅≈
n

i
iii syxfv

1
),( . 

За объем криволинейного цилиндра принимают предел, полу-
ченной интегральной суммы при условии, что λ→0, где λ – макси-
мальный диаметр элементарных площадок )( iS∆ . Таким образом 

∑
=→

∆⋅=
n

i
iii syxfv

10
),(lim

λ
. 

Так как по определению правая часть полученного равенства яв-
ляется двойным интегралом функции ),( yxf по плоской области 

( )S , то ∫∫=
)(

),(
S

dsyxfv . Если 0),( ≥yxf – это объем криволинейно-
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го цилиндра с основанием ( )S  и сверху ограниченным поверхно-
стью (σ), уравнение которой ),( yxfz= .  

 
§8. Вычисление двойного интеграла в декартовых  

координатах. 
 

По определению двойной интеграл ∫∫
)(

),(
S

dsyxf  не зависит от 

способа разбиения области ( )S  на элементарные, поэтому выпол-
ним разбиение этой области прямыми, параллельными координат-
ным осям: constyconstx == , . Тогда элемент площади ds в декарто-
вых координатах равен произведению дифференциалов независи-
мых переменных dx  и  dy, то есть ds=dxdy.  

 
В этом случае двойной инте-

грал примет вид  

∫∫
)(

),(
S

dsyxf = ∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf . 

Покажем, что вычисление 
двойного интеграла 

∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf осуществляется 

путем последовательного интегрирования по обеим переменным с 
последующим использованием формулы Ньютона-Лейбница. Рас-
смотрим случай, когда область интегрирования ( )S  является пра-
вильной областью в направлении 
оси Oy. 
Определение. Плоская область 

( )S , лежащая в плоскости xOy на-
зывается правильной в направлении 
оси Oy, если любая прямая, парал-
лельная оси Oy и проходящая через 
внутренние точки области ( )S , пе-
ресекает ее границу не более чем в двух точках. 
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Пусть область (S) ограничена непрерывными линиями 
,),(),( 21 bxaxyyxyy ≤≤== причем [ ]baxxyxy ,),()( 21 ∈∀≤  и отрез-

ками ., bxax ==  Линия )(1 xyy=  – линия входа, )(2 xyy= – линия 
выхода.  

Обратимся к геометрическому смыслу двойного интеграла, если 
0),( ≥yxf , а область ( )S  – правильная в направлении оси Oy. Тогда 

∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf  – выражает объем соответствующего криволинейно-

го цилиндра: ∫∫=
)(

),(
S

dxdyyxfv . 

С другой стороны этот объем можно вычислить, используя фор-

мулу объема тел по площадям поперечных сечений: ∫=
b

a

dxxQv )( . 

Рассечем тело плоскостью bxaconstx ≤≤= , . В сечении полу-
чим криволинейную трапецию 

NNMM 11 , площадь которой 
)(xQ .Независимая переменная у 

изменяется от ординаты точки М 
)(1 xyy= до ординаты точки N  

)(2 xyy= , так как constx = , то 

)()( 21 xyyxy ≤≤ , таким образом 

∫=
)(

)(

2

1

),()(
xy

xy

dyyxfxQ . Следова-

тельно dxdyyxfv
b

a

xy

xy
∫ ∫ 













=

)(

)(

2

1

),( . Принято записывать: 

∫ ∫=
b

a

xy

xy

dyyxfdxv
)(

)(

2

1

),( , или получаем формулу 

∫∫ ∫ ∫=
)(

)(

)(

2

1

),(),(
S

b

a

xy

xy

dyyxfdxdxdyyxf . 
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Интеграл, стоящий в правой части называют повторным или 

двукратным интегралом. Интеграл ∫
)(

)(

2

1

),(
xy

xy

dyyxf  называется внут-

ренним, а интеграл dxdyyxf
b

a

xy

xy
∫ ∫ 












 )(

)(

2

1

),(  – внешним интегралом. 

Порядок вычисления таков: сначала вычисляют внутренний ин-
теграл по переменной у, при этом считают, что переменная х – фик-
сированная, получившийся результат является функцией х, который 
интегрируют по переменной х, применяя формулу Ньютона-
Лейбница.  

Таким образом, для вычисления ∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf  необходимо: 

1. Построить область интегрирования ( )S  убедиться, что она 
правильная в направлении оси Oy; определить линию входа 

)(1 xyy= , линию выхода )(2 xyy= . 
2. Записать двойной интеграл через повторный; в повторном ин-

теграле сначала расставить внутренние пределы интегрирования 
для этого нужно двигаться параллельно оси  Oy. При этом у изменя-
ется от )(1 xy (ее ставим на нижнем пределе)  до )(2 xy  (ее ставим на 
верхнем пределе). 

3. Проецируя область ( )S  на ось Ох расставить внешние пределы 
интегрирования, которые всегда являются числами. 

4. Вычислить внутренний интеграл при постоянном х, получен-
ный результат проинтегрировать по х. 

 
Пример. Вычислить 
( )dxdyyx

S
∫∫ +

)(

2 , где область ( )S  огра-

ничена линиями ,2, xyxy ==  

.3,2 == xx  
Решение. 1. Построим область ин-

тегрирования ( )S . Область (S) явля-
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ется правильной в направлении оси Oy: у=х – линия входа, у=2х – 
линия выхода. 

2. Значит, границы внутреннего интеграла по переменной у бу-

дут: нижняя – х, верхняя – 2х: ( )dyyx
x

x
∫ +

2

2 .  

3. Проекцией области ( )S  на ось Ох является отрезок [2,3], зна-
чит границы внешнего интеграла по переменной х будут: нижняя – 

2, верхняя – 3. Итак, ( ) ( )∫ ∫∫∫ +=+
3

2

2

)(

22
x

xS

dyyxdxdxdyyx . 

4. Вычислим внутренний интеграл, считая constx = : 

( ) ( ) ( ) 222222
2

4422 xxxxxxyxydyyx x
x

x

x

=+−+⋅=+=+∫ . 

Вычислим внешний интеграл: .
3
76

3
4

4 3
2

3

2

32 ==∫ xdxx  

Замечание 1. Пусть область интегрирования ( )S  является пра-
вильной в направлении оси Ох, то есть 
любая прямая, проходящая через внут-
ренние точки области, параллельно оси 
Ох, пересекает ее границу не более, чем 
в двух точках. Например, область ( )S  
ограничена линиями 

( ) ( ) [ ]dcyyxxyxx ,,, 21 ∈== , причем 

( ) ( ) [ ]dcyyxyx ,,21 ∈∀≤ . 
В этом случае сведение двойного интеграла к повторному имеет 

вид: ∫∫ ∫ ∫=
)(

)(

)(

2

1

.),(),(
S

d

c

yx

yx

dxyxfdydxdyyxf  

 
Пример 2. Вычислить массу пластины, ограниченной линиями 

,1,2 == xyx  если плотность в каждой ее точке равна произведению 
квадратов ее координат. 
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Решение. По условию задачи функция плотности ( ) ., 22yxyx =γ  
Тогда искомая масса m определится двойным интегралом 

.
)(

22
∫∫=
S

dxdyyxm  

1. Построим область интегрирования 
( )S .  

2. Область является правильной в на-
правлении оси Ох: линия входа: 

,2yx=  линия выхода .1=x  Следова-
тельно, внутренний интеграл имеет 

вид: .
1

22

2

dxyx
y

∫  

3. Проекцией области ( )S на ось Oy является отрезок [ ]1,1− , значит 
границы внешнего интеграла по переменной y: нижняя – -1, 
верхняя – 1. 

4. Таким образом, ∫ ∫∫∫
−

===
1

1

1
22

)(

22

2yS

dxyxdydxdyyxm  

 

.
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4

933

1

3

1

3

1

3
1

1

931

1

82
1

1

12
3

2 =










−=







 −=










= −

−−
∫∫

yy
dyyydyy

x
y

 

Заметим, что в этой задаче область ( )S  является правильной и в 
направлении оси Oy.  

Следовательно, другой способ расстановки 
пределов интегрирования будет иметь вид: 

∫ ∫∫∫
−

==
1

0

22

)(

22 .
x

xS

dyyxdxdxdyyxm  Вычисления 

 

дадут: ∫∫ ∫ ∫ =













+=











=

−
−

1

0

2

7

2

71

0

1

0

32
22 .

27

4

3

1

3
dxxxdx

yx
dyyxdx

x

x

x
x
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Замечание 2. Если область интегрирования ( )S  не является пра-
вильной в направлении обеих осей координат, то ее разбивают на 
сумму правильных областей, и представляют интеграл в виде сум-
мы интегралов по этим областям. 
Замечание 3. Если для линии входа или выхода не существует 

единого аналитического задания, то используя свойства ОИФ, сле-

дует разбить область ( )S на сумму областей ( ) ,,1, kiSi =  прямыми, 
параллельными проектирующим прямым и проходящим через точ-
ки пересечении линий входа и выхода. Следовательно, интеграл по 
области ( )S  будет равен сумме интегралов по составляющим об-
ластям. 

 
Пример 3. Изменить порядок интегрирования в повторном инте-

грале: ( )∫ ∫
−

−−

1

0

1

1 2

,
y

y

dxyxfdy . 

Решение. Прежде всего, восстановим область интегрирования 

( )S : линия входа – 21 yx −−= , линия 

выхода – .1 yx −=  Проекция области 

( )S  на ось Oy  –  отрезок [ ]1,0 . Значит, 

область ( )S  имеет вид:  
 
Изменить порядок интегрирования – 

то есть, внешнее интегрирование вы-

полнять по x, а внутреннее по y. 
Для нашей области ( )S , если рас-
секать ее прямой, параллельной 
оси Oy линия выхода имеет два 
различных аналитических выра-
жения. Следовательно, через точ-
ку пересечения этих линий, необ-
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ходимо провести прямую, параллельную оси Oy, которая разбивает 
область ( )S на две области ( )1S  и ( )2S . Для области ( )1S : 

[ ]0,1,10 2 −∈−≤≤ xxy . Для области ( )2S : [ ]1,0,10 ∈−≤≤ xxy .  

Таким образом, =∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf  

= ∫∫
)( 1

),(
S

dxdyyxf + ∫∫
)( 2

),(
S

dxdyyxf = ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
−

− −
+

0

1

1

0

1

0

1

0

2

,,
x x

dyyxfdxdyyxfdx  

 
§9. Вычисление двойного интеграла в полярной системе  

координат. 
 

Пусть в полярной системе координат плоская область ( )S  огра-

ничена кривыми ( ) ( )ϕρρϕρρ 21 , ==  и лучами βϕαϕ == , , причем 

( ) ( )ϕρϕρ 21 ≤  и βα ≤ .  

Определение. Плоская область ( )S  
называется правильной относительно 
полярной системы координат, если 
любой луч, проходящий через внутрен-
ние точки области, пересекает ее грани-
цу не более чем в двух точках. 

Пусть в правильной области ( )S  задана непрерывная функция 

( )ρϕ,g . 

Разобьем произвольным образом область ( )S  на элементарные 

( ) niSi ,1, =∆ . Произвольно на каждой ( )iS∆  выберем точку 

( )iiiP ρϕ , и составим интегральную сумму ( )∑
=

∆⋅
n

i
iii sg

1
,ρϕ . В полу-

ченной интегральной сумме перейдем к пределу при условии, когда 
наибольший диаметр λ элементарных областей ( )iS∆  стремиться к 
нулю.  

По определению этот предел является двойным интегралом от 
функции ( )ρϕ,g  по области ( )S . Итак, 
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( )
( )

dsgsg
S

n

i
iii ∫∫∑ =∆

=→
ρϕρϕ

λ
,),(

10
lim . 

Найдем выражение для элемента 
площади ds, используя тот факт, что 
двойной интеграл не зависит от спосо-
ба разбиения области ( )S  на элемен-

тарные. Для этого область ( )S  разобьем 
на площадки концентрическими ок-
ружностями const=ρ и лучами 

βϕαϕ ≤≤= ,const . 
Рассмотрим одну из элементарных об-

ластей, ограниченную лучами ϕϕϕ d+, и 
окружностями с радиусами ρ и ρρ d+ . 
Полученный криволинейный четырех-
угольник приближенно можно принять за 
прямоугольник, стороны которого ϕρ d⋅  
и ρd . 

Тогда ρϕρ ddds= , а двойной интеграл примет вид 

( )
( )

( )
( )

ρϕρρϕρϕ ddgdsg
SS
∫∫∫∫ = ,, . 

Вычисление двойного интеграла в полярной системе координат, 
так же как и в декартовой, сводится к по-
следовательному интегрированию по пе-
ременным ρ  и ϕ . 
Укажем правило расстановки пределов 
интегрирования для случая правильной 
плоской области ( )S , ограниченной ли-

ниями ( ) ( )ϕρρϕρρ 21 , ==  и  

лучами ,,, βαβϕαϕ ≤== ( ) ( )ϕρϕρ 21 ≤ .  
Для этого случая имеет место формула: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
∫ ∫∫∫∫∫ ==
β

α

ϕρ

ϕρ
ρρρϕϕρϕρρϕρϕ

2

1

,,, dgdddgdsg
SS

. 
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Для использования этой формулы следует применить следую-
щий алгоритм. 

1. Построить область интегрирования ( )S . 

2. В двойном интеграле ( )
( )

dsg
S
∫∫ ρϕ, заменить ρϕρ ddds= . 

3. В повторном интеграле сначала расставить внутренние преде-
лы интегрирования, то есть пределы изменения ρ. Для этого надо 
двигаться по лучу, выходящему из полюса; на нем ρ меняется от 

( )ϕρ1  до ( )ϕρ2 . 

4. Расставить внешние пределы интегрирования, определив лу-
чи βϕαϕ == , , между которыми заключена фигура (внешние пре-
делы всегда числа). 

5. Вычислить внутренний интеграл при постоянном φ, затем 
внешний интеграл. 

Рассмотрим два частных случая.  
1. Область интегрирования ( )S  име-

ет вид:  

Тогда ( )
( )

( )
( )

ρρρϕϕρϕ
β

α

ϕρ
dgddsg

S
∫ ∫∫∫ =

0

,, . 

2. Полюс содержится внутри области ( )S :   

Для этого вида области ( )S : 

( )
( )

( )
( )

ρρρϕϕρϕ
π ϕρ

dgddsg
S

∫ ∫∫∫ =
2

0 0

,, . 

Замечание. Полярной системой ко-
ординат удобно пользоваться, если об-
ласть интегрирования является кругом 
или сектором, или линией, уравнение которой содержит выражение 

22 yx + . Поэтому в целях упрощения вычислений ∫∫
)(

),(
S

dxdyyxf  

переходят к полярным координатам, используя следующие форму-
лы перехода: 

 222,,sin,cos ρρϕρρρϕρ =+==== yxdddxdydsyx . 
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Таким образом 

  ( )∫∫∫∫ =
=

=
=

=
)()(

sin,cossin

cos

),(
SS

ddf

dddxdy

y

x

dxdyyxf ϕρρρρρρ
ϕρρ

ρρ
ρρ

. 

 
Пример 1. Вычислить массу пластины, заданной неравенствами 

xyxyxx ≥≤+≤ ,62 22 , если плотность в каждой ее точке равна ее 
абсциссе. 
Решение. Масса плоской фигуры ( )S  с плотностью ),( yxγ  вы-

числяется по формуле ∫∫=
)(

),(
S

dxdyyxm γ , так как по условию задачи 

xyx =),(γ , то ∫∫=
)(S

xdxdym . 

1. Построим область ( )S . 
Границами области являются 
окружности 

xyxxyx 6,2 2222 =+=+ и 
прямая xy = .  

( ) 112 2222 =+−⇔=+ yxxyx – 
это окружность с центром (1;0), радиуса 1. 

( ) 936 2222 =+−⇔=+ yxxyx – это окружность с центром (3;0), 
радиуса 3.  

2. Перейдем к полярным координатам. Уравнения границ: 

24
,cos6,cos2

πϕπϕρϕρ ≤≤== . Таким образом, ∫∫=
)(S

xdxdym = 

==

≤≤

==
=

==

= ∫ ∫
2

4

cos6

cos2

cos

24

cos6,cos2

sin,cos
π

π

ϕ

ϕ
ρϕρρϕ

πϕπ
ϕρϕρ

ϕρρ
ρρρρ

dd
dddxdy

yx

выхвх
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( )∫∫∫ =+=−=










=

2

4

2
2

4

4
332

4

cos6
cos2

3

2cos1
4

1

3

208
cos

3

26
cos

3

π

π

π

π

π

π

ϕ
ϕ ϕϕϕϕϕϕρ

ddd  

( )
6

8313
4cos

2

1

2

1
2cos21

3

52 2

4

−=






 +++= ∫
πϕϕϕ

π

π
d . 

 
Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0,2,122 ==+=+ zzyyx . 
Решение. Данное тело является криволинейным цилиндром, ко-

торый ограничен круговой цилиндрической поверхностью 

122 =+ yx , плоскостями 
yzz −== 2,0 . Выполним построе-

ние.  
Часть плоскости yz −= 2 , кото-

рая ограничивает криволинейный 
цилиндр сверху, проектируется в 

круг 122 ≤+ yx на плоскости 

( )xOyz 0= . Следовательно, область 
тегрирования имеет вид:  

Таким образом ( )∫∫ −=
)(

2
S

dxdyyv , 

перейдем к полярным координатам.  

( ) ( ) =−=

≤≤
==

=
==

=−= ∫ ∫∫∫
π

ρρϕρϕ

πϕ
ρρ

ϕρρ
ρρρρ

2

0

1

0)(

sin2

20

1,0

sin,cos

2 dddddxdy

yx

dxdyyv

выхвхS
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∫ ∫ =






 +=






 −=










−=

π π
π πϕϕϕϕϕϕρρ

2

0

2

0

2
0

1
0

3
2 2cos

3

1
sin

3

1
1sin

3
dd . 

 
§ 10. Вычисление тройного интеграла в декартовых  

координатах. 
 

Вычисление тройного интеграла ( )
( )
∫∫∫
V

dvzyxf ,, сводится к после-

довательному интегрированию по каждой из переменных zyx ,,  от 
которых зависит подынтегральная функция. 

Так как по определению тройной интеграл не зависит от способа 
разбиения пространственной области ( )V на элементарные, то вы-
берем способ разбиения плоскостями ,,, constzconstyconstx ===  
тогда дифференциал объема 

dxdydzdv= .  Следовательно, тройной 
интеграл примет вид  

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ =
VV

dxdydzzyxfdvzyxf ,,,, . 

Рассмотрим способ расстановки 
пределов интегрирования в ( )

( )
∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,,  для случая, если про-

странственная область ( )V  является правильной в направлении оси 
Oz. 
Определение. Пространственная область ( )V , ограниченная 

замкнутой поверхностью σ, называется правильной в направлении 
оси Oz, если выполняются следующие требования: 

1) всякая прямая, проведенная параллельно оси Oz через внут-
ренние точки области, пересекает поверхность σ в двух точках; 

2) проекция области ( )V на плоскость xOy плоская область 

( )xyS является правильной в направлении одной из осей. 

Итак, пусть правильная в направлении оси Oz пространственная 
область ( )V  ограничена снизу поверхностью 1σ , уравнение кото-
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рой  ( )yxzz ,1= , сверху поверхностью 2σ  с уравнением 

( )yxzz ,2= .Соответственно, 1σ – поверхность входа, 2σ – поверх-
ность выхода.  

Проекция области ( )V  
на плоскость xOy – плоская 

область ( )xyS , ограниченная 

линиями ( )xyy 1=  – линия 

входа, ( )xyy 2=  – линия 

выхода в области ( )xyS , 

причем ( ) ( )xyxy 21 ≤ . Про-
екцией плоской области 
( )xyS  на ось Oxявляется 

отрезок [ ]ba, . 

Пусть в пространственной области ( )V задана непрерывная 

функция ( )zyxf ,, . Расстановка пределов интегрирования в этом 

случае имеет вид ( )
( )

=∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,,  

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫==
xyS

yxz

yxz

b

a

xy

xy

yxz

yxz

dzzyxfdydxdzzyxfdxdy
,

,

,

,

2

1

2

1

2

1

,,,,  . 

Интеграл, стоящий в правой части формулы называется трех-

кратным, причем ( )
( )

( )
∫

yxz

yxz

dzzyxf
,

,

2

1

,,  называют внутренним интегралом. 

Вычисление трехкратного интеграла выполняют по следующему 
алгоритму: 

1). Вычисляют внутренний интеграл ( )
( )

( )
∫

yxz

yxz

dzzyxf
,

,

2

1

,, , считая yx, – 

фиксированными. Результатом будет некоторая функция ( )yx,Φ . 
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2). Вычисляют средний интеграл ( )
( )

( )
∫Φ

xy

xy

dyyx
2

1

, , то есть функцию 

( )yx,Φ  интегрируют по переменной y  при фиксированном x . Ре-

зультатом будет некоторая функция ( )xF . 

3). Вычисляют внешний интеграл ( )dxxF
b

a
∫  по формуле Ньютона-

Лейбница. 
Замечание 1. Пространственную область ( )V  можно проектиро-

вать и на другие координатные плоскости, при этом меняется поря-
док интегрирования, что влечет за собой изменение пределов ин-
тегрирования по каждой из переменных, но численное значение ин-
теграла сохраняется. 
Замечание 2. Если область ( )V  не является правильной в направ-

лении какой-либо оси, ее разбивают на сумму правильных облас-
тей; тогда интеграл будет равен сумме интегралов по составляю-
щим областям. 

 
Пример. Вычислить объем тела, 

ограниченного поверхностями 

.22,2,0, =+=+== zxzxyxy  
Решение.  

1. Построим поверхности, ограни-

чивающие данное тело: xy =  – ци-
линдрическая поверхность с образующей, параллельной оси Oz; 

0=y  – координатная плоскость xOz; 
2=+ zx  – плоскость, параллельная 

оси Oy ; 22 =+ zx – плоскость, па-
раллельная оси Oy . 

 2. Построим проекцию тела ( )V на 

плоскость xOy – область ( )xyS , кото-

рая имеет вид  
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Таким образом, искомый объем v  определяется формулой: 

( ) ( )
∫ ∫ ∫∫∫∫

−

−

==
2

0 0

2

2
2

1

x x

xV

dzdydxdxdydzv . 

 
3. Вычисляем внутренний интеграл при фиксированном x : 

( )
( )

( ) ( ) ( )xxxzdz x

x

x

x

−=−−−== −
−

−

−

∫ 2
2

1
2

2

1
22

2
2

1

2

2
2

1
. 

 
 
4. Вычисляем средний интеграл при фиксированном x : 

( ) ( ) ( ) 3
0

0 2

1
2

2

1
2

2

1
2

2

1
xxxxyxdyx x

x

−=−=−=−∫ . 

3. Вычисляем внешний интеграл: 

 .
15

28

5

2

2

1

3

2

2

1 2
0

53
2

0

3 =






 ⋅−=






 −∫ xxdxxx   

Кратко процесс вычисления можно записать: 

( )
( )

( )∫∫∫∫∫ ∫ ∫ =−=













== −

−

−

−

xx
x

x

x x

x

dyxdxdyzdxdzdydxv
0

2

00

2

2
2

1

2

0

2

0 0

2

2
2

1
2

2

1
 

= ( ) ( ) .
15

28

5

2

2

1

3

2
2

2

1
2

2

1 2
0

53
2

0

2

0
0 =







 ⋅−=−=






 ⋅− ∫∫ xxdxxxdxyx x  

 
Замечание. Если проектировать те-

ло ( )V на плоскость xOz, то проекция  

( )xzS имеет вид:  
Тогда расстановка пределов интег-

рирования будет: 
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( ) ( )
∫ ∫ ∫∫∫∫

−

−

==
2

0

2

2
2

1 0

x

x

x

V

dydzdxdxdydzv . 

 Вычисляя трехкратный интеграл, получим 

( )( )
( )

=⋅==





= ∫∫ ∫ ∫ ∫

−
−

−

−

−

−

dxzxdzxdxdzydxv x

x

x

x

x

x

x
2

0

2

2
2

1

2

0

2

2
2

1

2

0

2

2
2

1
0  

( ) .
15

28
2

2
12

0

=−= ∫ dxxx  

 
§ 11. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. 

 
Положение точки ),,( zyxM в пространстве можно характеризо-

вать с помощью цилиндрических коор-
динат ( )z,,ϕρ , где ϕρ,  – полярные ко-
ординаты проекции точки М на плос-
кость yx0 , z– аппликата точки М.  

Цилиндрические координаты ( )z,,ϕρ  
связаны с декартовыми координатами 

),,( zyx следующими формулами: 
zzyx === ,sin,cos ϕρϕρ . 

Для вычисления элемента объема dv в цилиндрических коорди-
натах разобьем область на элементарные объемы координатными 
поверхностями const=ρ  (круговые цилиндрические поверхности, 

осью которых является ось z0 ), 
const=ϕ  (полуплоскости, про-

ходящие через ось z0 ), constz =  
(плоскости, параллельные плос-
кости yx0 . В качестве элемен-
тарного объема принимают па-
раллелепипед со сторонами 

,,, dzdd ρϕρ тогда dzdddv ρϕρ= . 
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Формула преобразования тройного интеграла к цилиндрическим 
координатам принимает вид: 

( )
( )

=∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,, ( )
( )

dzddzf
V

ρϕρϕρϕρ∫∫∫ ,sin,cos . 

Вычисление тройного интеграла в цилиндрических координатах 
сводится к последовательному интегрированию по z,,ρϕ . 
Замечания. 

1. К цилиндрическим координатам целесообразно переходить, 
когда уравнение поверхностей, ограничивающих тело, содер-

жит 22 yx + . 
2. Внутреннее интегрирование обычно удобно вести по z, сред-

нее – по ρ  и внешнее – по ϕ . 

3. Для расстановки пределов область ( )V  проектируют на одну 
из координатных плоскостей, 
расставляют пределы по ρ и ϕ  
(как в двойном интеграле в случае 
вычисления его в полярных коор-
динатах), а затем определяют 
пределы по переменной z (от точ-
ки входа в область до точки вы-
хода из нее). Для случая области 
( )V , изображенной на рисунке, 
расстановка пределов интегриро-
вания примет вид 

( )
( )

=∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,, ( )
( )

( )

( )

( )
∫ ∫ ∫
β

α

ϕρ

ϕρ

ϕρ

ϕρ
ϕρϕρρρϕ

2

1

2

1

,

,

,sin,cos
z

z

dzzfdd . 

 
Пример. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

( )0,0,12 22222 ≥=−−−−= zyxzyxz , если плотность в каждой 
точке равна ее аппликате. 

Решение. Тело ограничено поверхностями 2212 yxz −−=  – па-

раболоид вращения; 0222 =−− yxz  – коническая поверхность.  
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В цилиндрической системе координат уравнения этих поверхно-

стей имеют более простой вид: ρρ =−= zz ,12 2 . Решая систему 







=
−=
ρ

ρ
z

z 212
, найдем пересечение этих по-

верхностей – окружность 3=ρ .  
Вычислим массу тела, используя для вы-

числения интеграла цилиндрическую систе-
му координат. Внутреннее интегрирование 
по z , z меняется от ρ=z на конусе до 

212 ρ−=z на поверхности параболоида. 

=

−≤≤
≤≤

≤≤
=

=== ∫∫∫∫

2
)()(

12

30

20
),,(

ρρ
ρ

πϕ
ρϕρ

γ

z

dzdddxdydz

zdxdydzdvzyxm
VV

 

=−⋅== ∫ ∫∫ ∫ ∫
− ππ ρ

ρ ρ
ρρρϕρρϕ

2

0

3

0

222

0

3

0

12 12
2

2
z

ddzdzdd
 

= ( ) ( ) =









+−=
















 −− ∫ ∫∫ ∫ ϕρρρρϕρρρρ

ππ
dddd

2

0

3

0

35
2

0

3

0

222 14425
2

1
12

2

1
 

=
4

1053

0

3

2
144

4
25

62

1 2

0

246

=



























+−∫ ϕρρρπ

d (ед. массы). 

 
§ 12. Тройной интеграл в cферических координатах. 

 
Положение точки ),,( zyxM в пространстве 

можно определить сферическими координата-
ми ( )θϕ,,r , где r - расстояние точки М 
от начала координат; ϕ  - угол между осью 

x0 и проекцией радиус-вектора OM на плос-
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кость yx0 ; θ  - угол между осью z0 и радиус-вектором OM  точки 
М. Очевидно, что ,0 +∞≤≤ r  ,20 πϕ ≤≤ πθ ≤≤0 . 

Связь между сферическими координатами ( )θϕ,,r  и декартовы-
ми координатами ),,( zyx  точки М определяется формулами: 

θθϕθϕ cos,sinsin,sincos rzryrx === . 
Для вычисления элемента объема dvв сферических координатах 

разобьем область ( )V на элементарные области координатными по-
верхностями: constr = (концентрические сферы с центром в начале 
координат), cont=ϕ (полуплоскости, проходящие через ось z0 ), 

const=θ  (конические поверхности 
с вершиной в начале координат). За 
элементарный объем примем пря-
моугольный параллелепипед со сто-

ронами ,MNdr =  ,θdrMK ⋅=  
;sin ϕθdrMP ⋅=  его объем равен 

drddrdv θϕθsin2 ⋅= .  
Таким образом, формула преоб-

разований тройного интеграла к 
сферическим координатам имеет 
вид 

( )
( )

=∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,,

( )
( )

drddrrrf
V

θϕθθϕθρϕθ sincos,sinsin,cossin 2
∫∫∫= . 

Замечания. 
1. К сферическим координатам целесообразно переходить в 

том случае, когда тело ограничено сферой constr = , конусом 
const=θ  или поверхностью, уравнение которой содержит 

выражение  222 zyx ++ . 
2. Порядок расстановки пределов интегрирования в трехкрат-

ном интеграле (слева направо) – по r,,θϕ . 
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3. Сначала следует расставить пределы интегрирования по 
r (двигаясь получу, исходящему из начала координат), затем 
по θ  (двигаясь по оси z0 ), потом  - по ϕ . 

 
Пример. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

( ),0,3,4 222222 ≥=+=++ zzyxzyx  если плотность в каждой точ-
ке пропорциональна квадрату ее аппликаты. 
Решение. Масса тела вычисляется по формуле 

∫∫=
)(

),,(
V

dxdydzzyxm γ . В данной задаче функция плотности имеет 

вид ( ) 2,, zkzyx ⋅=γ , где 0>k - коэффициент пропорциональности. 
Рассмотрим поверхности ограничивающие тело. 

4222 =++ zyx - сфера с центром в начале ко-
ординат, радиус которой равен 2. В сфериче-
ских координатах уравнение сферы примет 
вид: 

⇒=++ 4cossinsincossin 22222222 θϕθϕθ rrr

44cos)sin(cossin 2222222 =⇒=++ rrr θϕϕθ  
или 2=r . 

Уравнение 222 3zyx =+ определяет коническую поверхность. Пе-
реходя к сферическим координатам и выполнив преобразования, 
получим  

3cos3sinsincossin 222222222 =⇒=+ θθϕθϕθ tgrrr  или 
3
πθ = . 

Используя сферические координаты, функция плотности примет 

вид ( ) θγ 222 cos,, krzkzyx =⋅= . 
Таким образом 

∫∫ ∫ ∫ ∫==
)(

2

0

3

0

2

0

42222 sincossincos
V

drrddkdrddrkrm
π

π

θθθϕθϕθθ = 
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= ( )∫ ∫ =⋅⋅−=⋅−
π

π

ππθπ
ϕθθϕ

2

0

3

0

3
2

5

15

56

0
33

cos

0

2

5

32
coscos

0

2

5

k
kdd

r
k (ед.м) 

 
§13 Вычисление поверхностного интеграла по площади поверх-

ности (первого рода). 
 

Вычисление поверхностного интеграла по площади поверхности 

∫∫
)(

),,(
σ

σdzyxf сводится к вычислению двойного интеграла по пло-

ской области ( )S , которая является проекцией поверхности ( )σ на 
одну из координатных плоскостей. 

Рассмотрим следующие случаи. 
1. Предположим, что поверх-
ность ( )σ такова, что любая   пря-

мая, параллельная оси z0 , пересе-
кает ее не более чем в одной точке. 
В этом случае уравнение поверхно-
сти может быть записано в виде 

( )yxz ,ϕ= , здесь ( )
yx

yx
∂
∂

∂
∂ ϕϕϕ ,,,  

непрерывны в области ( )xyS , которая является проекцией ( )σ на 

плоскость yx0 .  

К элементарной площадке σd проведем нормаль n  так, чтобы 
она образовывала острый угол γ  с осью oz.Тогда σd  и ее проек-
ция на плоскость yx0  связаны формулой γσ cos⋅= ddxdy . 

Так как косинус острого угла γ  между нормалью n  и осью z0  

равен 
22

1

1
cos










∂
∂+









∂
∂+

=

yx

ϕϕ
γ , следовательно ==

γ
σ

cos

dxdy
d  
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= dxdy
yx

22

1 








∂
∂+









∂
∂+ ϕϕ

. Таким образом, получаем формулу све-

дения поверхностного интеграла к двойному: 

∫∫
)(

),,(
σ

σdzyxf = ( )∫∫ 








∂
∂+









∂
∂+

)(

22

1),,,(
xyS

dxdy
yx

yxyxf
ϕϕϕ . 

2. Если уравнение поверхности ( )σ  можно записать в виде 

( )zxy ,1ϕ= , то проведя аналогичные рассуждения, получим 

βσ cos⋅= ddxdz , где β  – острый угол между нормалью 1n  к по-

верхности ( )σ , ( )xzS  – проекция поверхности ( )σ на плоскость 
zx0 .  
Формула для вычисления поверхностного интеграла  имеет вид: 

∫∫
)(

),,(
σ

σdzyxf  = ( )∫∫ 








∂
∂+









∂
∂+

)(

2
1

2
1

1 1),,,(
xzS

dxdz
zx

zzxxf
ϕϕϕ . 

4. Если уравнение поверхности ( )σ  имеет вид ( )zyx ,2ϕ= , то 
формула для вычисления поверхностного интеграла –  

∫∫
)(

),,(
σ

σdzyxf  = 

( )∫∫ 








∂
∂+









∂
∂+

)(

2
2

2
2

2 1),,,(
yzS

dydz
zy

zyzyf
ϕϕϕ , где ( )yzS  – 

проекция поверхности ( )σ на плоскость zy0 .  
 

Пример 1. Найти массу конической поверхности 222 zyx =+ , за-
ключенной между плоскостями 3,0 == zz , если плотность в каж-
дой точке равна ее аппликате. 
Решение. Согласно условию задачи плотность задана функцией 

( ) zzyx =,,γ . Масса поверхности вычисляется по формуле 

∫∫=
)(

),,(
σ

σγ dzyxm , или в нашей задаче ∫∫=
)(σ

σzdm .  
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Преобразуем этот интеграл к двойному интегралу. Здесь удобно 

выразить z из уравнения конической поверхности 22 yxz += . То-

гда
2222

,
yx

y

yyx

x

x +
=

∂
∂

+
=

∂
∂ ϕϕ

, 

.211
22

2

22

222

dxdydxdy
yx

y

yx

x
dxdy

yx
d =

+
+

+
+=









∂
∂+









∂
∂+= ϕϕσ

Сделаем чертеж:  

 
Проекцией ( )σ на плоскость yx0  является круг 

( )xySyx −≤+ 922 .  

Следовательно, 
( )
∫∫ =⋅+=
xyS

dxdyyxm 222

( )
∫∫ +
xyS

dxdyyx 222 . 

Перейдем к полярным координатам: 

∫ ∫ =⋅⋅=
π

ρρρϕ
2

0

3

0

2 ddm ∫ ==
π

π
π

ϕϕρ2

0

3

218
0

2
29

0

3

3
2 d (ед.массы). 

 

Пример 2. Найти площадь части сферы 2222 azyx =++ , заклю-

ченной внутри цилиндра ayyx =+ 22 . 
Решение. Выполним чертеж для части искомой площади, распо-

ложенной в первом октанте. Часть сферы, расположенная в первом 
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октанте, проецируется в плоскости yx0  в полукруг, ограниченный 

окружностью ayyx =+ 22  и осью Oy. 

 
 
Из уравнения сферы для первого октанта имеем: 

222 yxaz −−= , 
222222

,
yxa

y

y

z

yxa

x

x

z

−−
−=

∂
∂

−−
−=

∂
∂

, 

=








∂
∂+









∂
∂+= dxdy

y

z

x

z
d

22

1σ dxdy
yxa

a
222 −−

. 

Так как заданная поверхность расположена в четырех октантах, 
то, используя симметрию,  получим 

( )
== ∫∫

σ
σσ d4  

( )
∫∫

−−
=

xyS yxa

adxdy
222

4 . Для удобства вычисления полученного двой-

ного интеграла перейдем к полярным координатам:  ϕρ cos=x , 

ρϕρϕρ dddxdyy == ,sin . Здесь ϕρπϕ sin0,
2

0 a≤≤≤≤ .. 

      
( ) =

−

−−=
−

= ∫ ∫∫ ∫
2

0

sin

0
22

222

0

sin

0
22 2

4
4

π
ϕ

π
ϕ

ρ
ρϕ

ρ
ρρϕσ

aa

a

ad
d

a

a

d
da  
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=




 −−−=−−= ∫∫ ϕϕ

ϕ
ρϕ

ππ

daaaa
a

ada
2

0

222222
2

0

sin4
0

sin
4  

( ) ( ) ( ) ( ).2214
0
2sin41cos4 2

2
22

2

0

2 −=−−=−−=−−= ∫ π
π

ϕϕϕϕ π

π

aaada  

 
§ 14. Приложение интегралов по фигуре от скалярной функ-

ции к задачам механики. 
 
Интегралы по фигуре от скалярной функции применяются при 

решении разнообразных задач механики. Основными являются сле-
дующие задачи: 

1. вычисление массы фигуры; 
2. нахождение статических моментов; 
3. отыскание координат центра масс материальной фигуры; 
4. вычисление моментов инерции. 
 

Задача 1 о вычисление массы материальной фигуры рассмотрена 
в §5. 

 
Задача 2 о вычислении статических моментов. 
Для решения поставленной задачи используем следующие опре-

деления. 
Определение1. Статическим моментом относительно оси l мате-

риальной точки, имеющей массу m и отстоящей от оси на расстоя-
нии d называется величина dmMl ⋅= . 
Определение2. Статическим моментом относительно оси l систе-

мы n материальных точек с массами nmmm K,, 21 , лежащих в одной 
плоскости с осью и удаленных от нее соответственно на расстояни-

ях nddd K,, 21 , называется сумма i

n

i
il dmM ⋅= ∑

=1
, причем расстояния 

точек, лежащих по одну сторону оси l, берутся со знаком (+), а по 
другую – со знаком ( - ). 
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Аналогично определяется статический момент системы матери-
альных точек относительно плоскости. 

Рассмотрим материальную фигуру ( )Φ , плотность в каждой точ-

ке ( )Φ∈P  задана функцией ( )Pγγ = . 
Выполним указанные процедуры по следующему алгоритму: 
1. Произвольно разобъем фигуру (Φ) на n элементарных фигур 

)( i∆Φ , меры которых  ( ) niii ,1, =∆Φµ . 
2. Произвольно выберем на каждой элементарной фигуре 

)( i∆Φ  точки )( iiP ∆Φ∈ и вычислим значения плотности 

)( iPγ  в каждой  точке iP . 

3. Будем считать, что каждая элементарная фигура )( i∆Φ яв-

ляется однородной с постоянной плотностью )( iPγ  и рас-
сматривать ее как материальную точку. Тогда масса ее бу-
дет равна ( ) ( )iii Pm ∆Φ⋅≈∆ µγ . 

4. Согласно определению 1 статический момент материальной 
точки с массой im∆  относительно оси l и отстоящей от нее 

на расстоянии id  равен ( ) ( ) ( )iiiil PdM ∆Φ⋅⋅≈∆ µγ . 

5. Рассматривая материальную фигуру (Φ) как систему мате-
риальных точек и используя определение 2, получим 

( ) ( )∑
=

∆Φ⋅⋅≈
n

i
iiil PdM

1
µγ . 

6. Для определения точного значения статического момента 
материальной фигуры относительно оcи l, перейдем к пре-

делу в полученной интегральной сумме ( ) ( )∑
=

∆Φ⋅⋅
n

i
iii Pd

1
µγ  

при условии, что максимальный диаметр фигур разбиения 
0→λ , а ∞→n . 

Тогда ( ) ( )
( )

( ) µγµγ
λ

dPdPdM
n

i
iiil ∫∑

Φ=→
⋅=∆Φ⋅⋅=

10
lim . 

Полученную формулу конкретизируем для случая, когда стати-
ческий момент материальной фигуры вычисляется относительно 
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осей координат (для плоских фигур) или координатных плоскостей 
(для пространственных фигур). 

1. Статические моменты материальной плоской дуги ( )L : 

• относительно оси Ox  ( )
( )
∫ ⋅=
L

x dlyxyM ,γ , 

• относительно оси Oy   ( )
( )
∫ ⋅=
L

y dlyxxM ,γ . 

2. Статические моменты материальной пластины ( )S : 

• относительно оси Ox  ( )
( )

dsyxyM
S

x ∫∫ ⋅= ,γ , 

• относительно оси Oy   ( )
( )

dsyxxM
S

y ∫∫ ⋅= ,γ . 

3. Статические моменты материальной пространственной дуги 
( )L : 

• относительно плоскости xOy: ( )
( )
∫ ⋅=
L

xy dlzyxzM ,,γ , 

• относительно плоскости xOz: ( )
( )
∫ ⋅=
L

xz dlzyxyM ,,γ , 

• относительно плоскости yOz: ( )
( )
∫ ⋅=
L

yz dlzyxxM ,,γ . 

4. Статические моменты материальной пространственной об-
ласти ( )V : 

• относительно плоскости xOy: ( )
( )
∫∫∫ ⋅=
V

xy dvzyxzM ,,γ , 

• относительно плоскости xOz: ( )
( )
∫∫∫ ⋅=
V

xz dvzyxyM ,,γ , 

• относительно плоскости yOz: ( )
( )
∫∫∫ ⋅=
V

yz dvzyxxM ,,γ . 

5. Статические моменты материальной поверхности ( )σ : 

• относительно плоскости xOy: ( )
( )
∫∫ ⋅=
σ

σγ dzyxzMxy ,, , 

• относительно плоскости xOz: ( )
( )
∫∫ ⋅=
σ

σγ dzyxyMxz ,, , 
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• относительно плоскости yOz: ( )
( )
∫∫ ⋅=
σ

σγ dzyxxMyz ,, . 

 
Пример. Вычислить статические моменты относительно коорди-

натных осей однородного сегмента эллипса 1
916

22

=+ yx
, ограни-

ченного прямой 1243 =+ yx , расположенного в первой четверти. 
Решение. Выполним чертеж указанной плоской области.  

Так как пластина однород-
ная, то плотность 

( ) 0,, >== kkconstyxγ .  
Статический момент относи-

тельно оси Ox однородной пла-
стины ( )S  вычисляется по 

формуле 
( )

dxdyykM
S

x ∫∫ ⋅⋅= .  

В нашей задаче 

=
−

−
== ∫∫ ∫

−

−

dx

x

xy
kydydxkM

x

x

x

4

0

2
24

0

16

9
9

4

3
3

4

3
3

16

9
9

2

2

 

kxx
k

dxxx
k

6
0

4

8

3

4

9

24

3
3

16

9
9

2
32

4

0

2
2 =







 −=




















 −−−= ∫ . 

Статический момент относительно оси Oy однородной пластины 
( )S  вычисляется по формуле 

( )
dxdyxkM

S
y ∫∫ ⋅⋅= . В нашей задаче 

∫∫ ∫ =
















 −−−==
−

−

4

0

2
4

0

16

9
9

4

3
3

4

3
3

16

9
9

2

dxxxxxkxdydxkM

x

x

y  



 
 

47

( ) kk
x

xxk 8162416
0

4

42

3

16

9
9

3

2

2

1

9

16 3
22

3

2 =+−=
















+−






 −⋅⋅⋅−= . 

 
Задача 3 об определении координат центра масс материальной 

фигуры. 
Центром масс материальной фигуры ( )Φ массой m называют 

точку ( )ccc zyxC ,, , координаты которой определяются следующими 
формулами: 

• для плоской материальной фигуры  
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )
∫

∫

∫

∫

Φ

Φ

Φ

Φ
⋅

==
⋅

==
µγ

µγ

µγ

µγ

dP

dPy

m

M
y

dP

dPx

m

M
x x

c
y

c , ; 

• для пространственной материальной фигуры: 
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

,,
∫

∫

∫

∫

Φ

Φ

Φ

Φ
⋅

==
⋅

==
µγ

µγ

µγ

µγ

dP

dPy

m

M
y

dP

dPx

m

M
x xz

c
yz

c  

( )
( )

( )
( )
∫

∫

Φ

Φ
⋅

==
µγ

µγ

dP

dPz

m

M
z xy

c . 

Замечание. Если материальная фигура однородная и имеет плос-
кость, ось или центр симметрии, то ее центр масс лежит на этой 
плоскости, оси или в этом центре. 

 
Пример 1. Найти центр масс однородного призматического тела, 

ограниченного плоскостями 32,3,1,0,0 =+==== zxyyzx . 

Решение. Выполним чертеж пространственной области ( )V  и ее 

проекции на координатную плоскость ( )xySxOy− . 
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Формулы для расчета координат центра масс материального од-
нородного тела ( )( )0, >= kkPγ  имеют вид: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫
====

V

V

V

V
c

V

V

V

V
c dxdydz

ydxdydz

kdxdydz

kydxdydz

y
dxdydz

xdxdydz

kdxdydz

kxdxdydz

x , , 

( )

( )

( )

( )
∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫
==

V

V

V

V
c dxdydz

zdxdydz

kdxdydz

kzdxdydz

z . 

Знаменатели в записанных формулах – выражают объем матери-
ального тела. Объем призматического тела можно вычислить, ис-
пользуя элементарную формулу hSv осн ⋅= , где h – высота призмы 

4
9

2
3

3
2
1

S,2 треуг. =⋅=== оснSh . Итак, 
2
9

2
4
9 =⋅=v .  

Тогда 
( )

∫ ∫ ∫∫∫∫ ===

−
1

0

3

1

2

3

0

1
9

2

9

2
x

V
c dzdyxdxxdxdydzx ,  

( )
∫ ∫ ∫∫∫∫ ===

−
1

0

3

1

2

3

0

2
9

2

9

2
x

V
c dzydydxydxdydzy , 

( )
∫ ∫ ∫∫∫∫ ===

−
1

0

3

1

2

3

0 2

1

9

2

9

2
x

V
c zdzdydxzdxdydzz . 
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Таким образом, .
2

1
;2;1 







C  

 
Пример 2. Найти центр масс однородной пластины, ограничен-

ной линиями yxxy == 22 , . 
Решение. Выполним чертеж плоской области. 
В данной задаче плоская область 

является однородной 
( )( )0, >= kkPγ и имеет ось симмет-

рии xy = , поэтому центр масс 

( )cc yxC , лежит на прямой xy = то 

есть cc yx = .  
Вычислим, например, 

( )

( )
∫∫

∫∫
=

S

S
c kdxdy

kxdxdy

x .  

Последовательно находим 
( ) 3

1

0 2

k
dydxkdxdykm

x

xS
∫ ∫∫∫ === ; 

( ) 20
31

0 2

k
dyxdxkxdxdykM

x

xS
y ∫ ∫∫∫ === . Следовательно, координаты цен-

тра масс: ,
20

9
;

20

9 === c
y

c y
m

M
x  то есть 









20

9
;

20

9
C .  

 
Задача 4 об определении моментов инерции материальной фигу-

ры. 
Для решения поставленной задачи используем следующие опре-

деления. 
Определение 1. Моментом инерции относительно оси l матери-

альной точки массой m и отстоящей от оси l на расстояние d, назы-

вается число 2dmIl ⋅= . 
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Определение 2. Моментом инерции относительно оси l системы 
материальных точек с массами  nmmm ,,, 21 K  и отстоящих от оси l 

соответственно на расстояниях nddd ,,, 21 K , называется сумма  

∑
=

⋅=
n

i
iil dmI

1

2 . 

Решение задачи 4 осуществляется аналогично алгоритму, кото-
рый использовался в задаче 2. В итоге получится формула 

( )
( )
∫
Φ

= µγ dPdIl
2 . 

Если в качестве оси l принять одну из координатных осей, то в 
случае плоских фигур, получаем формулы: 
для плоской материальной дуги ( )L  

• относительно оси Ox  ( )
( )
∫ ⋅=
L

x dlyxyI ,2 γ , 

• относительно оси Oy   ( )
( )
∫ ⋅=
L

y dlyxxI ,2 γ ; 

для плоской материальной пластины ( )S  

• относительно оси Ox  ( )
( )

dxdyyxyI
S

x ∫∫ ⋅= ,2 γ , 

• относительно оси Oy   ( )
( )

dxdyyxxI
S

y ∫∫ ⋅= ,2 γ . 

 

Для пространственных фигур 22 yxd += , если l – ось Oz, 

22 zxd += , если l – ось Oy 22 zyd += , если l – ось Ox .  

В частности: 
моменты инерции материальной пространственной дуги ( )L  

• относительно оси Ox  ( ) ( )
( )
∫ ⋅+=
L

x dlzyxzyI ,,22 γ , 

• относительно оси Oy  ( ) ( )
( )
∫ +=
L

y dlzyxzxI ,,22 γ , 
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• относительно оси Oz  ( ) ( )
( )
∫ +=
L

z dlzyxyxI ,,22 γ ; 

моменты инерции материальной поверхности ( )σ  

• относительно оси Ox  ( ) ( )
( )
∫∫ ⋅+=
σ

σγ dzyxzyIx ,,22 , 

• относительно оси Oy  ( ) ( )
( )
∫∫ ⋅+=
σ

σγ dzyxzxIy ,,22 , 

• относительно оси Oz  ( ) ( )
( )
∫∫ ⋅+=
σ

σγ dzyxyxIz ,,22 ;  

моменты инерции материального тела ( )V  

• относительно оси Ox  ( ) ( )
( )
∫∫∫ ⋅+=
V

x dxdydzzyxzyI ,,22 γ , 

• относительно оси Oy  ( ) ( )
( )
∫∫∫ ⋅+=
V

y dxdydzzyxzxI ,,22 γ , 

• относительно оси Oz  ( ) ( )
( )
∫∫∫ ⋅+=
V

z dxdydzzyxyxI ,,22 γ . 

Замечание. В механике часто рассматривают полярные моменты 
– это моменты инерции относительно начала координат ( )0I , кото-
рые определяются по следующим формулам: 

• для плоской фигуры ( )
( )

( ) µγ dPyxIII yx ∫
Φ

+=+= 22
0 ; 

• для пространственной фигуры 

 ( ) ( )
( )

( ) µγ dPzyxIIII zyx ∫
Φ

++=++= 222
0 2

1
. 

 
Пример 1. Найти момент инерции однородного параболоида 

2

22 yx
z

+= относительно оси Oz, если 10 ≤≤ z . 

Решение. Выполним чертеж поверхности и ее проекции на плос-

кость xOy. Проекция части параболоида ( )xyS  – круг 222 ≤+ yx . 
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Так как поверхность однородная, то плотность 

( ) 0,,, >== kkconstzyxγ . Момент инерции однородной поверхно-
сти относительно оси Oz вычисляется по формуле 

( )
( )
∫∫ +=
σ

σdyxkIz
22 . Найдем dxdy

y

z

x

z
d

22

1 








∂
∂+









∂
∂+=σ . 

y
y

z
x

x

z =
∂
∂=

∂
∂

; , тогда dxdyyxd 221 ++=σ . Сведем поверхностный 

интеграл к двойному, который будем вычислять, используя поляр-
ные координаты. 

( ) ( )
( )( )

=+++=+= ∫∫ ∫∫
σ

σ
xyS

z dxdyyxyxkdyxkI 222222 1  

∫ ∫ +=

≤≤
≤≤

=
==

=
π

ρρρρϕ

ρ
πϕ

ϕρρ
ρρρρ

2

0

2

0

22 1

20

20

sin,cos

ddk
dddxdy

yx

. 

Отдельно вычислим внутренний интеграл с помощью подста-

новки 0,1 2 >=+ ttρ : 

3t,1

22

1

1

в

22
2

0

22

==
=
=+

=+∫

нt

tdtd

t

d ρρ
ρ

ρρρρ = 

( ) ( )
15

2312

1

3

35
1

3

1

35
242

3

1

2 +=











−=−=−= ∫∫

tt
dtttdttt . 



 
 

53

Окончательно 
( )

.
15

3614
0

2

15

2312 +=+= ππ
ϕkI z  

 
Пример 2. Вычислить полярный момент инерции однородной 

пластины, ограниченной прямыми 0,0,2 ===+ yxyx . 
Решение. Выполним чертеж пластины 

( )S . 
Так как пластина однородная, то 

( ) 0,, >== kkconstyxγ . Полярный момент 
однородной пластины вычисляется по 

формуле ( )
( )
∫∫ +=
S

dxdyyxkI 22
0 . В нашей 

задаче ( ) =+= ∫ ∫
−

dyyxdxkI
x2

0

2

0

22
0  

( ) ( )
3

8
3

2
2

0

2

3

2

0

3
2

2

0

3
2 k

dx
x

xxkdx
xy

yxk =












 −+−=
−













+= ∫∫ . 

 
Пример 3. Найти полярный момент полусферы 

( )0,2222 ≥=++ zRzyx , если плотность ( ) zzyx =,,γ . 
Решение. Полярный момент инерции поверхности найдем с по-

мощью поверхностного интеграла ( )
( )

( ) σγ
σ

dzyxzyxI ,,222
0 ∫∫ ++= . 

На поверхности сферы 2222 Rzyx =++ плотность 

( ) 222,, yxRzzyx −−==γ . Поэтому 
( )

σ
σ

dyxRRI 2222
0 −−= ∫∫ . 

Для вычисления этого интеграла разрешим уравнение поверхности 

относительно z, найдем 
y

z

x

z

∂
∂

∂
∂

, и затем σd : ;222 yxRz −−=  

222222
,

yxR

y

y

z

yxR

x

x

z

−−
−=

∂
∂

−−
−=

∂
∂

; 
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=
−−

+
−−

+=








∂
∂+









∂
∂+= dxdy

yxR

y

yxR

x
dxdy

y

z

x

z
d

222

2

222

222

11σ

222 yxR

Rdxdy

−−
= . Подставляя σd  в интеграл, получим двойной ин-

теграл по проекции ( )σ на плоскость ( )xySxOy− , которая является 

кругом радиуса R.  
( )

=−−= ∫∫ σ
σ

dyxRRI 2222
0  

( )( )
∫∫ ∫∫=

−−
−−=

xy xyS S

dxdyR
yxR

Rdxdy
yxRR 3

222

2222 . 

Интеграл 
( )
∫∫
xyS

dxdy выражает площадь круга, поэтому 

( )
∫∫ =⋅==
xyS

RRRdxdyRI 5233
0 ππ . 
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Индивидуальные задания. 
 

Задача 1. Записать по точкам уравнения линий – прямых и пара-
бол, ограничивающих области интегрирования. Расставить пределы 
интегрирования по заштрихованной области в повторном интеграле 
для двойного интеграла ( )

( )
∫∫
S

dxdyyxf ,  и изменить порядок интегри-

рования. С помощью двойного интеграла записать и вычислить 
площадь заштрихованной фигуры. 
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57

 
Задача 2. С помощью двойного интеграла вычислить объемы 

тел, ограниченных указанными поверхностями. 
 

2.1 022,2,07,0,2 =+−−==−+== yxxyxzxz . 
 

2.2 22,,0,1 2222 −=−==++= xyxyzyxz . 
 

2.3 1,07,022,0,23 ==−+=+−=+= yyxyxzyxz . 
 

2.4 0,02,,0, ≥=−+==−= xyxyxzyxz . 

 
2.5 0,,032,0, ===−−=+= yxyyxzyxz . 

 
2.6 0,06,,0,2 ==−+==−= yyxxyzyxz . 

 
2.7 0,22,,0,9 222 ≤−≤−==−= xxyxyzyz . 

 
2.8 0,08,2,0,1 ==−+==+= xyxxyzyz . 

 
2.9 1,1,01,0,2 ==+=−+=+−= yxyyxzyxz . 

 
2.10 2,2,02,0,1 =−==−+=+−= xyxyxzyxz . 

 
2.11 0,6,,0,36 =−===−−= xyxxyzyxz . 

 
2.12 xyyxzyxz 2,3,0,2 ==+=+= . 

 
2.13 3033,03,0,2 22 ==−−=−=+= yyxyxzyxz . 
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2.14 002,,0,22 3 ==−+==+−= yyxxyzxyz . 
 

2.15 002,,0,22 ==+−−==+= yyxyxzyxz . 

 
2.16 02,,0,4 2 ≥+−==−= yxxyzyz . 

 
2.17 0,3,,02,0,1 ====+−=+= yxyxyxzxz . 

 
2.18 30,4,0,1 222 ==−==++= xxxyzyxz . 

 
2.19 

2

1
,0,25,220 =+=== yzzyxyx . 

 
2.20 ( )yzzyxyx +==== 3

6

5
,0,

6

5
,

2

5
. 

 
2.21 yzzxyxyx 30,0,0,,222 =====+ . 

 
2.22 

0,
5

12
,,2 ====+ z

x
zyxyx . 

 
2.23 

2

1
,0,22,217 =+=== zxzxyxy . 

 
2.24 ( )

9

35
,0,

9

5
,

3

5 x
zz

x
y

x
y

+==== . 

 
2.25 

11

15
,0,0,2,822 x

zzyxyyx =====+ . 
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2.26 0,3,2,4 ====+ zyzxyyx . 
 

2.27 ( )yzzyxyx +==== 3
18

5
,0,

18

5
,

6

5
. 

 
2.28 2,0,24,219 =+=== yzzyxyx . 

 
2.29 

11

30
,0,0,2,822 x

zzxyxyx =====+ . 

 
2.30 

0,
5

3
,2,4 ====+ z

x
zyxyx . 

 
 
Задача 3.  
 
3.1. Вычислить статический момент относительно оси абсцисс 

однородной плоской пластины, ограниченной осью Ох и верхней 

полуокружностью ( ) 42 22 =+− yx . 
3.2. Вычислить массу плоской фигуры, ограниченной линиями 

( ) 4,cos14 =+= ρϕρ , и расположенной вне кардиоиды, плотность 
которой равна радиус-вектору точки. 

3.3. Найти координаты центра масс однородной плоской фигуры, 
ограниченной кардиоидой ( )ϕρ cos16 += . 

3.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

ϕρρ 2cos, 22 aa == , расположенную внутри окружности. 
3.5. Вычислить массу кольца, расположенную между двумя ок-

ружностями радиусов 1 и 2, если плотность пластины равна 

( )













=

y

x
yx arctg,γ . 



 
 
60

3.6. Найти момент инерции кардиоиды ( )ϕρ cos1+= a  относи-
тельно полюса. 

3.7. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линия-
ми ( ) 2,cos12 =+= ρϕρ , содержащую полюс. 

3.8. Найти координаты центра масс кругового сектора радиуса а 
с углом при вершине α2 , осью симметрии которого является по-
лярная ось, а плотность равна абсциссе точки. 

3.9. Найти момент инерции относительно оси абсцисс кольца, 
расположенного между окружностями радиусов а и 2а, если плот-
ность равна расстоянию точки от центра. 

3.10. Найти массу плоской фигуры, расположенной над осью 
абсцисс, и ограниченной линией ϕρ 2sin2a= , если ее плотность 
равна ординате точки. 

3.11. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной ли-

ниями 06,06 2222 =−+=−+ yyxxyx . 
3.12. Вычислить статический момент относительно полярной оси 

однородной плоской фигуры, ограниченной линиями ,2sin2 ϕρ a=  
ar = , расположенной вне окружности. 

3.13. Найти массу плоской фигуры, ограниченной линиями 
225,4,0,0 xxyyx −==== , если ее плотность равна абсцис-

се точки. 
3.14. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной ли-

ниями ϕρϕρ cos,2cos22 aa == . 
3.15. Найти координаты центра масс однородной фигуры, огра-

ниченной линиями 04,02 2222 =−+=−+ yyxyyx . 
3.16. Найти момент инерции относительно полюса плоской фи-

гуры, ограниченной линиями ( ) 2,cos12 =+= ρϕρ , расположен-
ной вне кардиоиды. 

3.17. Найти массу плоского кольца, ограниченного двумя кон-
центрическими окружностями радиусов а и 2а, плотность которого 
обратно пропорциональна расстоянию от центра окружностей и на 
окружности внутреннего радиуса равна единице. 
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3.18. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линией 

( ) 3222 2axyx =+ . 
3.19. Найти момент инерции относительно полярной оси одно-

родного кругового сектора радиуса с углом α  при вершине, совпа-
дающей с началом координат. 

3.20. Вычислить статические моменты плоской фигуры, ограни-

ченной линиями 3,,4,1 2222 xyxyyxyx ≤≥≤+≥+ , если 

плотность ее равна ( )221ln yx ++=γ . 
3.21. Найти координаты центра масс плоской фигуры, не содер-

жащей полюса, ограниченной линиями ( ) 4,cos14 =−= ρϕρ , 
плотность которой равна радиус-вектору точки. 

3.22. Вычислить массу кольца, расположенного между окружно-
стями радиусов 1 и е, плотность которого равна 

( ) ( )
22

22ln
,

yx

yx
yx

+

+=γ . 

3.23. Найти массу плоской фигуры, ограниченной линией 
ϕρ 3sin6= , плотность которой равна расстоянию до полюса. 

3.24. Найти момент инерции относительно оси ординат однород-

ной плоской фигуры, ограниченной линиями ( ) =+
222 yx  

= ( ) 02, 22222 =−+− axyxyxa . 

3.25. Найти статический момент полукруга ,0422 =−+ yyx  
0≥x , относительно диаметра, если плотность его равна ординате 

точки. 

3.26. Найти массу части круга 0222 =−+ xyx , расположенного 

между прямыми xy 3±= , если плотность его равна ординате точ-
ки.  

3.27. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линией 

( ) 44322 yxyx +=+ . 

3.28. Найти момент инерции лемнискаты ϕρ 2cos2 22 a=  отно-
сительно оси, перпендикулярной к ее плоскости в полюсе. 
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3.29. Найти координаты центра масс однородной фигуры, огра-
ниченной петлей кривой ϕρ 2sina= , лежащей в первой четверти. 

3.30. Вычислить статистический момент относительно оси абс-

цисс однородной фигуры, ограниченной линиями ,0422 =−+ yyx  
0,0 ≤+≤− xyxy . 

 
Задача 4. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела 

с переменной плотностью ( )zyx ,,γγ = , ограниченного указанными 
поверхностностями. Область интегрирования и данное тело изобра-
зить на чертежах. 

 
4.1 .0,0,9,1; 2222 ≥≥−−=++=⋅= yxyxzyxzyxγ  

 
4.2 

( )
2

,3,2,0;1
y

xyxxzzzx ==+==+=γ . 

 
4.3 .0,0,0,2; 222 ≥≥=−+=⋅= yxzyxzzyγ  

 
4.4 ( ) zyyxzyxyx −==+===+= 2,2,0,0,0;2γ . 

 
4.5 .03,0,1,0;2 2 =−+=−==⋅+= yxyxzzzyγ  

 
4.6 .04,04,; 2 =+−=−+=+−= zxzxyzyxzγ  

 
4.7 ( ) .1,,0; 2 yzxyzzyx −===+=γ  

 
4.8 .,1,02,0;2 2 xyxzxzyx ===−+=+=γ  

 
4.9 .2,0,3,,02; =====−++= xyyzxzxzyxγ  

 
4.10 .632,,0,0; 22 =+===+= yxyzxzzxγ  
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4.11 .04,04,;2 2 =+−=−+=++= zyzyxzyxγ  

 
4.12 .1,2,,0;2 22 ====+= xxyyzzxyγ  

 
4.13 ( )( ) .1,,,0;21 222 ==+==++= yxyyxzzyxγ  

 
4.14 ( ) .08,02,4; 22 =+−=−+=++= zxzxyxzxyγ  

 
4.15 ( ) .0,0,3694; 22 =≥==+= zxxzyxzyγ  

 
4.16 ( ) .2,0,4,2,; =====⋅+= yyxxzxzzyxγ  

 
4.17 ( ) .3,1,0,0,0;1 22 yxzyxzyxyx +==+===+⋅=γ

 
4.18 

.
2

1
,2,1,0,0,0;1 22 yxzyxxzyxyx +==+====⋅+=γ  

 
4.19 ( ) .02,4;1 22 =−+−−=+= zxyxzxγ  

 
4.20 ( )( ) .1,1,0,0,0;11 22 +==+===++= yxzyzyxyxγ  

 
4.21 .0,02,4; 22 ≥=−+−−=⋅= xzyyxzyxγ  

 
4.22 .0,4,4; 222 ≥=+−=⋅= zyyxyzzxγ  

 
4.23 ( ) .,1,,0;2 xyxyzzzx ====⋅+=γ  

 
4.24 ( ) .0,5,9,0;4 2 ==−==⋅+= yxzxyzyxγ  
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4.25 ( ) ( )
.0,1

,04,0;2
22

222222

>=+

=−+=−+⋅⋅+=

zyx

zyxzyxzyxγ
 

 
4.26 ( ) .0,4,4,0; 222 ==+−==⋅+= yyxxzzyzxγ  

 
4.27 ( ) .12,,1,0;1 222 +==−==⋅+= yxyxyzzyzγ  

 
4.28 ( )

.0,0,0,4

,09,0;
22

222222

≥≥>=+

=−+=−+⋅=

yxzyx

zyxzyxzyγ
 

 
4.29 .4,2,2,0; 222 xyxyxzzyx ==−==+=γ  

 
4.30 .9,02,,0; 22 =+=−==+= yxyxxzzyxγ  

 
 
Задача 5. 
 

5.1. Вычислить площадь части поверхности конуса 222 zyx =+ , 

0≥z  расположенной внутри цилиндра 0,922 >=+ aaxyx . 
5.2. Вычислить площадь части плоскости 043126 =−++ zyx , 

вырезаемой цилиндром 1,42 == yyx . 

5.3. Вычислить массу части параболоида 222 zxy += , вырезае-

мой цилиндром 122 =+ zx , если поверхностная плотность обратно 
пропорциональна радиус-вектору точки.  

5.4. Вычислить площадь части поверхности конуса 222 zyx =+ , 
вырезаемой цилиндром с образующими, параллельными оси Oz, 
направляющей которого служит кардиоида ( )ϕρ cos14 += . 

5.5. Найти координаты центра тяжести однородной поверхности 
части сферы, заключенной в первом октанте. 
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5.6. Вычислить полную поверхность тела, ограниченного сферой 

9222 =++ zyx  и параболоидом zyx 222 =+ , 0≥z . 

5.7. Вычислить массу части поверхности xz 42 = , вырезаемую 

цилиндром xy 42 =  и плоскостью 1=x , если ее поверхностная 
плотность равна корню квадратному из абсциссы точки. 

5.8. Вычислить момент инерции относительно оси Oz однород-

ной поверхности сферы 2222 azyx =++ . 
5.9. Вычислить момент инерции относительно оси Oz боковой 

поверхности однородного конуса 20,22 ≤≤+= zyxz . 

5.10. Вычислить момент инерции части однородной плоскости 
623 =++ zyx , расположенной в первом октанте относительно ко-

ординатных плоскостей. 
5.11. Найти координаты центра тяжести части однородной по-

верхности 22 yxz += , вырезанной поверхностью xyx 422 =+ . 

5.12. Найти момент инерции относительно начала координат од-
нородной поверхности куба: azayax ±=±=±= ,, . 

5.13. Вычислить массу части поверхности 222 yxz += , отсечен-
ной плоскостью 1=z , если поверхностная плотность равна аппли-
кате точки. 

5.14. Вычислить площадь той части плоскости 4=++ zyx , ко-

торая лежит в первом октанте и ограничена цилиндром 422 =+ yx . 
5.15. Вычислить площадь части поверхности конуса 

22 zxy += , расположенной внутри цилиндра zzx 422 =+ . 

5.16. Вычислить площадь части параболоида 222 yxz += , ле-

жащей внутри цилиндра 122 =+ yx . 
5.17. Найти координаты центра тяжести однородной поверхно-

сти части параболоида yzx 222 =+ , отсеченной плоскостью 2=y . 
5.18. Вычислить массу части поверхности конуса 

0222 =−+ zyx , отсеченную плоскостями 1,4,2 === xxyxy , 
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если поверхностная плотность равна произведению абсциссы и ор-
динаты точки. 

5.19. Вычислить площадь поверхности цилиндра 22 xz = , отсе-

ченной плоскостями 22,2,
2

=== xxy
x

y . 

5.20. Вычислить площадь части сферы 1222 =++ zyx , распо-

ложенной между плоскостями yz
3

3=  и ( )0,0 ≥≥= yzyz . 

5.21. Вычислить массу поверхности тетраэдра, ограниченного 
поверхностями 0,0,0,1 ====++ zyxzyx , если поверхно-

стная плотность ( )
( )21

1
,,

yx
zyx

++
=γ . 

5.22. Вычислить момент инерции относительно оси Oz однород-

ной поверхности параболоида zyx 222 =+ , отсеченной плоскостью 
1=z . 

5.23. Вычислить массу конической поверхности ,222 zyx +=  
10 ≤≤ x , если ее плотность в каждой точке пропорциональна рас-

стоянию этой точки от оси конуса, с коэффициентом пропорцио-
нальности равным 3. 

5.24. Вычислить момент инерции относительно оси Oz однород-

ной поверхности сферы 9222 =++ zyx . 
5.25. Найти координаты центра тяжести конической поверхности 

,222 zxy += 10 ≤≤ y , если ее плотность в каждой точке пропор-
циональна расстоянию этой точки от оси конуса. 

5.26. Вычислить площадь части поверхности конуса 

,222 xzy =+  0≥x , расположенной внутри цилиндра 

0422 =++ zyz . 
5.27. Вычислить площадь части плоскости 04=+++ zyx , вы-

резаемой цилиндром 9,2 == xxy . 
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5.28. Вычислить массу поверхности куба ,10,10 ≤≤≤≤ yx  
10 ≤≤ z , если поверхностная плотность в точке равна произведе-

нию координат этой точки. 
5.29. Найти координаты центра тяжести однородной поверхно-

сти 224 yxz −−= , отсеченной плоскостями 

.2,0,0 ≤+≥≥ yxyx  

5.30. Найти площадь части сферы 1222 =++ zyx , вырезаемой 
цилиндром с образующими, параллельными оси Oz, направляющей 
которого служит трехлепестковая роза ϕρ 3sin= . 
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