
Natural Sciences 
 

 
Discussion and conclusions. Developing fur-

ther the anharmonic correlated Einstein model we 
obtained a general theory for calculation cumulants 
and thermodynamic parameters in XAFS theory 
including anharmonic contributions. The expres-
sions are described through new structural parame-
ters agree with structural contributions of cubic 
crystals like face center cubic (fcc), body center 
cubic (bcc), and results published before [4]. The 
expression in this work is general case of present 
procedure when we insert the magnitudes of c1, c2, 
from Tab. 2 into the calculation of the thermody-
namic parameters and above obtained expressions 
of cumulants. The results of the numerical calcula-
tions according to present method for cumulants 
good agreement with experimental values for Cu 
crystal (Tab. 3) and illustrates by graphs in Fig. 1, 
note that the experimental values from XAFS spec-
tra measured at HASYLAB (DESY, Germany). 

With the discovery of the XAFS spectra,  
it provides the number of atoms and the radius of 
each shell, the XAFS spectroscopy becomes a 
powerful structural analysis technique, but the 
problem remained to be solved is the distribution 
of these atoms. The factors c1, c2, introduced in  
the presented work contains the angle between the 
bond connecting absorber with each atom and  
the bond between absorber and backscatterer, that  
is why they can describe the nearest atoms distri-
butions surround absorber and backscatterer atoms. 

Knowing structure of the crystals and the magni-
tudes of c1, c2, from Tab. 2 we can calculate the 
cumulants and then XAFS spectra. But for struc-
ture unknown substances we can extract the atomic 
number from the measured XAFS spectra, as well 
as, extract the factors c1, c2, according to our theo-
ry from the measured cumulants like Debye-Waller 
factor to get information about atomic distribution 
or structure. 

The thermodynamic parameters expressions 
described by second cumulant or Debye-Waller 
factor is very convenient, when second cumulant 

(2)σ  is determined, it allows to predict the other 
cumulants according to Eq. (21), (24), consequent-
ly reducing the numerical calculations and experi-
mental measurements.  
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Построены аналитические выражения, описывающие зависимость между основными параметрами процесса 
дробления калийных руд. Учитывая общность формулы Кирпичева, были внесены некоторые коррективы для непо-
средственного применения данной гипотезы в  расчете энергии, идущей на разрушение образца калийной руды, что 
позволяет брать во внимание не только общий, усредненный размер образцов, но и процентное содержание каждого 
конкретного образца заданных размеров. В результате исследования состава калийной руды заданного объема было 
установлено, что каждый компонент, входящий в состав образца, имеет свои предел прочности и модуль упругости. 
Кроме того, процентное содержание компонент, входящих в состав калийной руды (сильвинита, галита и нераство-
римого осадка), различно.  
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Экспериментальным путем было установлено, что в  выбранном объеме материала (2 м3), поступающего на обо-

гащение, и в готовом продукте распределение кусков руды нормальное (то есть кусков среднего размера больше, чем 
минимального и максимального размеров). На основании выполненных исследований, а также взятой за основу фор-
мулы, соответствующей гипотезе Кирпичева, было получено выражение, с помощью которого можно рассчитать 
энергию, идущую на разрушение заданного объема калийной руды. При этом учитывались химический состав и про-
центное содержание компонент, входящих в состав калийной руды. Энергия, идущая на разрушение объема калий-
ной руды, состоит из суммы энергий, затраченных на разрушение отдельных компонент, входящих в химический со-
став калийной руды, умноженных на процентное содержание соответствующего вещества. 

 

Ключевые слова: критерий минимума, энергозатраты, установка, дробление. 
 

Ил. 2. Табл. 3. Библиогр.: 10 назв. 
 

FORMALIZATION OF  MINIMUM POWER CONSUMPTION CRITERION  
FOR CRUSHING UNIT 
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Analytical expressions describing dependence between basic parameters of  potash ore crushing process have been con-
structed in the paper. While taking in account the generality of the Kirpichev formula some corrections have been made for di-
rect applicability of the given hypothesis in calculation of energy which is required for crushing of potash ore specimen. Such 
approach makes it possible to consider not only general averaged size of specimens but percentage content of every concrete 
specimen of the specified dimensions. While investigating potash ore composition of the prescribed volume it has been estab-
lished that every component contained in the specimen composition has its tensile strength and elastic modulus. In addition to 
this it has been demonstrated the percentage content of components in potash ore composition (sylvinite, halite and insoluble 
residue) is different. 

It has been experimentally determined that the selected volume of the material (2 м3) supplied for benefication and the  
final product have normal distribution of ore pieces, it means that number of averaged size pieces is higher than pieces of  
minimum and maximum sizes. An expression has been obtained on the basis of the executed investigations and formula that 
corresponds to the Kirpichev hypothesis. The expression makes it possible to calculate energy required for crushing of the 
specified volume of potash ore. In this case chemical composition and percentage content of components included in the po- 
tash ore have been taken into account. The energy required for crushing of the potash ore volume consists of total sum of  
energy used for crushing of separate components included in chemical composition of potash ore and this sum is multiplied by 
percentage content of corresponding substance. 

 

Keywords: minimum criterion, power consumption, unit, crushing. 
 

Fig. 2. Таb. 3. Ref.: 10 titles. 
 

Как было установлено в [1, 2], большинство 
прикладных оптимизационных задач обогаще-
ния в горном производстве могут быть форма-
лизованы в классическом представлении в виде 
системы уравнений: 
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где ( , , )j NF X A t  формализует достижение экс-
тремального значения j критерия задачи; 

( , )r NФ X A  и ( , )s NQ X A  – соответственно R 

ограничений и S условий, которым должны 
удовлетворять переменные параметры моде-
ли; NX  – неизвестные переменные, полно и од-
нозначно характеризующие процесс обогаще-
ния, в нашем случае – процесс измельчения. 

Применительно к решаемой в данной статье 
задаче целевая функция выражения (1) может 
быть представлена в виде 

 

1 2 3( , , , ..., , ) extr,nF Х Х Х Х A →         (2) 
 

где 1 2 3, , , ..., nХ Х Х Х  – подмножества пере-
менных параметров, на которые условно разби-
то все множество переменных ,NX  полно и од-
нозначно характеризующих процесс измельче-
ния. Процедура разбиения по определенным 
признакам множества неизвестных параметров 
на подмножества, по сути, является первым 
шагом применения метода декомпозиции, ис-
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пользуемого в дальнейшем решении постав-
ленной задачи. 

Применительно к решаемой задаче по опре-
делению оптимальных параметров технологи-
ческого процесса измельчения (дробления)  
калийной руды, ее формулировки и формали-
зации, установленного подмножества суще-
ственных переменных задачи, инженерного эв-
ристического анализа  описывающих процесс 
измельчения переменных – все существенные 
переменные задачи были разделены на три 
подмножества (группы). К первой группе отне-
сены переменные 1,X  характеризующие техни-
ческие показатели дробильных установок. Ко 
второй – переменные 2,X  характеризующие 
физико-механические свойства горной породы. 
К третьей – 3,X  описывающие способ (техно-
логию) измельчения.  

Тогда выражение (2) примет вид 
 

1 2 3( , , ) extr.F Х Х Х →                  (3) 
 

Исходя из формулировки и формализа- 
ции решаемой задачи, а также на основании 
существующей практики решения схожих за-
дач можно предположить, что выражение 

1 2 3( , , , ..., )NF Х Х Х Х  с приемлемой степенью 
точности для результатов решения задачи мо-
жет быть представлено в виде ряда ( )1 1 1k f Х  +  

+ ( ) ( ) ( )2 2 2 3 3 3 ... .n n Nk f Х k f Х k f Х+ + +  Тогда 

целевая функция решаемой задачи примет вид 
 

( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , , ) .F Х Х Х k f Х k f Х k f Х= + +  (4) 
 

В [3] установлена зависимость ( )1 1 ,f Х  ха-
рактеризующая параметры дробильной уста-
новки. Найдена зависимость удельной потреб-
ляемой мощности установки от максимальной  
мощности двигателя (тока, потребляемого дви-
гателем), количества оборотов ротора дробил-
ки, величины загрузки.   

Следующей исследуемой группой пара- 
метров будут такие, которые характеризуют 
физико-механические свойства измельчаемо- 
го материала, формализованные выражением 

( )2 2 .f Х  В качестве критерия оптимальных 

энергозатрат установки, производящей дробле-

ние, предполагается выбрать минимальную раз- 
ность между ее удельными и необходимыми 
энергозатратами на дробление, определенными 
физико-химическим составом поступающей на 
измельчение руды:  

 

уст руды min.Е Е− →                      (5) 
 

Для формализации выбранного критерия (5) 
необходимо дополнительно установить зави-
симость  энергии, затраченной  на измельчение 
(разрушение) конкретного сырья  от следую-
щих характеристик [4]: 

• физико-механических свойств поступаю-
щей на измельчение руды (предел прочности 
материала ρσ ,  модуль упругости Е); 

• конечных размеров d, до которых проис-
ходит разрушение кусков руды, имеющих ис-
ходные размеры D;   

• степени измельчения кусков  и м/ ,z D d=  
где D – диаметр, исходных кусков, поступаю-
щих на дробление; dм – то же наиболее крупных 
кусков, прошедших дробление; 

• выбранного способа измельчения – этот 
фактор чаще всего является определяющим.  

Следует отметить, что параметр, характери-
зующий производительность дробильной уста-
новки, учитывается также в первой группе 
установленных зависимостей в виде показате-
ля, определяющего потребляемую мощность 
двигателя. Каждому способу измельчения от-
вечают своя физическая модель разрушения 
куска и соответствующее ей математическое 
описание. 

Применительно к условиям решаемой зада-
чи  при  оценке затрат энергии при разрушении 
твердого материала имеет место гипотеза Кир-
пичева [5]. Согласно ей при измельчении спо-
собами раздавливания, раскалывания, удара 
затраты энергии А, Дж, на разрушение куска 
размером D до конечного размера d при степе-
ни измельчения zи могут быть определены из 
выражения  

 

( )
2 3
ρ 3

и

πσ
1 .

12
d

A z
E

= −         (6) 

 
Для практического использования выраже-

ния (6) применительно к конкретным установ-
кам и характеристикам измельчаемого мате- 
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риала требуются проведение исследований и 
выведение новых расчетных соотношений. 
Действительно, прочностные характеристики 
конкретного твердого материала, подлежащего 
измельчению (минерала, породы и т. п.), быва-
ют различными для разных месторождений и 
размеров куска. Затраты энергии на измельче-
ние зависят от закона распределения по разме-
рам поступающей на измельчение руды, а так-
же от закона распределения по размерам (клас-
сам) руды, прошедшей процесс измельчения. 
Поэтому дальнейшие исследования заключают-
ся в том, чтобы на основании эксперименталь-
ных данных и компьютерного моделирования  
процессов измельчения калийной руды эмпи-
рическое выражение (6) преобразовать приме-
нительно к процессу дробления калийной руды, 
добываемой на различных горизонтах рудников 
ОАО «Беларуськалий», на ударно-центробеж- 
ных дробилках ДЦ-1,6 и аналогичных им.  

Итак, используя результаты, полученные  
в [3], выведем зависимость, отражающую прак-
тическую суть гипотезы Кирпичева, примени-
тельно к процессу дробления калийной руды на 
установках класса ударно-центробежной дро-
билки ДЦ-1,6. Изначально проанализируем  
состав, количество и параметры калийной ру-
ды, поступающей на измельчение. Предполо-
жим, что функция распределения по размерам 
количества кусков поступающей на измельче-
ние руды имеет вид ( ).f x  Найденная таким 
образом функция распределения показывает, 
какое количество кусков руды размера х имеет-
ся в исследуемом объеме руды руд .V  При этом 
lmin и lmax – минимальные и максимальные раз-
меры кусков руды, имеющихся в исследуемом 
объеме. Из вышеизложенного следует, что 

max

min

руд( ( )) ,
l

l

F f x dx V=∫  где х – линейный размер 

куска руды; ( ( ))F f x  – объем всех кусков руды, 
имеющих размер х [6–9]. 

Дальнейшая задача состояла в эксперимен-
тально-аналитическом определении функций 
распределения поступающей на измельчение 
руды и руды, прошедшей процесс измельчения. 
Для этого использовали результаты экспери-
ментов, производимых в ОАО «Белгорхим-
пром» в рамках научных исследований по оп-
тимизации параметров процесса обогащения. 

Были приняты результаты следующего экспе-
римента.  На транспортерной ленте, подающей 
руду на измельчение, выбирался участок, на 
котором находилось примерно 2 м3 руды.  
С этого участка снимали руду, куски ее изме-
ряли по максимальной и минимальной величи-
нам и взвешивали. 

Результаты описанного выше эксперимента 
обработаны следующим образом. В качестве 
параметра, характеризующего размер куска  
руды (называемого в дальнейшем «размер»), 
было выбрано среднее значение его макси-
мальной и минимальной величин. Минималь-
ные и максимальные средние размеры посту-
пающих на измельчение  кусков руды находи-
лись в пределах от 0,1 до 0,7 м. Следует 
отметить, что максимальный средний размер 
поступающей на  измельчение руды был близок 
к размеру толщины пласта (большего) полезно-
го ископаемого, с отработки которого руда по-
ступала на измельчение.  

Результаты обработки данных эксперимента  
представлены в табл. 1 [10]. 

 

Таблица 1 
Количественный состав и объем руды,  

поступающей на измельчение 
 

Размер  
образцов DN, 
поступающих 

на дробле- 
ние, м 

Количество 
образцов 
данного 

размера N 

Общий объем 
образцов задан- 
ного диаметра, 
поступающих  
на дробление 

Процентное 
содержание 

образцов 
среднего 

размера, % 
0,1 5 0,002617 0,13 
0,2 6 0,025120 1,23 
0,3 9 0,127170 6,22 
0,4 18 0,602880 29,50 
0,5 10 0,654167 32,01 
0,6 4 0,452160 22,13 
0,7 1 0,179503 8,78 

 

Распределение по средним размерам посту-
пающих на измельчение кусков руды представ-
лено на рис 1. 

 

    
 

Рис. 1. Распределение по средним размерам  
поступающих на измельчение кусков руды 

  

DN, м 

V, м3 
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Данные эксперимента по гранулометриче-

скому составу измельченной руды для различ-
ных оборотов ротора дробилки и количества 
руды, загружаемой в дробилку за один цикл, 
представлены в табл. 2. 

 

Таблица 2 
Результаты испытания процесса дробления  

сильвинитовой руды в открытом цикле  
с использованием дробилки СМ-170В 

 

Обороты 
ротора, 
об/мин 

Количество 
загружаемой 

руды, т/ч 

Гранулометрический состав, 
% по фракциям, мм 

+10 +5 +1 –1 

450 
272 3,3 12,0 45,3 39,4 
380 4,6 12,3 45,4 37,7 
736 10,9 16,3 39,5 33,3 

550 
224 2,1 12,9 43,6 41,4 
441 4,5 14,1 41,7 41,7 
599 4,9 14,0 42,1 39,0 

650 
336 1,3 11,0 41,3 46,4 
446 2,3 13,8 41,5 42,4 
638 3,4 14,9 48,3 33,4 

750 
137 2,3 9,9 40,1 50,0 
301 1,9 11,1 42,0 46,9 
395 1,2 10,2 45,5 43,1 

 

Результаты практического эксперимента, 
описанного в [1], представлены на рис. 2. 

Из анализа экспериментальных данных и 
зависимостей можно заключить, что  распреде-
ление по средним размерам поступающих на 
измельчение кусков руды наиболее близко к 
нормальному распределению. На выходе дро-
бильной установки измельченная руда класса 
крупности от (–1) мм до (+10) мм также имеет 
распределение, близкое к нормальному.   

Основу калийной руды составляют галит, 
сильвинит и нерастворимый остаток. Обозна-
чим как KClP  процентное содержание сильвини-
та и как NaClP  – процентное содержание галита 
в руде, поступающей на измельчение. Тогда 
процентное содержание нерастворимого остат-
ка составит KCl NaCl(1 ).P P− −  

Взяв в качестве исходного полученное в со-
ответствии с гипотезой Кирпичева выраже- 
ние (6), выведем аналитико-эксперименталь- 
ным путем формулу для определения энергии 
разрушения единицы объема калийной руды, 
поступающей на измельчение с транспортерной 
ленты. 

                                                       а                                                                                                          б 
                               R, % 

 
           –2              0                         5                        10       D, мм     15 

 

1 – 272 т/ч; 2 – 380; 3 – 736 т/ч 
 
в 

                          R, % 

 
          –2            0                        5                        10       D, мм      15 

 

1 – 224 т/ч; 2 – 441; 3 – 599 т/ч 
 
г 

                      R, % 

 
         –2           0                          5                         10       D, мм       15 

 

1 – 336 т/ч; 2 – 446; 3 – 638 т/ч 

                R, % 

 
    –2          0                          5                         10       D, мм      15 

 

1 – 137 т/ч; 2 – 301; 3 – 395 т/ч 
 

Рис. 2. Гранулометрический состав измельченной руды для различных оборотов ротора (п) 
дробилки и количества руды (т/ч), загружаемой в дробилку за один цикл:  

а – п = 450; б – 550; в – 650; г – п = 750  
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В качестве такой единицы в рассматривае-

мом случае выбрано  2 м3 руды. Выбор в каче-
стве минимального объема 2 м3 руды обуслов-
лен минимальным количеством кусков руды, 
составляющих этот объем, которые проявляют  
закон распределения поступающих на измель-
чение кусков руды по размерам.  

Предположим, что размеры посту-
пающих на измельчение кусков руды 
находятся в диапазоне от minD  до max.D  
Весь диапазон разбит на К интервалов 
(классов крупности). Размер кусков ру-
ды, попадающих в К-й интервал, обо-
значим Dk, число таких кусков – .kP  Величину 

kP  предполагается определять из закона рас-
пределения кусков руды  по размерам. 

Из анализа (6) следует, что энергия необхо-
димая для разрушения кусков сильвинита, со-
держащихся  в единице объема руды, может 
быть рассчитана по формуле 

   
32 KCl

3 KClKCl KCl
KCl

1KCl

π σ 1 ,
12

K
k

k
k

P DA d P
E d=

  
 = − 
   

∑   (7)    

при этом  
 

KCl KCl KCl KCl
min max min( )( 1) / .kD D D D K K= + − −       (8) 

 

Соответственно энергия, необходимая для 
разрушения кусков галита, содержащихся в 
единице объема руды, может быть рассчитана 
по формуле 

 

NaClA = 
32 NaCl

3 NaClNaCl NaCl

1NaCl

π σ 1 ,
12

K
k

k
k

P Dd P
E d=

  
 − 
   

∑   (9) 

 

аналогично 
 

NaCl
kD  = NaCl

minD + NaCl
max(D – NaCl

min )D (K – 1)/K, (10) 
 

где NaCl
min ,D  KCl

minD  – соответственно минимальные 
размеры кусков галита и сильвинита, поступа-
ющих на измельчение; KCl

max ,D  NaCl
maxD  – макси-

мальные размеры кусков сильвинита и галита, 
поступающих на измельчение; KCl

kP  – количе-
ство кусков руды, имеющих размер KCl ,kD  NaCl

kP  – 
количество кусков руды, имеющих размер NaCl

max .D  
Как указывалось выше, эти величины опре-

деляются исходя из закона распределения кус-

ков руды  по размерам, а распределение по 
размерам поступающих на измельчение кусков 
руды наиболее близко к нормальному распре-
делению. Одним из приемлемых для рассмат-
риваемой задачи видов представления закона 
распределения кусков руды по размерам явля-
ется табличный (табл. 3). 

Также использовали предположение о том, 
что конечные размеры d, до которых происхо-
дит измельчение, одинаковы как для сильвини-
та, так и галита. На величину энергии, необхо-
димой для измельчения исходных кусков руды 
до конечных размеров d, влияет и содержание  
в руде нерастворимого остатка – глины 

 

NOA = KCl NaCl NO(1 ) ,P P K− −            (11) 
 

где NOK  – числовая постоянная, связывающая 
дополнительную энергию, необходимую для 
измельчения руды из-за присутствия в ней не-
растворимого остатка в размере одного процен-
та от единицы веса поступающей на измельче-
ние руды.  

На основании вышеизложенного и выраже-
ния (6) энергия, необходимая для разрушения 
единицы веса калийной руды, может быть за-
писана в следующем виде: 

 

32 KCl
3 KClKCl KCl

1KCl

2
3 NaClNaCl NaCl

1NaCl

3NaCl

KCl NaCl NO

σ 1
12

σ
12

1 (1 ) .

K
k

k
k

K

k
k

k

P DA d P
E d

P d P
E

D P P K
d

=

=

  π
 = − + 
   

π
+ ×

  
 × − + − − 
   

∑

∑    (12) 

 
При экспериментальном обосновании зако-

на распределения по размерам кусков руды 
(продукта дробления), поступающей на из-
мельчение, рассматривали семь классов круп-
ности – от 10 до 70 см в диаметре. Рассчитали 
процентное содержание каждого класса в ис-
ходном продукте. Следует отметить, что посту-

Таблица 3 
Распределение кусков руды по размерам 

 

KCl
kD  0,00523 0,004187 0,01413 0,033493 0,065417 0,11304 0,179503 
KCl

kP  5 6 9 18 10 4 1 
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пающие на измельчение куски руды  имеют не 
равномерное, а нормальное распределение. 

Выведенное автором аналитико-экспери- 
ментальным путем выражение (12) позволяет 
производить сравнительную оценку энергии, 
необходимой для разрушения единицы объема 
калийной руды (начиная с 2 м3) в зависимости  
от  процентного состава составляющих данный 
объем галита, сильвинита, нерастворимого 
остатка, а также размеров кусков руды, посту-
пающей на измельчение, и других, характери-
зующих руду параметров, указанных в выраже-
нии. Поэтому выбор в качестве единичных объ-
емов 3; 4 м3 и т. д. увеличит точность расчетов. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
1. Расчетное соотношение для определения 

необходимой энергии на дробление 2 м3 калий-
ной руды справедливо и для больших объемов 
руды путем введения коэффициента, равного 
соотношению измельчаемого объема к объему 
руды, выбранному в качестве единичного. 

2. Энергия, идущая на разрушение объема 
калийной руды, состоит из суммы энергий, за-
траченных на разрушение отдельных компо-
нентов, входящих в химический состав калий-
ной руды, умноженных на процентное содер-
жание соответствующего вещества.  
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