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П Р О Г Р А М М А  К У Р С А  н а  2 - й  сем ест р  

( К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы  и  н ав и г ат о р  п о  т е о р и и )  

 

Ра з д ел  1 .   Ф у н к ц и и  н еск о л ь к и х  п ер ем е н н ы х  

 

  1. Функции двух и трех переменных как функции точки. 

[1], 6.1, с. 5, [3], 10.1, c. 208. 

  2. Геометрическое изображение функции двух переменных  

с помощью поверхностей и линий уровня. 

[1], 6.1, c. 5, [3], 10.1, c. 208. 

  3. Предел функции. Непрерывность в точке и в области. 

[1], 6.1, c. 5, [3], 10.1, c. 209. 

  4. Частные производные функции нескольких переменных; 

геометрический смысл частных производных функции 

двух переменных. 

[1], 6.1, c. 6, [3], 10.1, c. 210. 

  5. Полный дифференциал функции нескольких переменных. 

[1], 6.2, c. 14, [3], 10.2, c. 212. 

  6. Частные производные высших порядков. 

[1], 6.2, c. 14, [3], 10.3, c. 216. 

  7. Экстремум функции двух переменных. Необходимые 

условия экстремума. 

[1], 6.3, c. 26, [3], 10.4, c. 219. 

  8. Достаточные условия экстремума функции двух переменных. 

[1], 6.3, c. 27, [3], 10.4, c. 220. 

  9. Наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой 

ограниченной области. 

[1], 6.4, c. 34, [3], 10.4, c. 220. 
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10. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

[1], 6.3, c. 25, [3], 10.3, c. 216. 

 

Ра з д ел  2 .   Д и ффер ен ц и а л ь н ы е  у р а в н ен и я  

 

  1. Дифференциальные уравнения (основные понятия). 

[1], 7.1, с. 40, [3], 11.1, c. 243. 

  2. Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача 

Коши. Теорема существования и единственности решения 

задачи Коши (формулировка). 

[1], 7.1, c. 41, [3], 11.1, c. 243. 

  3. Дифференциальные уравнения с разделяющимися пере-

менными. 

[1], 7.1, c. 41, [3], 11.2, c. 247. 

  4. Дифференциальные уравнения с однородными функциями. 

[1], 7.2, c. 49, [3], 11.2, c. 247. 

  5. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

и уравнения Бернулли. 

[1], 7.3, c. 57, [3], 11.3, c. 252. 

  6. Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах. 

[1], 7.4, c. 65, [3], 11.3, c. 252. 

  7. Дифференциальные уравнения высших порядков, допус-

кающие понижение порядка. 

[1], 7.5, c. 73, [3], 11.5, c. 259. 

  8. Линейные однородные уравнения n-го порядка; свойства 

его решений. 

[1], 7.6, c. 85, [3], 11.6, c. 264. 
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  9. Теорема о структуре общего решения линейного однород-

ного дифференциального уравнения. 

[1], 7.6, c. 86, [3], 11.6, c. 264. 

10. Теорема о структуре общего решения линейного неодно-

родного дифференциального уравнения. 

[1], 7.7, c. 92, [3], 11.6, c. 264. 

11.  Линейные однородные дифференциальные уравнения  

с постоянными коэффициентами. 

[1], 7.6, c. 86, [3], 11.6, c. 264. 

12.  Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

с постоянными коэффициентами и специальной правой 

частью. 

[1], 7.7, c. 92, [3], 11.6, c. 264. 

 

Ра з д ел  3 .   Ря д ы  
 

  1. Числовой ряд. Сумма и остаток ряда. 

[1], 10.1, c. 237, [2], 12.1, c. 7. 

  2. Необходимый признак сходимости ряда. 

[1], 10.1, c. 238, [2], 12.1, c. 8. 

  3. Сравнение рядов с положительными членами. 

[1], 10.1, c. 238, [2], 12.1, c. 8. 

  4. Достаточные признаки сходимости Даламбера и Коши. 

[1], 10.2, c. 245, [2], 12.1, c. 9. 

  5. Интегральный признак Коши. 

[1], 10.2, c. 245, [2], 12.1, c. 10. 

  6. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. 

[1], 10.3, c. 254, [2], 12.1, c. 11. 
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  7. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходи-

мость. 

[1], 10.3, c. 255, [2], 12.1, c. 12. 

  8. Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал и радиус схо-

димости. 

[1], 10.5, c. 269, [2], 12.2, c. 18. 

  9. Свойства степенных рядов. 

[1], 10.5, c. 269, [2], 12.2, c. 19. 

10. Ряды Тейлора и Маклорена. 

[1], 10.6, c. 277, [2], 12.3, c. 27. 

 
 

Ра з д ел  4 .   К р а т н ы е  и  к р и в о л и н ей н ы е   

и н т е гр а л ы  

 

  1. Криволинейные интегралы первого рода; их свойства и 

вычисление. 

[1], 9.1, c. 188, [2], 14.1, c. 226. 

  2. Двойной интеграл; его основные свойства. 

[1], 8.1, c. 138, [2], 13.1, c. 150. 

  3. Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах. 

[1], 8.1, c. 140, [2], 13.1, c. 150. 

  4. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах. 

[1], 8.2, c. 155, [2], 13.2, c. 159. 

  5. Тройной интеграл; его основные свойства. 

[1], 8.3, c. 167, [2], 13.4, c. 173. 

  6. Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах. 

[1], 8.3, c. 168, [2], 13.4, c. 173. 
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  7. Вычисление тройного интеграла в цилиндрических и сфе-

рических координатах.  

[1], 8.4, c. 176, [2], 13.4, c. 174. 

  8. Криволинейный интеграл второго рода.  

[1], 9.2, c. 196, [2], 13.1, c. 150. 

  9. Приложения кратных интегралов в геометрии. 

[2], 13.3, c. 163, [2], 13.3, c. 173. 

10. Приложения кратных и криволинейных интегралов в ме-

ханике. 

[2], 13.3, c. 163, [2], 13.3, c. 173, [2], 14.2, c. 237. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
ПО ПРОГРАММЕ ЗА 2 -Й  СЕМЕСТР 

 
Раздел  1 .   Диффе ренциальное  исчисление   

функций  нескольких  переменной  
 

ЗАДАЧА 1  
 

Задания 1─10. Найти dz  и указанную производную второ-

го порядка от функции: 

 

1.  2 2ln ;z x y   
2

2 .z
x



 2. sin2 ;x yz e  
2

.z
x y

   

3. ln tg ;xz
y

  .
yx

z


2

 4. arctg ;yz
x

  
2

.z
y x

   

5. ;
y
xz y e   

2
.z

y x

   6.  2ln ;yz xy e   

2
.z

x y

   

7.  ( 3 ) sin 3 ;x yz e x y   
2

2 .z
x



8. arсtg ;
1
x yz

xy
   

2

2 .z
x



 

9.  cos 2 7 ;x yz e   
2

.z
x y

   

 

10. С решением 

 2sin ;z x ay   
2

.z
x y

   

 
Решение. 

Полный дифференциал функции определяется формулой 
z zdz dx dy
x y
    . Найдем частные производные:  
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 

     

2 sin (sin( ))

2 sin cos 1 sin 2( )

x
z x ay x ay
x

x ay x ay x ay

      


       
 

 

 

     

2 sin (sin( ))

2 sin cos ( ) sin 2( )

y

y

z x ay x ay
y

x ay x ay x ay a x ay

      


          
. 

 

Отсюда  sin 2( ) ( )dz x ay dx a dy     . 

Найдем теперь смешанную производную 2-го порядка: 
 

     
2

(sin 2( ) ) 2 cos 2( ) .
y

y

z z x ay a x ay
x y x

        
  

 

 

Заметим, что смешанную производную можно было найти 

другим способом  
2

.
x

z z
x y y

 
  

 

 

 
 

Решения из Wolfram Mathematica (далее – WM) весьма  

лаконичны. 
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З А Д А ЧА  2  

 

Задания 11–20. Найти локальные экстремумы функции 

( , )z z x y .  

11. 2 3z x xy x y    . 12. 2 22 2 2 3z x xy y x y      . 

13. 2 2 6 4 2z x y x y     . 14. 2 2 3z x xy   . 

15. 2 25 3 4z x xy y    . 16. 2 2 2 4z x y xy x    . 

17. 2 22 2z x xy y x    . 18. 2 26 9 9 4 4z xy x y x y     . 

19. 3 2z xy x y   . 20. 
3 3 3z x y xy    (с решением). 

 

Решение. 

Определим стационарные точки функции. Для этого требу-

ется решить систему 
0,

0.
x

y

z

z

 
  


 Так как 2 23 3 , 3 3 ,
x y

z x y z y x      

то система будет иметь вид 
2

2

3 3 0,

3 3 0.

x y

y x

  


 
 Решим данную си-

стему: 
2

2

,

0,

y x

y x

 


 
 

2

4

,

0,

y x

x x

 


 
 

2

3

,

( 1) 0,

y x

x x

 


 
, 3( 1) 0:x x     

0x   или  3 1 1.x x    Система имеет два решения (0; 0)  

и (1; 1). Таким образом, функция имеет две стационарные 

точки  
1
(0; 0)M  и 

2
(1; 1).M  
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Для проверки наличия и характера локального экстремума 

функции в точке требуется определить знак определителя 

xx xy

xy yy

z z

z z

 
    . Если 0   – экстремума нет, если 0  , то в 

случае 0xxz   в точке имеется максимум, 0xxz   – минимум. 

Вычислим частные производные второго порядка: 

6 ,xxz x  3,xyz   6 .yyz y   Тогда 6 3 36 9.
3 6
x xy

y
      

В точке 1(0;0)M : 
1

36 0 0 9 9 0M         – экстремума нет. 

В точке 2(1;1) :M  
2

36 1 1 9 27 0M        – есть экстремум. 

Так как 
2

6 1 6 0xx M
z     , то точка 

2
(1;1)M  является точкой 

минимума функции и min (1;1) 1.z z    

 

 
 

Отметим, что в данном случае необходимо задать некото-

рую произвольную точку, как начало вычислительного про-

цесса. Однако, к примеру, если случайно в качестве начальной 

выбрать «седловую» точку (здесь это точка (0;0) ), то резуль-
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тат получен не будет. Очевидно, что огромные числа, полу-

ченные при поиске максимума, как раз говорят о том, что вы-

числительный процесс не сходится и локальный максимум  

у данной функции отсутствует. 

 

Ра з д ел  2 .   Д и ффер ен ц и а л ь н ы е  у р а в н ен и я  

 

З А Д А ЧА  3  

 

Задания 21─30. Решить дифференциальное уравнение пер-

вого порядка. 

 

21. 
2 21 1 0x y y x y    . 

22. 
ln

y
xy

x
  . 

23. sin sin cos cos 0x y dx x y dy  . 

24. 3 cos sin(9 ) 0y ye xdy e dx   . 

25. sin cos 2cosy x y x x   . 

26. sin tg 0
sin

dy
x y dx

y
  . 

27.  2 1 0x y xy   . 

28. 2(1 ) ( 1)y dx x ydy   . 

29. 
1 2y

yy
y


  . 

30. 
2

3 0x ydy xdx    (с решением). 
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Решение. 

После элементарного преобразования видим, что это урав-

нение с разделяющимися переменными 
2

3 3x ydy xdx  . Пре-

образуем его к виду: 
2

3 3y xdy xdx  – уравнение с разделен-

ными переменными. Интегрируем 
2

3 3 *,y xdy x dx C    

2 23 1 3 ( ) *,
ln3 2

y
x d x C     

2

3 1 3 *,
ln3 2 ln3

y x

C


     
213 3

2
y x     

ln3 *,C   переобозначая произвольную постоянную, получаем 

общее решение в неявном виде 
213 3

2
y xC     или в явном 

виде 
2

3
log ( 0,5 3 )xy C    .  
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ЗАДАЧА 4  
 

Задания 31─40. Найти частное решение задачи Коши для 

дифференциального уравнения первого порядка с начальным 

условием  0 0y x y . 

 

31. 37 8 ,xy y e    (0) 0.y   

32. 2sin 0,xy y x x       1.
2

y    

33. ,
y

xyy e
x



     1 0.y   

34. 2 ln 0,
ln
yy x x

x x
      

2
.

2
ey e   

35.  1 ln ,y yy
x x

     11 .y
e

  

36. 
2

2 4 ,xy xy xe     0 2.y   

37.  2 2 0,y x y dx xdy      1 0.y   

38.  2 31 ,x y xy x x      2 1.y   

39.   0,y xy dx xdy     1 0.y   

40. 2 ,y x y        с решен м .0 0 иеy   
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Решение. 

Данное линейное дифференциальное уравнение имеет смысл 

решать при помощи подстановки Бернулли. Будем искать  

решение в виде ( ) ( )y u x v x , тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x u x v x u x v x    . 

После подстановки ( ) ( )y u x v x  и выражения для производ-

ной в уравнение получим 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,u x v x u x v x u x v x x     

2( ) ( ) ( )( ( ) ( )) .u x v x u x v x v x x     Получим систему  2

( ) ( ) 0,

( ) ( ) .

v x v x

u x v x x

  

  
 

Решим уравнение ( ) ( ) 0v x v x   . Получим, ( ) ( ),v x v x    

1,
( )
dv

v x
   1

( )
dx dx

v x
   , ln ( )v x x C   , откуда при 0C  : 

ln ( )v x x   и искомая функция будет иметь вид ( ) xv x e .  

Далее, после подстановки найденной функции ( )v x  во вто-

рое уравнение системы, получим 2( ) xu x e x   . Проинтегри-

руем последнее уравнение: 2( ) xu x x e  , 
2 xdu x e dx   ,  

 

2
2 2( ) 2

2

x
x x x

x

u x v e
u x x e dx x e x e dx

du xdx dv e dx

 
     

 
   

2 2( )
x

x x x
x

u x v e
e x e x e dx

du dx dv e dx

 
      

 
  

2 22 2 ( 2 2) .x x x xe x e x e C e x x C         
 

Тогда 2 2( ) ( ( 2 2) ) 2 2x x xy x e x x C e x x Ce           – 

общее решение исходного уравнения. Получим частное реше-

ние, удовлетворяющее начальному условию (0) 0у  . 
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2 00 2 0 2 0С е      , 2 0С  , 2С   . Таким образом, 

2 2 2 2 xy x x e    . 

 

 

 

Заметим, что в компьютерной системе WM построить гра-

фик найденного решения очень легко. Чего не скажешь о по-

строении такого графика «ручным» способом. 
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З А Д А ЧА  5  

 

Задания 41─50. Найти общее решение дифференциальных 

уравнений 2-го порядка. 

 

41.  а) 4xy y  ;  

       б) xyyy cos54  . 

42.  а) yyx  5 ; 

       б) 33 3 xy y xe   . 

43.  а) yyx  6 ; 

       б) 24 8 cos2xy y y e x    . 

44.  а) yyx  6 ; 

       б) 2 3 12 xy y y xe    . 

45.  а) yyx  7 ; 

       б) 3 4 3siny y y x    . 

46.  а)  
2

5yy y  ; 

       б) 2 2 xy y y e    . 

47.  а)  
2

6yy y  ; 

       б) 4 12 8sin 2y y y x    . 

48.  а)  
2

7yy y  ; 

       б) 2 34 13 2 xy y y x e    . 

49.  а)  
2

5yy y   ; 

       б) 14 49 14sin7y y y x    . 

50.  С решением 

       а) sin2y x  ; 

       б) 3 2 (2 3)xy y y e x     . 

 

Решение.  

1. Последовательно проинтегрируем два раза исходное урав-

нение. Получим 
1

1sin2 cos2
2

y x dx x C      ,  1cos2
2

y x    

1 1 2
1sin2
4

C dx x C x C      – общее решение исходного урав-

нения.  
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2) Решим сначала однородное уравнение 3 2 0y y y    . 

Для этого составим характеристическое уравнение 2 3k k   

2 0   и решим его. Корни 
1

1,k   
2

2.k   Таким образом, общее 

решение однородного уравнения имеет вид 2
0 1 2

.x xy C e C e    

Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. 

Общий вид этого частного решения ( ).xy xe Ax B    Найдем 

производные ( )y   и ( )y   и подставим в исходное уравнение. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x xy x e Ax B x e Ax B xe Ax B e Ax B            

2( ) ( 2 ),x x xxe Ax B xe A e Ax Ax Bx B        

2 2 2( ) ( ) ( 2 ) ( 2 ) (x x xy e Ax Ax Bx B e Ax Ax Bx B e Ax            

22 ) (2 2 ) ( 4 2 2 ).x xAx Bx B e Ax A B e Ax Ax Bx A B          

Подставим полученные выражения в уравнение 

2 2( 4 2 2 ) 3 ( 2 ) 2 ( )x x xe Ax Ax Bx A B e Ax Ax Bx B xe Ax B          

(2 3).xe x   Преобразовав, получим 

( 2 2 ) (2 3).x xe Ax A B e x      

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x , 

это приведет к системе линейных уравнений  2 2,
2 3,

A
A B
 
  

 от-

куда  1,
1.

A
B
 


 Таким образом, частное решение принимает 

вид 2( 1) ( ).x xy xe x e x x       

Следовательно, по теореме о структуре общего решения 

линейного неоднородного дифференциального уравнения об-
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щее решение исходного уравнения следует записать в виде 

* 2 2
0 1 2

( ).x x xy y y C e C e e x x        

 

 

 

Решения из WM полностью идентичны. 
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Ра з д ел  3 .   Ря д ы  

 

З А Д А ЧА  6  

 

Задания 51–60. Исследовать на сходимость (абсолютную  

и условную сходимость в части в) следующие числовые ряды.  
 

51. а) 
2

1

2 3 
1n

n

n








 ;  б) 

1

4 
!

n

n
n





 ;  в) 
1

1

( 1)
 

2

n

n
n n

 






 . 

52. а) 
2

1

1  
3n

n

n








 ;  б) 

1

1sin
2

n

n
n





 
 
 

 ;  в) 
1

( 6)
 

( 1)!

n

n
n





 

 . 

53. а) 
1

2 1
3 2

n

n
n






 ;  б) 

1

3 
(2 )!

n

n
n





 ;  в) 
1

/2
1

( 1)
 

3

n

n
n

n
 



 
 . 

54. а) 
2

1

1 
(2 1) 1n n



  
 ;  б) 

1

1
( 1)!

n

n

n
n

 


 ;  в) 

1

1

( 1)n n

n

e

n

  




 . 

55. а) 
1

3 
2 1

n

n
n






 ;  б)  

1

3 1  
4

n

n
n





 ;  в) 
1 3

1

( 1)

3

n

n
n

n
 



 
 . 

56. а) 
2

1

1

4n n n



 
 ;  б)  

1

1 1

2n
n

n
n





 ;  в) 
1

1

( 1)
 
( 4)!

n

n
n

 





 . 

57. а) 
2

1

7 3

4 13n

n

n n







 
 ;  б) 

1

1

(ln( 1))n
n n



 
 ;  в) 

1

1

( 1)

7 3

n

n

n

n

 



 

 . 

58. а) 
3

1

1

(3 1) 5n

n

n







 
 ;  б)  

2

1

2 3
2

n

n

n
n





 ;  в) 
1

2
2

( 1)

ln

n

n n n

 




 . 

59. а) 
2

1

1  
ln ( )n n n



 
 ;  б) 

1
(2 3)!

n

n
n




 ;  в) 

1

1

( 1)

(ln( 1))

n

n
n n

 






 . 
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60. С решением 

а) 
1

1 
4 2n

n n



 
 ;  б)  

2

1

1
2

n

n

n
n






 ;  в) 

2
1

( 1)

4 5

n

n

n

n








   

Решение. 

1. Применим необходимый признак сходимости. Так как 

1lim 1
4 2n n




 (такие пределы следует вычислять по правилу 

Лопиталя (см. задача 2, часть 1 Практикума для 1-го семест-

ра). Поэтому данный ряд расходится. 

 

2. Применим «радикальный» признак Коши. Для этого вы-

числим    
2

1 1lim lim lim
2 2

n n
nn

n
n na
n n

  
 

. Теперь следует 

вспомнить 2-й замечательный предел  1lim
2

n
n
n

 


 

 
(2 )

lim
(2 ) (2 )1 1lim 1 .

2

n nn
n ne

n e

 

     


 Вычисленная «варианта 

Коши» меньше 1, поэтому данный ряд сходится. 

 

3. К данному знакопеременному ряду следует применить 

признак Лейбница. 
2

lim 0
4 5

n

n



. Кроме того, необходимо 

проверить выполнение условия 1n n
a a


 : 

 

2 2
1

4( 1) 5 4 5

n n

n n

  
  

2

2 2

9 4 1

(4 8 9)(4 5)

n n

n n n

  

  
. 
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Последнее выражение, очевидно, отрицательно всегда. Та-

ким образом, по признаку Лейбница данный знакоперемен-

ный ряд сходится. Что касается абсолютной сходимости, то ее 

в данном случае нет. Ряд 2
14 5n

n
n



 
  (с отброшенным знакоче-

редующим сомножителем ( 1) )n  эквивалентен гармоничес-

кому. Другими словами, он расходится, что означает услов-

ную сходимость исходного знакочередующегося ряда. 

 

 

 

В числовых рядах WM использует понятия «истина» (т. е. 

сходится) и «ложь» (т. е. расходится). 
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З А Д А ЧА  7  

 

Задания 61–70. Найти область сходимости следующих рядов: 

 

61.  а) 
 1

1

2
n

n n x



 
 ; б) 

 
 

1

2 1

3 1

nn

n

x

n





 

 . 

62.  а) 
 1 2

n
n

n

x



 
 ; б) 

 

 1

1

3 1 2

n

n
n

x

n







 
 . 

63.  а) 
 1

3

2 5
n

n

n

x



 
 ; б) 

 3

1

5 1

4

nn

n
n

n x



  
 . 

64.  а) 
 1

3

2 5
n

n

n

x








 ; б) 

 
3

1

3 1

4

nn

n
n

x

n








 . 

65.  а) 
  1

1

2 1 4
n

n n x



  
 ; б) 

 

1

3

1

n

n

n x

n





 

 . 

66.  а) 
 1

2 1

4
n

n

n

x








 ; б) 

 

1

3
n

n

x

n n






 . 

67.  а) 
 1

2

3

n

n
n n x



 
 ; б) 

 
 

1

3 2

ln 1

nn

n

x

n





 

 . 

68.  а) 
 12 3

nn
n

n

x



 
 ; б) 

 

 1

2

3 ln 1

n

n
n

x

n







 
 . 

69.  а) 
 1 1

n
n

n

x



 
 ; б) 

 3

1

4

1

n

n

n x

n





 

 . 
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70.  а) 
 2

1

1

1
n

n n x



 
 ; б) 

 

1

1

2 1

n

n

x

n







  (с решением). 

Решение. 

а) Применим радикальный признак Коши для нахождения 

области абсолютной сходимости этого функционального ряда. 

Для этого вычислим «варианту» Коши (здесь она зависит от x): 

 2

1 1
( ) lim | ( )| lim .

| 1 |1

n nn nn n
x u x

xn x 
  


 

Отсюда область абсолютной сходимости (полученная  

из условия ( ) 1x  ) задается неравенством 
1

1
| 1 |x




 или 

( ;0) (2; )x    . Однако здесь необходимо дополнитель-

ное исследование в граничных точках 0x   и 2x  . В этих 

точках ряд сходится, поэтому окончательно область абсолют-

ной сходимости выглядит так: ( ;0] [2; )x    . Область 

поточечной сходимости совпадает с областью абсолютной 

сходимости. 

б) Вычислим радиус сходимости данного степенного ряда 

по формуле Даламбера.  

При этом считаем, что 

1
2 1n

a
n




, 
1

1 1
2( 1) 1 2 3n

a
n n

 
  

. 

Итак, 1 2 3lim lim 1
2 1

n

n

a nR
a n
   


.  
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Таким образом, область абсолютной сходимости данного 

ряда описывается неравенством | 1| 1x   . Осталось проверить 

сходимость (поточечную или абсолютную) на концах интер-

вала. При 0x   получим сходящийся по признаку Лейбница 

знакочередующийся ряд 
1

( 1)

2 1

n

n
n







 . Поэтому точку 0x   следует 

добавить к области поточечной (но не абсолютной!) сходимо-

сти. При 2x   получим знакопостоянный ряд, эквивалентный 

гармоническому. Он расходится. Таким образом, область по-

точечной (слабой) сходимости 0 2x  , а область абсолют-

ной сходимости | 1| 1x   . 

 

  

 

Скриншоты с экрана смартфона получены с сайта 

www.wolframalpha.com (далее – WA). 
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Ра з д ел  4 .  К р а т н ы е  и  к р и в о л и н ей н ы е   

и н т егр а л ы  
 

З А Д А ЧА  8  
 

Задания 71─80. Вычислить криволинейный интеграл пер-

вого рода по заданной кривой в указанных пределах: 
 

71.    2( ) , : , 0,0 , 1,1

L

x y dl L y x O A  . 

72.    2 2, : 1, 0,1 , 1,0

L

xy dl L x y A B  . 

73.    2 , : , 0,1 , 1,x

L

y dl L y e A B e . 

74.    2( ) , : 1, 1,2 , 2,3

L

x y dl L y x A B   . 

75.    2 41 , : 1, 1,1 , 2,0,5

L

y x dl L xy A B  . 

76.    
2

, : sin , 0,0 , / 2,1
1 cosL

y dl
L y x O A

x
 


 . 

77.    2, : , 1,1 , 2,4

L

xdl L y x A B . 

78.    2 2 , : отрезок , где 1,3 , 3,5

L

x y dl L AB A B . 

79.    2 21 , : 2 4, 1,1 , 2,4

L

x dl L y x A B   . 

80. 
2 2

,
4L

dl

x y 
    : отрезок , где 0,0 , 1,2L OA O A  (с решением). 
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Решение. 

Составим уравнение прямой OA : 21
1 2

yx    , 2( 1)x    

 2y   , 2 2 2x y     , 2y x . 

Таким образом, для указанной части прямой: 2y x , 

0 1x  , и производная (которая нам нужна для вычисления 

дифференциала длины други) 2y  , 21 2 5dl dx dx   . 
 

 
 

1 1

2 2 2 2 2
0 0

1 1
2

2 2 00

5 5

4 4 4 5 4
5

ln 5 5 4
5 2

5 3ln 5 9 ln 4 ln 5 3 ln2 ln 0,962424.
2

L

dx dx dx

x y x x x
d x

x x
x

  
    

    


       

  

  

 

Логарифм вычислен в программе Excel.  

WM здесь мы можем подключить только на стадии вычис-

ления определенного интеграла. 

Результат в виде обратного гиперболического синуса кажется 

весьма непривычным, однако совпадение численного результата 

не позволяет усомниться в правильности обоих ответов. 
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З А Д А ЧА  9  

 

Задания 81–90. Вычислить повторный интеграл от функ-

ции  , 2f x y x y  : 

 

81.  
2

1 2

0

, .

x

x

dx f x y dy


   82.  

22 2 1

0

,

x

x

dx f x y dy



   

83.  
3

1

1 2

, .

x

x

dx f x y dy   84.  
12

1 0

, .

x

dx f x y dy   

85.   .,
21

0 2
 

x

x

dyyxfdx  86.   .,
1

0

2

1 2

 
x

dyyxfdx  

87.  

2

2

2

0 1

, .

x

x

dx f x y dy   88.  

34

1

, .

x

x

dx f x y dy   

89.  
1

0 0

, .

xe

dx f x y dy   90.  
2

2 3

2 1

2

y

dy x y dx

 

   (с решением). 

 

Решение. 
 

   
2 2

32 3 2 22

2 2 21 1

92 2 6
2 2

y у

хdy x y dxdy хy y

   

          
     

 
 

22 2 4
2 2 3

2

1
2 1 4 8 2

2 2

y y
y y dy y y y dy



                  
 

  
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25 3 4
2

2

4 4
10 3 2

y y y
y y



 
      
 

 32 88 16 8
10 3

      

 32 8 2248 16 8 14,9333
10 3 15

        . 

 

 

 

Отметим, WA в данном случае требует введения всех пре-

делов интегрирования. 
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З А Д А ЧА  1 0  

 

Задания 91–100. Вычислить с помощью двойного интегра-

ла площадь плоской области D, ограниченной заданными  

линиями 

 

91. 2
2
84 ,

4
y x x

y
 


. 92. 4, 6y y x

x
   . 

93. 2 1, 3x y x y    . 94. 2 24 4, 2 4y x y x    . 

95. 2 24 , 2y x y x x    . 96. 2 23 , 3x y y x  . 

97. 2 2, 2x y x y   . 98. 2 4 , 2y x y x    . 

99. 24 , 2 0x y x y     . 100. С решением 

2 1, 3 0y x x y     . 

 

Решение. 

Данная область является правильной относительно оси Оy. 

Найдем точки пересечения линий из решения системы: 


2 1,

3.
y x
y х
 
 

 Решением системы уравнений являются точки 

 1;2  и  2;5 . При переходе от двойного интеграла к по-

вторному воспользуемся абсциссами точек пересечения ли-

ний. Вычислим полученный повторный интеграл:  
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2

2 3 2 22 3
2

11 11

( 3 1) 2
2 3

x

D x

x xS dxdy dx dy x x dx x



 

             

8 1 1 92 2 4
3 2 3 2

       . 

 

 

 

Понятно, что для того, чтобы вычислить это площадь  

в WM через двойной интеграл по области, нужно немного 

разобраться в булевых операциях над множествами. Но оно 

стоит того! 
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