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Упрочнение режущего инструмента с помощью слоистых покрытий должно обес-

печивать повышение его жесткостных, прочностных, термомеханических свойств, как 

локально, так и макроскопически (в среднем). Надежность, живучесть инструмента в це-

лом (макроскопически и локально) имеют важное значение для выполнения его функ-

ций [1, 2]. 

Рассмотрим вычисление осредненных величин на основе 2D модели слоистого 

тела, находящегося под воздействием силовых или термосиловых нагрузок, вызываю-

щих распространение трещины поперек слоев. В результате осреднения нужно получить 

математика-механическую модель слоистого пакета, для которого решаются конкретные 

задачи [3–5]. 

 

 
Рис. 1. Схема слоистого покрытия 

 

Рассмотрим вычисление эффективных физико-механических коэффициентов мате-

риала слоя толщины 
h

ii
h h , где ih  – толщина i-ого слоя. Считая материалы слоев 

однородными и изотропными будет описывать их упругие свойства с помощью модулей 

Юнга iE  и коэффициентов Пуассона 1 . Как известно, коэффициенты Пуассона разных 

металлов различаются незначительно, поэтому положим 
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Эффективный модуль Юнга слоя толщины h может быть вычислен по формулам  
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Или 
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Схемы (2), (3) дают верхнюю и нижнюю оценки истинного макроскопического мо-

дуля Юнга упрочняющего слоя толщины h. 
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Обозначим
( ) ( ) ( ), ,i i i

x y xy    – напряжения в сечении i-ого слоя. Так как толщина каж-

дого слоя ℎ𝑖 значительно меньше толщины всего покрытия, срединная плоскость покры-

тия является плоскостью симметрии. Средние перемещения u, v по осям x, y и средние 

деформации , ,x y xye e e  всех слоев одинаковы в соответствующих точках, расположенных 

на одной и той же нормали к срединной плоскости. Таким образом, реализуется плоское 

напряженное состояние, описываемое средними усилиями 
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Закон Гука в i-том слое запишем в виде [3,5] 
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Уравнения равновесия в i-том слое имеют вид 
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Осредняя уравнения (5), (6) с учетом (1)–(4), получим 
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Связь между микро и макронапряжением определяется формулами 

( ) ( ) ( ), , .i i ii i i
x x y y xy xy

E E E

E E E
         (9) 

Здесь 
( )i

 – микронапряжения в i-том слое,  – осредненные напряжения. В случае 

чисто хрупкого разрушения распространение трещины поперек слоя происходит так, что 

на границах слоев не происходит изменения траектории трещины вследствие расслое-

ния. Тогда макроскопические коэффициенты интенсивности напряжений для всего 

упрочняющего слоя и для отдельных слоев вычисляются как осредненные по толщине 
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слоев величины. Предельное состояние в слое определяется формулами для коэффици-

ентов интенсивности напряжений 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 1, .i i i ii
Q QC Q QC

E
K K K K Q I II III i n

E
     (10) 

Здесь символ Q отмечает тип трещины (I – чистого разрыва, II – сдвига, III – из-

гиба). Символ C – предельное значение. 

Макроскопическое значение коэффициента интенсивности напряжений вычисля-

ется по формуле 

( )

1

1
.

n
i

Q i Q

i

K h K
h 

   (11) 

Предельное состояние покрытия определяется условием 

, , , .Q QCK K Q I II III   (12) 

Рассмотрим чисто хрупкое разрушение покрытия сквозной трещиной, распростра-

няющейся поперек слоев от внешней границы рис. 2. Обозначим , 1,i i n   – напряже-

ние, при которых в i-том слое достигается предельная деформация ie  к моменту его раз-

рушения. 

 
Рис. 2. Схема разрушения слоистого покрытия трещиной 

 

Одним из принципов проектирования слоистых материалов, обладающих мак-

симальной эффективной прочностью, является принцип равнопрочности составляю-

щих слоев. В случае равнопрочности все слои работают равномерно, объем и вес по-

крытия минимальны. Положим, разрушения покрытия начинается во всех слоях од-

новременно, причем 

1 2 ... .ne e e   (13) 

Однако на практике выполнение ряда ограничений на свойства слоев приводит к 

тому, что слои неравнопрочные и требуется спроектировать покрытие с максимальной 

удельной прочностью из неравнопрочных слоев. 

Эффективные напряжения 𝜎𝑘, отвечающие 1,..., ne e  вычисляются по формуле 
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Обозначим 𝜎𝐶  максимальное напряжение, выдерживаемое покрытием и которое 

достигается при разрыве i-го слоя 
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Тогда удельная прочность, отнесенная к единице массы покрытия, вычисляется по 

формуле 
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,C
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Здесь 𝜌𝑖 – плотность материала i-го слоя,  ( )i

ke – линейная зависимость между 

𝜎 и 𝑒𝑘 в i-том слое (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Зависимость между напряжением и деформацией послойно 

 

В случае если материалы всех слоев линейно-упругие, то 
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Проектирование слоистых покрытий, обладающих максимальной удельной проч-

ностью (надежностью) сформулируем как задачу нахождения максимума функ-

ции  Ф  [4, 6] 
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при ограничениях 
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3) выполняется условие сопряжения слоев, 

4) min max .h h h   

(19) 

Здесь 𝛿𝑖 – индикаторная функция i-того слоя определяется формулой: 

𝛿𝑖 {
1, если материал 𝑖 − го слоя из базы данных применяется в покрытии;

0, если материал не применяется, но имеется в базе данных.
 (20) 

Рассмотрим стационарный поэтапный процесс распространения трещины поперек 

слоев как разрыв слоев с образованием между ними пустоты рис. 2. 

Такой режим (предельный стационарный) может реализовываться только для рав-

нопрочного покрытия, когда локальное разрушение на фронте трещин во всех слоях про-

исходит одновременно. 

Напряжение, при котором может реализовываться подобный идеальный режим, 

вычисляется по формуле 
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Здесь 𝜆 – безразмерный параметр, характеризующий покрытия и геометрию тре-

щины, l – минимальное расхождение берегов трещины. 

Как известно, нередко покрытия с трещиной продолжают выполнять функ-

ции,  т. е.  сохраняют живучесть при исчерпании надежности. 

Можно ввести удельную прочность панели со сквозной трещиной формулой 
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где   – предел прочности;   – плотность покрытия. 

Если из соображений безопасности требуется спроектировать покрытие, обладаю-

щее максимумом живучести, то введем функцию 
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Максимум   обеспечит живучесть упрочняющего слоя при ограничениях (19). 

Выводы. Возможно также добавление ограничений технологического или эколо-

гического характера. Тогда задача нахождения покрытия, обладающего максимальной 

живучестью приводится к задаче математического программирования [8]. 
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