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Введение. При исследовании многокомпонентных систем, в которых возникает 

сложное напряженно-деформированное состояние вследствие взаимовлияния различ-

ных условий нагружения, концепция тела с опасным объемом представляет собой удоб-

ный и эффективный инструмент исследователя. Анализ повреждаемости многокомпо-

нентной системы позволяет проводить оптимизацию условий нагружения. Как показы-

вают экспериментальные исследования на циклическую усталость, комбинация внешних 

действующих нагрузок позволяет снизить показатели повреждаемости и, тем самым, 

увеличить срок службы как отдельных элементов, так и всей системы [1, 2]. Теоретиче-

ское обоснование данного явления можно найти в работе [3]. Изучению и обоснованию 

концепции твердого тела с опасным объемом посвящено большое количество работ, об-

зор которых можно найти в статьях [4, 5]. 

Повреждаемость и ее определение. Рассмотрим твердое деформируемое тело (си-

стему тел). В пространственном случае распределение полей напряжений описывается 

функциями  , ,ij ijf x y z  , где , 1,2,3i j  , , ,x y z R . Выбрав некоторое предельное напря-

жение 
lim , можно записать неравенство для определения повреждаемой области твер-

дого тела: 

  lim, , .ijf x y z    (1) 

Следует отметить, что предельные нормальные 
lim

n  и касательные напряжения 
lim

  

в работе [6] рекомендуется брать как 0,3 и 0,03 от максимального значения контактного 

давления p0 соответственно, т. е. 

lim 00,3 ,n p   
lim 00,03 .p    

Множество точек, удовлетворяющих неравенству (1), определяет повреждаемую 

область или опасный объем твердого тела. В теории повреждаемости можно выделить 2 

ключевых количественных показателя [3]: 

 опасный объем, который определяется по формуле 

V dV


  , (2) 

где 

 

 

lim

lim

, , , ,

0, , , ,

ij

ij

dxdydz f x y z
dV

f x y z

  
 

 

 (3) 

где dx , dy , dz   стороны элементарного параллелепипеда, выделенного в окрестности 

исследуемой точки; 

 интегральная повреждаемость 

,dV


    (4) 

где локальная повреждаемость в точке   находится как отношение действующего напря-

жения ij  к предельному 
lim , т. е. limij   . 

При вычислении количественных значений показателей повреждаемости исследо-

ватель сталкивается с двумя сложностями. Во-первых, необходимо провести оценку 
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напряженно-деформированного состояния системы взаимодействующих твердых тел, 

что зачастую в аналитическом случае невозможно и приходится применять численные 

методы (метод конечных элементов, метод граничных элементов и др.). Во-вторых, даже 

если функции  , ,ijf x y z  получены в аналитическом виде, то непосредственное их инте-

грирование по формулам (2) и (4) затруднено. Получить конечные формулы для вычис-

ления опасного объема и интегральной повреждаемости можно лишь в простейших слу-

чаях геометрии деформируемого твердого тела и условий нагружения, например для тол-

стой трубы подверженной кручению и/или температурному воздействию [7]. Для более 

сложных случаев могут быть применены методики основанные на численном анализе. 

Подход основанный на построении расчетной сетки. После определения полей 

напряжений можно предложить следующий алгоритм: 

1) определение границ области D, в которой содержится опасный объем Ω; 

2) построение по области D ортогональной расчетной сетки с шагами dx, dy, dz со-

ответственно вдоль каждой из трех координатных осей; 

3) расчет напряжений  ij kA  в каждой точке 
kA  расчетной сетки, являющейся 

центром параллелепипеда со сторонами dx, dy, dz; 

4) определение количества точек N, в которых действующие напряжения превы-

шают предельные; 

5) опасный объем V и интегральная повреждаемость  определяются по формулам 

x y z

D

d d d
V N

V

 
 ,   

 

1 lim

N
ij k

x y z

i

A
d d d




   


 , 

 

где 
DV   объем области D. 

В работе (8) показана сходимость предложенного подхода для нескольких частных 

случаев нагружения упругого полупространства в комбинации с применением метода 

аналитического граничного элемента при численном расчете напряженно-деформиро-

ванного состояния. Преимуществом данного подхода является достаточная простота ал-

горитмизации вычислений и легкое управление погрешностью оценки показателей по-

вреждаемости. Однако, у подхода, основанного на построении расчетной сетки имеется 

существенный недостаток  длительное машинное время затрачиваемое на вычисление 

напряжений в каждом расчетном узле.  

Аналогичный подход используется при вычислении повреждаемости методом ко-

нечных элементов, только в этом случае суммируются не объемы параллелепипедов со 

сторонами dx, dy, dz, а объемы каждого конечного элемента, напряжения в которых пре-

вышают предельные. При конечно-элементном моделировании напряжения на элементе 

могут сравниваться с предельным по каждому узлу либо могут браться усредненные по 

всем узлам принадлежащим одному конечному элементу. В работе [9] применен выше-

описанный подход для конечно-элементного моделирования контактной пары ко-

лесо/рельс и определения повреждаемости системы. 

Подход основанный на методе Монте-Карло. При использовании данного под-

хода множество расчетных точек генерируется случайным образом из области D, в кото-

рой содержится опасный объем. Алгоритм можно представить как последовательность 

следующих шагов: 

1) определение границ области D, в которой содержится опасный объем Ω; 

2) генерация случайным образом точек  ,i i iA x y   1, 2, ...,i N  из области D. Для 

генерации могут использоваться различные распределения (равномерное, нормальное, 

распределение Пуассона и др.); 

3) определение количества точек K, в которых действующие напряжения ij  пре-

вышают предельные lim (K < N); 
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4) вычисление показателей повреждаемости по формулам 

,V K dV     
1 lim

,
K

ij

i

dV



  


   

     2 1 2 1 2 1
,

x x y y z z
dV

N

    
  (5) 

где 
1x , 

2x , 
1y , 

2y , 
1z , 

2z   нижняя и верхняя, соответственно, границы области D вдоль 

каждой из трех координатных осей. 

Методы Монте-Карло обеспечивают точность порядка C N , где N – число рас-

четных узлов и, согласно закону больших чисел, численные значения интегралов (2) и 

(4), полученные методом Монте-Карло, сходятся к точному значению при увеличении 

числа N [10]. 

На рис. 1 и 2 представлены графики опасного объема и интегральной повреждае-

мости полупространства от равномерно распределенной по квадрату со стороной 2a 

нагрузки интенсивности p0 и направленной перпендикулярно ограничивающей плоско-

сти полупространства вдоль оси Oz. Повреждаемость вычислялась по нормальным 

напряжениям 
zz  и эквивалентным (по Мизесу) напряжениям eqv , соответственно. В ка-

честве предельного значения для нормальных напряжений бралась величина 
lim 00,3 ,т p 

а для эквивалентных – eqv

lim 00,27p    2

0P p a  [8]. 

 

  
Рис. 1. Опасный объем и повреждаемость для 

нормальных напряжений 

 

Рис. 2. Опасный объем и повреждаемость для 

эквивалентных (по Мизесу) 

напряжений 

 

Как видно из представленных рисунков, при увеличении количества расчетных уз-

лов (точек интегрирования) разброс значений уменьшается, а численное величина схо-

дится к точной. 

При использовании метода со случайной генерацией точек интегрирования, нет 

необходимости в дополнительном построении расчетной сетки и контроле, чтобы эта 

сетка полностью покрывала повреждаемую область твердого тела или системы твердых 

тел. К преимуществу данного метода также можно отнести простоту алгоритмизации 

вычислений. Недостатком метода Монте-Карло является длительное машинное время, 

необходимое на вычисление напряженного состояния в каждой точке интегрирования. 

Здесь также стоит отметить, что, как и при построении расчетной сетки по дефор-

мируемой среде, так и при случайной генерации узлов интегрирования, напряжения в 

двух разных точках рассчитывается независимо, поэтому при оценке напряженно-дефор-

мированного состояния есть возможность применения технологий параллелизации вы-

числений для ускорения и снижения затрат машинного времени. В работе [11] показано, 

что использование технологии CUDA при гранично-элементном моделировании напря-

женного состояния тела, коэффициент ускорения вычислений может доходить до 25. 

Подход, основанный на модели логистической регрессии. Численные подходы 

оценки повреждаемости среды по формулам (2) и (4) основываются на предварительном 
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вычислении напряженного состояния в выбранном узле. В случае, если действующее 

напряжение превышает предельное, то кумулятивная величина опасного объема увели-

чивается на значение dV, где dV – конечный объем области, выделенной в окрестности 

расчетного узла. В случае же, если действующее напряжение меньше предельного, то 

переходим к следующей точке интегрирования. Таким образом, напряженное состояние 

рассчитывается в каждой точке, но в расчет повреждаемости входят только те, напряже-

ние в которых удовлетворяет условию   lim, ,ijf x y z   . 

Алгоритмический подход, использующий модель логистической регрессии, осно-

вывается на аппроксимации бинарной функции  

 
0, ,

1, ,

A
A

A


  


 (6) 

логит-функцией 

 

0

1

1
, ,

1 exp
m

j j

j

P

x



 

    
 



x α  
(7) 

где  1 2, , ...,
T

mx x xx   вектор значений;  0 1, , ...,
T

m   α   вектор коэффициентов. 

Функция (7) определяет вероятность попадания расчетной точки в повреждаемую 

область. Пороговым значением для бинарного определения принадлежности области яв-

ляется значение  , 0,5P x α . Применение логит-модели к вычислению показателей по-

вреждаемости твердого тела можно представить в виде следующего алгоритма действий: 

1) определение границ области D, такой что повреждаемая область Ω должна со-

держаться в D, т. е. D ; 

2) генерация множества размера n расчетных точек из области D. Множество может 

формироваться случайным образом, так и быть упорядоченным по какому-либо признаку. 

3) Для множества расчетных точек провести бинарную классификацию на принад-

лежность к повреждаемой области; 

4) формирование обучающей выборки  ,i ix , 1, ...,i N  и оценка коэффициентов 

логит-модели. Оценку вектора коэффициентов α  можно проводить одним из известных ме-

тодов, однако, наиболее часто используется метод максимального правдоподобия [12]; 

5) оценка качества построенной логит-модели. Для оценки качества бинарных 

классификаторов, как правило, применяют ROC-анализ [13]; 

6) в случае удовлетворительно качества, генерация множества N  ( N N ) и при-

менение логит-модели для количественной оценки повреждаемости твердого тела. 

Непосредственное применение логит-модели предполагает линейную раздели-

мость данных, к которым она применяется. Геометрия опасного объема имеет нелиней-

ную форму, например для системы ролик/вал повреждаемая область имеет вид, пред-

ставленный на рис. 3 [14]. В случае линейной неразделимости, к исходным данным при-

меняется классифицирующая функция. На практике наиболее часто применяются 

следующие классифицирующие функции [12]: 

 полиномиальная функция степени d:    , ,
d

K c  x x x x , constc  ; 

 радиальная базисная функция:    2
, expK    x x x x , 0  ; 

 сигмоидальная функция:    , tanh ,K k c  x x x x , 0k  , 0c  . 

Модель логистической регрессии была применена к нахождению повреждаемой об-

ласти полупространства при действии на него нормально распределенной нагрузки вида 

  2 2 2 2

0, 1 ,p x y p x a y b     
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где 
0p  – максимальное давление в центре распределения; a и b – значения полуосей эл-

липтической площадки распределения. 

На рис. 4 показана точность классификации точек интегрирования по принадлеж-

ности к повреждаемой области полупространства. В каждом из случаев генерировалось 

случайным образом 10 наборов расчетных точек. Как видно из рис. 4, при увеличении 

количества точек, разброс в точности бинарной классификации снижается и для обуча-

ющей выборки равной 5000 точек, точность находится в пределах от 95,5 % до 96,5 %. 

Исходя из экспертной шкалы, принятой в научной литературе [13], качество построен-

ной модели логистической регрессии можно отнести к «очень хорошему». 

 

  
Рис. 3. Геометрия опасного объема в си-

стеме ролик/вал 

Рис. 4. Точность логит-модели по определе-

нию принадлежности к опасному объему 

 

Для получения линейно разделимого множества точек, была применена полиноми-

альная функция степени 0,5 с постоянной c равной 0. 

Недостатком применения метода логистической регрессии является относительная 

сложность алгоритмизации вычислительных процедур и оценка их эффективности. Пре-

имуществом же данного метода является возможность значительного ускорения вычис-

лений, т. к. для каждой точки интегрирования по простой формуле (7) определяется ве-

роятность принадлежности ее к опасному объему и нет необходимости в определении 

точного значения напряжения в этой точке. 

Выводы. Вычисление количественных показателей повреждаемости твердого де-

формируемого тела (системы тел) в аналитическом виде возможно только для простей-

ших случаем геометрии и нагружения тела (системы тел). При конечно-элементном мо-

делировании напряженно-деформированного состояния опасный объем определяется 

как сумма объемов каждого конечного элемента, в узлах которого действующие напря-

жения превышают предельные. При аналитическом или численно-аналитическом опре-

делении напряженного состояния, например методом граничных интегральных уравне-

ний или методом граничных элементов, для количественной оценки величин опасного 

объема и интегральной повреждаемости может быть применен один из вышеописанных 

алгоритмов либо их комбинация. Каждый из них имеет свои преимущества и недостатки 

по затратам машинного времени и точности вычислений. 
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